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Sazetak

U geotehnickoj praksi se jos uvijek ¢esto provode iskljucivo deterministicke analize zbog ve-
¢eg iskustva u njihovoj primjeni i deterministickom odredivanju parametara modela. Suprot-
nost njima su statisticke metode kojima se nastoji kvantificirati varijabilnost i nepouzdanost
pojedinih varijabli. Buduci da se geotehnika bavi upravo takvim materijalima, pogoduje pri-
mjeni statistike koja se sve vise koristi praksi. Kao i deterministicke metode, tako i statisticke
imaju odredene nedostatke kada se primjenjuju same ili prevladavaju u analizama. Zbog
toga bi jednakomjerno sudjelovanje obiju metoda u analizama rezultiralo optimalnim re-
zultatima. U radu je dan pregled nekih od najkoristenijih statistickih metoda u geotehnickoj
praksi.

Kljucne rijeci: statisticke metode, geotehnika, analiza pouzdanosti

Statistical methods in geotechnics

Abstract

Deterministic analyses are still often used in geotechnical engineering because great expe-
rience in their use, and in selection of deterministic model parameters, has so far been acqu-
ired. Their opposites are statistical methods the aim of which is to quantify variability and
uncertainty of various variables. Since geotechnics studies precisely such materials, it favo-
urs the use of statistics that is increasingly used in practice. Just like deterministic methods,
statistical methods also have their shortcomings when used by themselves or when preva-
iling in analyses. That is why an equal participation of the two methods in analyses would
yield optimum results. An overview of some statistical methods that are most commonly
used in geotechnical engineering is also provided in the paper.
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1 Uvod

Geotehnika je grana gradevine koja se bavi materijalima s izrazitom razinom nesi-
gurnosti u smislu parametara koji ih opisuju. U praksi je Cesto potrebno predvidjeti
ponasanje velikog volumena tla ili stijene iz Cesto vrlo ogranicenog broja pokusa na
malim uzorcima, ¢ime se dobivaju grubo aproksimirani modeli tla zbog nepozna-
te stratigrafije i parametara tih materijala. Osim toga, uz varijabilnost parametara
materijala zbog heterogenosti, zbog poteskoc¢a u dopremi neporemecenog uzorka
u laboratorij, pripremi relevantnog uzorka za ispitivanje te ¢esto nedostupnih so-
fisticiranijih ispitivanja, pogreske se mogu dogoditi u cijelom procesu od istraznih
radova do zavrSetka provodenja pokusa. Stoga konacni rezultati mogu i medu uzor-
cima istog tla znatno varirati. Usprkos svemu tome, u geotehni¢kom inZenjerstvu
se jo$ uvijek vrlo ¢esto primjenjuje deterministi¢ki pristup za odabir relevantnih
parametara materijala te provedbe analiza. Takav pristup se odnosi na odabir kon-
zervativnih vrijednosti parametara materijala koje, zbog mogudéih nesigurnosti, tre-
ba dodatno umanijiti primjenom parcijalnih faktora prema Eurokodu 7, za razlicite
proracunske pristupe. Na taj se nacin postiZze odredena razina sigurnosti koja je, ¢ak
i u slu¢aju predimenzioniranja konstrukcija, opravdana zbog nesigurnosti povezanih
s tlom i stijenom. S ciljem optimizacije rjeSenja, odnosno projektiranja isplativijih
konstrukcija uz zadovoljavajucu razinu sigurnosti, moguca je primjena statistickih
metoda. Upravo spomenuta varijabilnost parametara i nesigurnosti u dobivene re-
zultate uvelike pogoduju primjeni statistickih metoda za njihovu analizu. Dakle, cilj
analiza pouzdanosti (eng. reliability design) jeste osigurati zadovoljavajuce ponasa-
nje projektiranog sustava unutar granica ekonomicnosti [1].

Parcijalni faktori za djelovanja, otpornosti ili parametre materijala dobivaju se na
viSe nacina. Osnovna razlika je da je jedan pristup deterministicki, a drugi proba-
bilisticki. Deterministicki pristup odredivanja parcijalnih faktora bazira se na povi-
jesnom i empirijskom pristupu, a probabilisticki bazira na statistickim metodama
(slika 1.). Parcijalni faktori definirani Eurokodom dobiveni su prije svega primjenom
deterministi¢kog pristupa [2].

lako je faktor sigurnosti moguce dobiti i statistickim metodama, takav faktor vrijedi
samo za specifi¢nu proracunsku situaciju za koju je izveden. Dakle, faktor sigurnosti
primjerice od 1,5 ne daje dosljednu razinu pouzdanosti pri koristenju u razli¢itim
slucajevima. S druge strane, statistickim metodama je moguce definirati trazenu
razinu pouzdanosti koju Zelimo uvijek posti¢i te pomocu nje izvesti potrebnu ot-
pornost da bi se ona postigla [1]. U ovom radu je dan pregled nekih od statistickih
metoda koje se koriste u geotehnickoj praksi, s ciljem uzimanja u obzir varijabilnosti
parametara materijala u prora¢unima.
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Slika 1. Metode izracuna parcijalnih faktora sigurnosti [2]

2 Prednosti i nedostatci statistickih metoda

Statistickim metodama moguce je definirati trazenu razinu pouzdanosti koja ostaje
konzistentna pri razli¢itim proracunskim situacijama, gdje bi jedinstveni faktor si-
gurnosti davao dvije razli¢ite vrijednosti pouzdanosti. U proracune je preporuceno,
osim Cisto statistickih metoda, primijeniti i prethodna iskustva na slicnim zahvatima.
U slucaju da se gradi konstrukcija bez prethodnih iskustava, ili u slu¢aju da iskustva
nisu dobra, statistickim metodama moci ¢e se i dalje provesti analize s izracunom
razine pouzdanosti, dok empirijski pristup neée biti mogu¢ [1].

S druge strane kod statistickih metoda postoji potreba za definiranjem odredenih
statistickih parametara svake varijable koja ulazi u proracun, iako zbog malog broja
dostupnih podataka Cesto nisu poznati. U tom se slucaju mogu jedino pretpostaviti
na temelju prethodnih iskustava ili aproksimirati iz dostupnih podataka.

Kako sume slucajnih varijabli, prema sredisnjem grani¢nom teoremu, naginju pre-
ma normalnoj raspodjeli, ona se moze koristiti za aproksimaciju velikog broja pojava
u prirodi, Sto se odnosi i na parametre tla, optereéenja, otpornosti itd. [3, 4]. Pro-
vodenije statistickih analiza takoder zahtijeva jaca racunala koja moraju biti u stanju
provesti tisuée do stotine tisuc¢a analiza, $to je mnogo zahtjevnije od deterministic-
kog rjeSavanja istog problema.
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3 Osnovna terminologija

U ovom su poglavlju dani opisi nekih pojmova vezanih za statistiku, a koji se ovdje
upotrebljavaju. Svaki dogadaj ili parametar s Cijom vrijednosti postoji odredena ra-
zina nesigurnosti, potrebno je zadati na adekvatan nacin. To se postize slucajnim
varijablama (eng. random variable) kao funkcijama koje opisuju tu varijaciju, u pot-
punosti odredenima svojom slikom i raspodjelom. U slucaju da su vrijednosti dviju
sluéajnih varijabli ovisne jedna o drugoj, ovisnost se opisuje pomocu koeficijenta
korelacije. Koeficijent korelacije (eng. coefficient of correlation) je stoga mjera line-
arne ovisnosti izmedu dviju slucajnih varijabli. Moze poprimiti vrijednosti u rasponu
od [-1,1], gdje vrijednost 0 oznacCava odsutnost linearne ovisnosti, a 1i-1 postojanje
jake linearne ovisnosti medu varijablama. Pri tome negativne vrijednosti razumije-
vaju rast vrijednosti jednog parametra s padom drugog, a pozitivne rast vrijednosti
jednog s rastom drugog parametra. Kada se vise slucajnih varijabli poveZe u jednu
funkciju, dobiva se funkcija sluc¢ajnih varijabli koja se, ako opisuje grani¢no stanje
nekog dogadaja, naziva funkcija grani¢nog stanja (eng. limit state function). Dakle,
takva funkcija kao argumente prima slucajne varijable koje definiraju kriterij stabil-
nosti odredenog zahvata, a oznacava se sa g(x) = y. Funkcija je definirana na nacin da
y > 0 oznadava zadovoljavajuce ponasanje/ishode, a y < 0 nezadovoljavajuce.

Za opisivanje rasapa distribucije vjerojatnosti mogu se upotrijebiti razli¢iti parame-
tri, medu kojima je koeficijent varijacije (eng. coefficient of variability - cov), bezdi-
menzijski parametar definiran jednadzbom (1).

Indeks pouzdanosti (eng. reliability index) je koeficijent koji moZe posluZiti za ocjenu
pouzdanosti problema na slican nacin kao Sto to radi deterministicki faktor sigurno-
sti. U vedini sluCajeva ocekivane i zahtijevane vjerojatnosti otkazivanja poprimaju
vrlo male vrijednosti (npr. 10°), Sto moZe oteZati interpretaciju rezultata. S obzirom
na to da postoji veza izmedu indeksa pouzdanosti i vjerojatnosti otkazivanja, indek-
som pouzdanosti je moguce prikazati rezultate na razumljiviji nacin. Originalni izraz
indeksa pouzdanosti dan je jednadzbom (2).

cov = 2x (1)
‘ﬂX‘
ot (2)
Ox
gdje su:

o, -standardna devijacija sluCajne varijable X
p, -oclekivana vrijednost sluajne varijable X
cov - koeficijent varijacije
B -indeks pouzdanosti.
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4 Statisticke metode

4.1 Monte Carlo Simulation (MCS) i Latin Hypercube Sampling (LHS)

Monte Carlo metoda zasniva se na slu¢ajnom odabiru velikog broja mogudih vrijed-
nosti parametara na temelju definiranih distribucija vjerojatnosti za svaki od njih.
Prije analize je potrebno definirati kriterij granicnog stanja kojim se, za svaku vrijed-
nost ili skup vrijednosti, deterministickim pristupom provjerava zadovoljava li kon-
strukcija uvjete stabilnosti. Procedura za provodenje analiza Monte Carlo metodom
razumijeva odabir distribucije vjerojatnosti slu¢ajnih varijabli, definiranje granica
uzorkovanja varijabli, te provodenja velikog broja analiza sa sluajno odabranim
vrijednostima [5]. Kako bi se uzela u obzir medusobna ovisnost nekih parametara
materijala zbog realnijeg odabira slucajnih uzoraka, koristi se koeficijent korelacije.
Slu¢ajno odabrani broj druge varijable se korigira prema tom koeficijentu nakon
odabira vrijednosti prve varijable. Uzorkovanje se izvodi tako da se nasumice oda-
bere broj (u) na intervalu [0,1] s uniformnom distribucijom, koji odgovara vjerojat-
nosti da e slu¢ajna varijabla poprimiti vrijednosti manje od nekog broja (x), ovisno
o kumulativnoj distribuciji slu¢ajne varijable. Dakle, inverznom funkcijom se prona-
lazi vrijednost slucajne varijable (x) za koju vrijedi u = P[X < x]. Postupak je graficki
prikazan na slici 2. Na kraju se vjerojatnost otkazivanja definira kao omjer broja
analiza koje su dale nezadovoljavajuci rezultat i ukupnog broja provedenih analiza.

Fy(x) Fx(x)
(G I -
1
1
U | i X
1 )
] |
= ) PEe

U

u X

Slika 2. Graficki prikaz odredivanja vrijednosti slu¢ajne varijable ovisno o slu¢ajnom broju i kumula-
tivnoj distribuciji [5] f (x), f (x) - distribucije vjerojatnosti slu¢ajnih varijabli Ui X; F(x), F,(x)
- funkcije kumulativne distribucije slu€ajnih varijabli U i X; u,, x, - vrijednosti slucajnih varijabli
UiX
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Razina pouzdanosti metode raste s brojem uzorkovanja, a s porastom broja uzorko-
vanja raste zahtjevnost i vrijeme proracuna. Broj potrebnih simulacija takoder raste
s porastom zahtijevane razine pouzdanosti same metode, porastom broja slucajnih
varijabli te smanjenjem ocekivane vjerojatnosti otkazivanja. Zbog toga je ova me-
toda prakti¢éno primjenjiva za rjesavanje jednostavnijih problema. Bududi da broj
ponavljanja ovisi o razli¢itim parametrima te utjeCe na zahtjevnost proracuna, jed-
nadZbama (3) i (4) moZe se okvirno izracunati broj potrebnih simulacija za odredeni
problem. Statisticki je izvedena jednadzZba (3) koja povezuje broj potrebnih ponav-
ljanja sa zahtijevanom razinom pouzdanosti, standardnom devijacijom koja pripada
toj razini pouzdanosti te brojem slucajnih varijabli [6].

2 m
d
Npo =| —9— 3)
4-(1-¢)
gdje su:
N,_. - broj Monte Carlo simulacija
€ - zahtijevana razina pouzdanosti (0-100 %) u decimalnom obliku
d - standardna normalna devijacija za odredenu razinu pouzdanosti; prema Ce-

bisSevljevoj nejednakosti
m - broj slucajnih varijabli.

Jo$ jedna jednadzba po kojoj se moZe pretpostaviti broj simulacija je izraz (4), prema [7]:

-P
s (4)

=
3
3
|
—
R
N
N

gdje su:

N,_. - broj Monte Carlo simulacija

o - prihvatljiva greska (1-g)

d - standardna normalna devijacija za odredenu razinu pouzdanosti
P -vjerojatnost otkazivanja (pretpostavka).

Kako bi se odstranili problemi s potrebnim velikim brojem ponavljanja, odnosno
umanjila zahtjevnost metode i povecala pouzdanost za isti broj ponavljanja, razvi-
jene su razne metode koje optimiziraju uzorkovanje Monte Carlo simulacije, medu
kojima je i Latin Hypercube. LHS predstavlja metodu uzorkovanja s multivarijatnom
distribucijom slucajnih varijabli koje imaju neku medusobnu ovisnost. Odabir uzo-
raka se izvodi na nacin da se distribucija svake varijable podijeli na n intervala jed-
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nakih vjerojatnosti (broj intervala mora biti jednak za svaku varijablu). Zatim se na
svakom intervalu bira uzorak takav da on jedini lezi u svojoj hiperravnini poravnatoj
s koordinatnim osima. Dakle svaki uzorak se bira pamtedi sve prethodno odabrane
uzorke, ¢ime se optimizira uzorkovanje $to znatno ubrzava i smanjuje zahtjevnost
simulacija.

4.2 Metoda Point Estimate (PE)

Koristi se za numericku aproksimaciju prvog, drugog i treéeg momenta funkcija slu-
¢ajnih varijabli, pomocu funkcije grani¢nog stanja i momenata pojedinih slucajnih
varijabli. Ideja je da se kontinuirane slucajne varijable aproksimiraju ekvivalentnim
diskretnim varijablama s istim vrijednostima momenata. Tako se procjenjuju lokaci-
je tocaka najpovoljnijih za provodenje numericke integracije funkcije, tzv. Gaussove
tocke integracije, metodama Gaussove kvadrature. Ova je metoda stoga primjena
Gaussove kvadrature u svrhe odredivanja momenata slucajne funkcije. U vecini slu-
Cajeva proracun se provodi u dvije tocke. Za slu¢aj dvije ili vise varijabli pretpostavlja
se da su njihove distribucije simetri¢ne te one mogu ili ne moraju biti u medusob-
noj ovisnosti (koeficijent korelacije). Svaka slucajna varijabla se normalizira ¢ime se
ostvaruje srednja vrijednost u ishodistu koordinatnog sustava. Kada se odrede po
dvije tocke svake distribucije, odredi se 2" tocaka (n je broj varijabli) koje se nalaze
na svakoj moguéoj kombinaciji prethodno odredenih tocaka. lzraz (5) daje oceki-
vanu vrijednost funkcije Y na potenciju m (momenti funkcije grani¢nog stanja), pri
¢emu su: P - teZinski koeficijenti koji ovise o to¢kama u kojima se evaluira podinte-
gralna funkcija; y, - vrijednost funkcije Y u tocki x..

E[ym}zzp, ym (5)

Nedostatak metode je taj da ¢e, ako bude vedi broj slu¢ajnih varijabli, broj tocaka
integracije postati prevelik za prakticne svrhe. Napravljene su razne modifikacije
metode kojima se umanjuje broj potrebnih tocaka integracije s 2" na 2n+1 ili 2n,
svaka sa svojim prednostima i nedostatcima [8, 9].

4.3 First Order Second Moment (FOSM)

Naziv ove metode proizlazi iz toga Sto koristi proSirenje funkcije Talyorovim redom
prvog stupnja za odredivanje prvog i drugog momenta funkcije, odnosno ocekiva-
nja i varijancije, samo pomodu prvog i drugog momenta slucajnih varijabli. Da bi
se odredilo ocekivanje i standardna devijacija neke funkcije slucajnih varijabli y =
f(x,, x,, ..., ), trebalo bi poznavati raspodjelu te funkcije. Kako to u praksi Cesto nije

39



SIMPOZ1) DOKTORSKOG STUDIJA GRADEVINARSTVA 2018

poznato vec su poznata samo ocekivanja i varijacija sluajnih varijabli x, ovom me-
todom je moguce aproksimirati raspodjelu funkcije y te dobiti trazene vrijednosti
za funkciju slucajnih varijabli. Momenti viseg stupnja (treceg i Cetvrtog) koji opisuju
asimetri¢nost (eng. skewness) i zaobljenost (eng. kurtosis) distribucije se zanema-
ruju. Prosirenjem neke funkcije redom prvog stupnja ona se linearizira u odabranoj
tocki. U ovom slucaju se ta tocka odnosi na ocekivanje funkcije, a funkcija koja se
aproksimira je funkcija granicnog stanja (y). Linearizacija funkcije u tocki H, moze
dati velike greske u slucaju izrazito nelinearnih funkcija. Takoder, metoda u odre-
denim slucajevima daje i razliite rezultate za razli¢ite formulacije istog problema
[5], kako je prikazano u tablici 1. [4]. Da bi se pomoc¢u opisane metode odredila
vjerojatnost sloma ili indeks pouzdanosti, potrebno je unaprijed definirati funkciju
grani¢nog stanja koja oznacava granicu prihvatljivog ponasanja sustava. Indeks po-
uzdanosti moze sluziti kao mjera sigurnosti, sli¢no faktoru sigurnosti, pri cemu daje
vise informacija jer je izravno povezan s vjerojatnoséu sloma te raspisivanjem moze
dati uvid u parametre koji najvise utjecu na stabilnost (tablica 1.).

Tablica 1. Koeficijenti pouzdanosti za razliCite definicije istog slucaja

y B
R — otpornosti
F-1 S — djelovanja
R-S
2 2 2 _HrR
\/F -Covg+covg  F=
R F -1 p,— ocekivana vrijednost R
— 1 -, 5 u— ocekivana vrijednost S
S F\/covi +covg

4.4 First/Second Order Reliability Metode (FORM, SORM)

Unaprjedenje FOSM metode napravili su Hasofer i Lind (1974.), u kojemu su pred-
lozZili invarijantno rjeSenje za indeks pouzdanosti [4]. U ovom slucaju se funkcija gra-
ni¢nog stanja linearizira u tocki najvece vjerojatnosti otkazivanja, umjesto u njenoj
ocekivanoj vrijednosti. Da bi se ta tocka pronasla, potrebno je najprije svaku slucaj-
nu varijablu standardizirati pretvaranjem u jedini¢nu normalnu slucajnu varijablu
kojoj je ocekivanje 0, a standardna devijacija i varijacija 1, kako je definirano jed-
nadzbom (6).

7= 2t (6)

Ox

Formira se nova funkcija grani¢nog stanja (g(Z)) cija je najbliZza tocka ishodistu, od
ishodista udaljena za vrijednost indeksa pouzdanosti 3. Ta se tocka Cesto naziva
najvjerojatnijom to¢kom otkazivanja te se prosirenje funkcije radi u toj tocki [5]. U
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slucaju da ploha sloma definirana funkcijom grani¢nog stanja nije linearna, onda je
raznim metodama optimizacije ili iterativnim metodama potrebno nac¢i minimalnu
udaljenost plohe od ishodista. Tada je indeks pouzdanosti funkcija koja ovisi o jedi-
niénim normalnim sluc¢ajnim varijablama Z:

1

p2)=(2"-2)2 (7)

Vjerojatnost otkazivanja se zatim mozZe izraCunati prema vezi s indeksom pouzda-
nosti:

P =1-®(p) (8)
gdje je ® kumulativna funkcija standardne normalne distribucije.

Slicno kao i kod FOSM metode, FORM metoda daje dobre rezultate za priblizno
linearne funkcije u podrucju oko tocke najmanje udaljenosti, dok u slu¢aju izrazito
nelinearne plohe grani¢nog stanja moZe dati pogresne rezultate.

SORM metoda razlikuje se od prve utoliko Sto se funkcija grani¢nog stanja aprok-
simira prosirenjem drugog reda umjesto prvog, ¢ime se poboljSava aproksimacija
funkcije, a definicija same funkcije je ista kao kod FORM. U geotehnickoj praksi se
pokazalo da SORM metoda daje vrlo sli¢ne rezultate FORM metodi [4].

5 Zakljucak

Postoji niz statistickih metoda za primjenu u geotehnickoj praksi, a koje se mogu
primijeniti u raznim fazama projektiranja, od samog pocetka pri planiranju istraz-
nih radova do analiza konacnih rezultata. Metode opisane u ovom radu su neke
od najcesce upotrebljavanih. Prilikom provodenja proracuna potrebno je definirati
odreden broj slucajnih varijabli koje se odnose na bilo koje parametre Ciji ishodi ili
vrijednosti nisu sa sigurno$¢u poznate. Njihovom kombinacijom definira se funkcija
grani¢ne ravnoteZe kojom se, bez obzira na koristenu metodu, procjenjuje vjero-
jatnost pojave nezadovoljavajucih rezultata. U geotehnickoj praksi se jos uvijek ce-
sto izbjegavaju statisticke metode, a provode se, iskustveno zadovoljavajuée dobre,
deterministicke analize. Odredene metode mogu posluZiti za jednostavne analize
(FOSM, PE, FORM, MCS...), a druge imaju mogucnost primjene i u sofisticiranijim
analizama (MCS, SORM...). Kombinacije analiti¢kih i statistickih metoda mogu se
napraviti na vise razina - od primjene jednostavnih analitickih zajedno s jednostav-
nim statistickim, do primjene kompleksnih analitickih i statistickih, te bilo kakvih
ostalih kombinacija kompleksnosti jednih i drugih analiza [10]. Cak i prilikom upo-
trebe statistickih metoda u praksi, Cesto se koriste krajnosti gdje se sve usmijeri na
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jedan tip analize pa su i rezultati uvjetovani jednim ili drugim tipom. Ujednaceno
ukljucivanje analiti¢kih i probabilistickih metoda u analizu geotehnickog problema
dalo bi optimalne modele u kojima bi se uklju¢ivanjem iskustva moglo utjecati na
rezultate prora¢una, a da se pri tome i dalje obuhvate sve Zeljene nesigurnosti ve-
zane za problem.
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