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1. Uvod (opéenito o zidovima)

Zid je plosni nosivi element koji prenosi opté&aje u svojoj ravnini. Obiljezje ovog
konstrukcijskog elementa jest to da je jedna dinj@mada, debljina, zanemarivo mala u
odnosu na druge dvije. Oni, dakle, na sebe preyaim@tikalna i horizontalna djelovanja, te
se u njima javlja ravninsko stanje naprezanja. Kawi konstrukcijski elementi, moraju
zadovoljavati uvjete stabilnosti, te zaStite ocecdja promjene temperature, vliage, zvuka,
vatre, a potom i uvjete trajnosti, ekon@nosti i estetike.

Uz obiljezja zidova poput gradiva od kojih su izead tehnologije grdenja koriStene pri
izvedbi, vatrootpornosti, izolacijskim svojstvinmagove prema konstrukcijskoj ulozi mozemo
podijeliti na nosive i nenosive. Nosivi zidovi viag tezinu zajedno sa svim ostalim
projektiranim opter&njima prenose na druge elemente, dok nenosivi sas@ sebe.
Takader postoje razlike iznii punih zidova i zidova s otvorima, kajemo obraditi u ovome
radu.

Kod mnogoetaznih zgrada osnovni elementi za hotaoa djelovanja, pored okvira, su
zidovi, nage&e oslabljeni nizovima otvora. Kod objekata ne @reino velike visine zidovi
se obéno izvode konstatne debljine, a ako i dolazi dongeme debljine zida s visinom, ona
se obt¢no izvodi skokovito.

Ovisno o debljini greda koje spajaju stupove zidazabiremo najpogodniju od nekoliko
proratunskih shemi zida. Ako su visine greda jako malérsa stupovi zidova spojeni samo
stropnim pl@ama, svaki stup je najbolje tretirati kao zasebanzblu (slika 1.b).Kod jako
krutih greda i malih otvora, cijeli zid uzimamo kaedinstvenu konzolyslika 1.c). Na
prijelaznom podrgu, tj. kod greda male krutosti u odnosu na stup@lenezanemarivih
utjecaja na pou&nje nosivosti sustava (Sto je i ¥&Ki slucaj), statéki proraiun postaje
slozeniji te je potrebno problemu pristupiti na \praacin. Nekoliko je modela kojima
mozemo opisati konstrukciju. Stupove zidova mozameti kao ploSne elemente povezane
gredama kao Stapnim elementima iznad otyslika 1.d).Slican je model kod kojeg se grede
kao Stapni elementi nastavljaju cijelom Sirinomagslika 1.e).U okviru ovog rada, zidemo
modelirati kao Stapni sisterslika 1.f- zid i greda su modelirani kao Stapni elementi).

H-URHH:

slika 1.a slika 1.b slika 1.c slika 1.d slika 1.e slika 1.f
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2. Kratak pregled dosadasnjih radova

U knjizi ,Zidovi s otvorima i okvirne konstrukcijéznesen je pregled nekoliko radova
vezanih uz proran zidova s otvorima. Staki proratun ovakvih objekata dosta je slozen, jer se
primjenom metode sila u kl&siom obliku dolazi do velikog broja nepoznatih ¥ela (stattki
viSestruko neodteni sistemi), a s obzirom da se radilo o razdoplhiie primjene raunala
prora&un postaje dugotrajan. Zbog toga autori kraj osiopretpostavki teorije konstrukcija za
Stapne sisteme uvode dodatne pretpostavke pojediigsici postupak pror&una. Naravno,
nuzno je da su rjeSenja dovoljnérna za praktinu primjenu.

2.1.RjeSenje A.R. Rzanjicina

A.R. RZanijicin nije se bavio problemom préunaa visokoetaznih objekata sa zidovima za
ukrucenje protiv horizontalnih djelovanja, no obuguci teoriju sastavljenih Stapova doSao je
do diferencijalnih jednadzbi koje predstavljaju eraattéki model problema protaina zidova
s otvorima. Za gredu sastavljenu od dva elemeijedvdiferencijalna jednadzba

T—” =yT+ A,
&
gdje su: T posmtna sila,
€ koeficijent ovisan o vezi ni@ elementima,
Y koeficijent ovisan o geometrijskim véinama,
A ¢lan ovisan o optetenju.

Jednadzba je potpuno ista kao i diferencijalna gddba zida s jednim nizom otvora.
RZanjicinovo ope rjeSenje za gredu sastavljenu iz viSe elemenabogno je zidu s viSe
otvora. Dobiva se sistem linearnih diferencijalj@tinadzbi drugog reda:

TII
8_1 = All Tl + Alz T2+ . +A1n TTl + AlO’
1

TII
8_2 = A21 T1 + Azz T2+ +A2n Tn + Azo,
2

TII
L= Ay T+ Ay Tot oo 40, Ty + Ao,

&n
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gdje su: Ti posmtna sila u-tom Savu,
& koeficijent ovisan o vezi ni@ elementima-tog Sava,
Aix koeficijent ovisan o geometrijskim vé&liama,

Ao ¢lan ovisan o optetenju.

Ovo je rjeSenje matemaki elegantno, no nepraktio za prorédun zidova zbog svoje
glomaznosti. Usvojene su pretpostavke znanosti pmrobsti materijala i zakon ravnih
presjeka, a naprezanje se smatra dehign ako su za dani presjek poznate unutarnje sile
(M, N, T) , deformacije se u odnosu na duljinu smatrajuemata.

2.2. RjeSenje M. Tessiera

U radu ,Stabilnost visokih gr#evina na vjetdr M. Tessier promatrao je simetan sistem
zida oslabljenog po sredini jednim nizom otvorazé&i progibnu liniju polovine zida za
opteré&enje vjetrom. Osnovne prepostavketkis A i B u osima stupova koje se nalaze na
istom nivou ostaju na istoj horizontali i nakon akehacije (zanemaruje se deformacija zbog
uzduznih sila), ravni presjeci okomiti na osi stupoostaju i nakon deformacije ravni i
okomiti na osi stupova.

Diferencijalna jednadzba progibne linije zida je

4+ b)?
Elz" — 6EIQ%Z = CI(h —X),

gdje su: z =Yy' tangens kuta nagiba progibne linije,
X apscisa mjerena od podnozja,
E modul elastinosti materijala zida,
I moment inercije stupa,
lg moment inercije grede,
I Sirina stupa,
duljina grede,
udaljenost od osi do osi grede,
visina zida,

o T 9 T

intenzitet horizontalnog opterenja.
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Pomcau jednadZbe progibne linije mogu se odrediti umjtasile u stupovima i gredama.
Zanemarivanje deformacija zbog uzduZznih sila ustipa i poprénih u gredama dovodi do
pogreSaka zbog kojih ovo rjeSenje nema vrijednashislu prakiine primjene. Za razliku od
vecine drugih radova u kojima je koriStena metoda, sikadje je za izvod diferencijalne
jednadzbe progibne linije koriStena metoda pomaka.

2.3. Rad O. Wernera

O. Werner predstavlja proSirenje i pdéepje navedenog rada M. Tessiera. U radu
»Proracunavanje viSekatnih zgrada sa krutim pregradnirjersimd razraiuje ogeniti slta;
elasttne upetosti u temeljnu konstrukciju, s mégo&u nejednolikog slijeganja temelja.
Takader je promatran sime#an okvir s krutim zidovima, te utjecaj uzduznilasila deformaciju
stupova nije uzet u obzir.

Diferencijalna jednadzZba progibne linije zida je

q
"—ylu=——x+yA,
u YLu E]Ox Y

y' tangens kuta nagiba progibne linije stupa

gdje su:
apscisa mjerena od vrha stupa prema dolje

koeficijent ovisan o geometrijskim karakteristikakR@nstrukcije
razmak izméu osi stupova

modul elastinosti materijala konstrukcije

dvostruka vrijednost pomaka temelja

o b mr < X c

intenzitet horizontalnog, po visini jednoliko raspirtog, opter&nja
dnog stupa

@

Takader je izvedena diferencijalna jednadzba i za nesita® okvir, pricemu se koristi
pretpostavka jednakosti pomaka za razdiobu momeraséupove.
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2.4. Ostala rjeSenja

Radovi nekoliko autora svrstani su u istu skupiogtp se razlikuju samo u oznakama
stattkih i geometrijskih veltina. To su radovi Becka Ejn neues Berechnungsverfahren fir
gegliederte Scheiben, dargestellt am Beispiel dereNdeeltragers ), A. V. Marjina,

M. Albigesa i I. Gouleta (Jkrucenje protiv vjetra u zgradamia R. Rosmana ¢idovi oslabljeni
nizovima otvora izlozeni utjecajima potresa i \g&xi P. F. Drozdova.

Osnovne pretpostavke su:

a) Za materijal vrijedi Hooke-ov zakon, a naprezanje rprelaze granicu
proporcionalnosti.

b) Ravni presjeci i nakon deformacije ostaju ravni r(@eilli- Eulerova hipoteza o
ravnim presjecima). Ovo vazi za pofme presjeke stupova i greda, a ne vazi za
presjek zida kao cjeline.

c) U sredini greda su #ke infleksije (u tom presjeku nema momenata saj@)arOvu
pretpostavku omogdguju male krutosti greda u odnosu na krutost stupova

d) U uzduZnom smijeru grede se smatraju apsolutnonkruti

e) Visine katova su jednake.

f) Moduli elasténosti stupova i greda su isti.

g) PovrSine poprih presjeka i momenti inercije stupova i gred&sustantni.

U radu R. Rosmana zid s jednim nizom otvora proamaje kao ziciji su stupovi
kontinuirano spojeni peoitavoj visini. Debljina lamela izraZzena je infirdienalno malom
velicinom dx, a njihov moment inercije dobija se redukcijom moatearinercije greda.

slika 2.
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Osnovni sistem formira se presijecanjem niza lampelaredini, te se postavljanjem uvjeta
kontinuiteta dolazi do diferencijalne jednadzbegimy reda:

T"+a2T=t//Mr,
gdje su T uzduzna sila u stupu u presjeku s apscisom x ,
Mr  moment savijanja od vanjskog opiereja,

a, y  koeficijenti koji ovise o geometrijskim karaktdrisama zida :

21 1) 121,
a = —_——— i — .
YI F, F,) hb3’

Osnovni problem kod prokana po ovoj metodi je postaviljanje rubnih uvjeta.
Netainosti rezultata smanjuju se pdaajem broja etaza i smanjenjem razmaka greda, te se
metoda ne smije primjenjivati kod objekata s mamjesedam etaza. Préum je brz zbog
Rosmanovih Tablica za brz pronalazak unutarnjin sila i progib@ano je i rjeSenje za
simetrtan zid s dva niza otvora, dok kod nesinteth zidova s dva i viSe nizova otvora dolazi do
prevelikog odstupanja od stvarnog stanja.

2.5.RjeSenje V. Simouia

U knijizi ,Zidovi s otvorima i okvirne konstrukcijefhozemo prona detaljan opis metode
rieSavanja protauna zidova s otvorima primjenom diferencijskih jad#bi koju je razvio
prof.dr.ing. Veselin Simovi RjeSenje se moze primijeniti kako na zidove sijedhizom otvora
tako i na zidove s viSe nizova otvora, te za rdipmye opteréenja, geometrijske uvjete i rubne
uvjete.

Osnovne pretpostavke pretpostavke su teorije koksia:

a) Materijal se ponaSa po Hookeovom zakonu elassti, a naprezanja su ispod granice
proporcionalnosti.
b) Bernoulli- Eulerova hipoteza o ravnim presjecimigedi za stupove i grede.

Dodatne su pretpostavke:

a) U simetrali greda su tte infleksije (momenti su jednaki nuli).
b) U uzduznom smjeru grede su apsolutno krute.
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Dodatne su geometrijske pretpostavke:
Na odreéienim odsjécima visine:

a) Debljine zidova i moduli elastnosti su konstantni;
b) Razmaci greda su jednaki;

c) Sirine otvora su iste;

d) Grede su istih dimenzija.

U slwtaju da u objektu dolazi do promjene ¥¢&la poput debljine zida, visine etaza,
Sirine otvora i visine greda (nisu konstantne digine objekta) ofe rjeSenje ostaje isto, ali se
rubni uvjeti moraju posebno rijesiti.

Kod pror&una zida s jednim nizom otvora osnovni sustav foambd vertikalnim
presijecanjem greda. Jednadzbe kontinuiteta ¢ada sustav trélanih linearnih algebarskih
jednadzbi, a ofu trotlanu jednadzbu takvog sustava svodimo na difergacijednadzbu
drugog reda. RjeSenjem dobivamo izraz za prekobregiicinu X; (uzduzna sila u stupu u i-
tom polju) koja predstavlja @p rjeSenje sustava.

® M '®
|
| -
10 , "
| i X |..\‘\
(L) (i I‘ L
WLrm T'\\ I
I | —— —_—
| lx .'\\
| | Ll i
e —— l\
e )
|

7077777 7

slika 3.
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Op¢e homogeno rjeSenje ovisi o geometrijskim karagtidama konstrukcije:
a u ogem ukupnom rjeSenju partikularno rjeSenje ovisanjskom djelovanju:

Pritom su: ri, r2  korijeni karakteristine jednadzbe (ndesobno recipréni)

C,, C; konstante integracije

Uzduzna sila u stupu: Niz = —Nig= X.
Popre&na sila u i-toj gredi: Ti = Xi— Xi-1.
Ukupni moment savijanja u nekom presjeku i-tog guolj M= M2 — 21 X,

pri éemu jeM; moment savijanja u nekom presjeku i-tog polja otjskog opteréenja.

Momente stupova dobivamo u omjeru krutosti stugenar ukupnoj krutosti zida.

U knjizi je prikazan né&n odreiivanja ogeg ukupnog rjeSenja za razne tipove opEmg@
(koncentrirana sila u osi gornje grede i ¥@m polozaju, kontinuirano jednoliko optéeaje,
kontinuirano linearno promjenjivo optéenje), cijom kombinacijom mozemo aproksimirati
sva horizontalna djelovanja. Oldemi su i sldajevi zida promjenjive debljine (skokovito po
etazama), zidova s elastd popustljivim osloncima, posebnim lezajnim kouktijama ili

jacom gornjom gredom, te zidova s viSe nizova otvbraromjenjivom visinom.
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3. Op¢éenito o metodi sila

Statiki proratun Stapnog modela zida s otvorima izvésmino metodom pomaka. Izraze
za vrijednosti sila kod pro¢ana stanja prisilnih pomaka izveésgmo metodom sila, jednako
kao i izraze za podene sile upetosti.

Metoda sila je jedan od &iaa rjeSavanja staki neodr@enih sustava. Raskidanjem
odreienog broja vanjskih ili unutarnjih veza zadanogesis formiramo osnovni sistem koji
ne mora biti odréen, ali mora biti geometrijski nepromjenjiv. Umjestaskinutih veza na
osnhovni sistem nanosimo pdame sile koje odgovaraju silama koje su te vezaqsite.
Nazivamo ihstaticki neodrelenim veltinama, prekobrojnim velinama ili prekobrojnim
silama.S obzirom da su vrijednosti poggnih sila osnovne nepoznanice, postupak je nazvan
metodom sila.

Trazimo vrijednosti prekobrojnih sila kojim bi osmo sistem doveli u mehatko stanje
izvornog sistema. To radimo prema uvjetima komglatisti pomaka, tj.prema zahtjevu za
podudaranjem progibnih linija izvornog sistema n@&og sistema opterenog silama koje
djeluju i prekobrojnih sila pravih vrijednosti.

Dobivamojednadzbe kompatibilnosti, jednadzbe kontinuitetdnadzbe neprekinutosti:

X) 2011t Xy 0y X5 0318 0= 3_1 )

X1 851 Xy - 85 X5+ 853 820= 6,

X} - 03T Xy - 835+ X5 - 033+ 83 9= 03,
ili, u matricnom zapisu

611 d12 i3] X 31,0 3
021 022 On3] - [Xz + [820] = [5,],
031 O3p 33| LI [85 35
gdje su:
6;,;  koeficijenti matrice popustljivosti (iztanavaju se metodom jedénih sila)
[ ozn&ava mjesto pomaka
i€ [l,n] ozn&ava poopeni pomak hvatiSta sil&; po pravcu i u smislu
njezina djelovanja,
ozn&ava uzrok pomaka,
j€[1,n] ozn&ava poopenu jedingnu silu u hvatistu, na pravcu i u
smislu djelovanja sil&;
% o 1€[ln], 0 oznéava sva zadana djelovanja.
Predznak vrijednost,; daje smisao pomaka u odnosu na smisao djelovanja
sile X;. Pozitivan predznak ztiapomak u smislu djelovanja sile, a negativan
pomak u smislu suprotnom djelovanju sile.
3; zadana vrijednost prisilnog pomaka hvatiSta s¥e po pravcu njezina

djelovanja.
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Matricnom stenografijom zapisujemb:- X + A=A,

gdje su: D matrica fleksibilnosti (popustljivosti) sistema,
X vektor vrijednosti prekobrojnih sila,
A vektor vrijednosti pomaka hvatiSta prekobrojnila ¥ po pravcima i u
smislu njihova djelovanja, izazvanih zadanim opiengem,
A vektor zadanih vrijednosti prisilnih pomaka hvtiSilaX; po pravcima
i u smislu njihova djelovanja.
3.1. Elasti¢no tezisSte

Za sliajeve kada je direktnom integracijom slozeno dareti elemente matrice
popustljivosti (npr. sistem promjenjivog popneg presjeka ili je oblik sistema tlza linija),
mozemo ih izraunati numekom integracijom ili odabrati pogodniji sistem.

Uzmimo kao primjer tri puta st&ki neodrelen okvir. Pretpostavimo li da nema prisinih
pomaka, vrijediD - X+ A=0. Trazimo t@&ku u ravnini okvira u kojoj su elementi matrice
fleksibilnosti izvan glavne dijagonale jednaki ndji vrijedi 8;; = 0za Vi # j.

Matrica fleksibilnosti bitte:

i1 d12 Si3] o 0
D=|021 0632 &3|=]0 &, 0]
031 032 933 0 0 85

a jednadzbe neprekinutosti

Xi-81,+810=0,
X 3;,2+ 5;,0 =0,
X3 : 8;’3"‘ 8;’0 = 0 .

10
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Prekobrojne sile mozemo izraziti u obliki=- D™ - A,

g.

8* 0 0
1.1 *
XI 1 Si,o
Xz =—10 * 0 82’0
X 02, .
3 1 339
0 0 -
033
ili
8*
XI_ - i’o )
01,1
8*
X2= - i’o )
022
Xy=- =2
033

Sustav od 3 jednadZbe s 3 nepoznanice postaje 8isneojednadzbe s po jednom
nepoznanicom. Tdka s takvim svojstvom zove se centar etastg pomaka ili elastno
teziSte. Sile u elagihom teziStu ozraju se Xy, Xo i X3,

Izvandijagonalni elementi matrice fleksibilnosti alasttnom su teziStu jednaki nuli. Za

potpuno odréenje elastinog teziSta ozri@nog tékom C potrebno je odrediti njegove

koordinate X, Yc) i kut y Sto ga silaX; zatvara s koordinatnom osi X. Prekobrojne sileae n
okvir prenose preko zamisljenih Stapova beskpa&krutosti (Navierova konzola).

”X: X
lX:
>‘((‘ X-
slika 5.

11
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Uvodimo koordinatni sustav s ishodistem ux ¥c), za koji vrijedix=x-x. i y=y-y..

Za odreivanje Céemo iskoristiti jednadzb@; =851 =0 i 5,3=255,=0.

Potrebni su nam dijagrami; ,m, i m; prikazani naslici 6. 1z dijagrama se vidi da izrazi za

momente savijanja na okviru glase

my =1y
my=1"%
s =1
m=1y]
slika 6.

Koordinatux; odreiujemo iz uvjetas, ;= 53,=0 :

J J J J

myms . [1'X-1 _ X _[x-x
| £y © | ) © T | ) B | Els)

i i i i
J J

fEI)ES) ds = xcfECIZ_gs)'

i i

i X
_ S EI(s) ds
X, = —j 75 .
i EI(s)
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Zidovi s otvorima

Koordinatuy. odreiujemo iz uvjetaﬁisz 8;1: 0:

i 1

fai -7

f ! E[)Es) ds

yc - fJ dS
i El(s)

i j
my ms S y _
f Bl j Bl & j B B =

]

v-ve .
j o) &=

Definirat éemo neke karakteristike oznakama:

dom ds
& E[(s)

f dg= f EIG)

J

- e

i
j

-

Sada su izrazi za koordinate:

J J

,!EI)ZS) ds = ijECIZSS) =0,

1

element ,,teske linije®,

duljina ,teske linije®,

staticki moment ,,teSke linije* oko osi y,

staticki moment ,,teSke linije oko osi x,

13
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Zidovi s otvorima
Potrebno je joS odrediti kyt koji sila X; zatvara sa osi ¢slika 7.).

I ';A/r

" ’ l‘,2<
{

we| Vel

slika 7.

Za to su nam potrebni dijagrami momenata savijamjar, i mg (slika 8.).

m1:1'1”|
m=1-&
mg=1

slika 8.

Veza koordinatnih sustava dana je izrazima

& =Xcosy + ysiny ,
N = — Xsiny + ycosy.

Nanl

Y

slika 9.

14
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Kut y odretujemo pomaéu jednadibéizz 82120 :

J
mym, j né s — j (—Xsiny + ycosy)- (Xcosy + ys1n\|/)
Els) ] EI) El(s)

i . . i .
j
52 52

] ]
L in2 fyd ff2d+ 2fx'yd—o
sin2y s | Z1) s COS\|I. 1) s=0,

2 ) EI(s)
te je
i Xy
2 ) By 9
tg2y = ——;
[ i @5 = [
E[(s) i EI(s)

Da bismo pojednostavili izraz, definirajmo nekedtderistike:

L(X) = f EIGs ) moment inercije ,,teske linije* oko osi X,

'
moment inercije ,,teSke linije* oko osi y,

centrifugalni moment inercije ,,teske linije* oko tocke C,

L,(X,y) = j Fig®

Izraz za kuty glasi:

= latrct <—g(x y) >
V=2 R\ Lo -L,m))

15
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Zidovi s otvorima

Dijagonalni elementi matrice fleksibilnosti odtgu se prema ranije izvedenim izrazima u
koje uvrStavamo pripadne karakteristike ,teSkedini

J
2

« my
61,1—f ElGs ) = 1,(X) cos?y + I (y)sm v — (X, y) sin2y,
; ] m5
0y0= _[EI( ) ds = I4(X) sin \V+I (¥)cos?y +1 (X, y) sin2y,
1

i
2

5 —j ™3 4s=G
S IO R

1

Elementi vektora\ (ST,O ,6;,0 [ 6;0) odreiuju se kao i kod ostalih sistema.
Za simetréne sustave vrijedic= L/2 i y = 0, pa treba odrediti samo koordinggu
Kod viSestruko neoddenih nossa se koriStenjem elastiog teziSta (centra elé&siog

pomaka) moze postida matrica popustljivosti nije pun&me se ubrzava postupak inverzije
matrice popustljivosti ili bilo koji iterativni paspak rjieSavanja jednadzbi kontinuiteta.

16
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Zidovi s otvorima

4. Opcenito o oxoj metodi pomaka

Metode pomaka su metode préwaa Stapnih sistema u kojima su nepoznanice ViGgtiin
pomaka (translacijski pomaci i kutovi zaokreta) lm@daih t@¢aka sistema. Jednim ih imenom
mozemo nazvati poépni pomaci. Osnovni sistem formiramo dodavanjemiziggnih veza
koje sprij€avaju translacijske pomake i zaokrét®rova.

U prvome se koraku prafana (,stanje sprigenih pomaka“) sva zadana djelovanja nanose
na osnovni sistem, zbogega se wvorovima pojavljuju reaktivne sile i momenti kojin
izvornome sistemu nema (,sile upetosti“). To stanje stvarno stanje pomaka izvornoga
sistema (maknemo li dodane zamisljene véverovi istaju neuravnotezeni).

U drugome koraku (,stanje prisilnin pomaka“) atlifmo koliki moraju biti translacijski
pomaci i zaokretic¢vorova (,poogeni pomaci‘) da poniSte reakcije izazvane zadanim
djelovanjima. Koristimo se jednadzbama ravnotdaa snhomenata dvorovima.

Da bismo dobili ukupne sile na krajevima elementgornog sistema, potrebno je
superponirati vrijednosti sila u stanju sprgaih pomaka i sila u stanju prisilnih pomaka.

Metodama pomaka mog¢gl je proréunavati statiki neodréiene i statiki odraiene sisteme.
Prednost nad metodom sila je znatno jednostavogtapljanje algoritama po metodi pomaka, pa
se véina ra&unalnih programa za pramn Stapnih konstrukcija koristi ovom metodom kao
algoritamskom osnovom.

17
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Zidovi s otvorima

5. Model zida s otvorima

Da bismo zid s otvorima mogli pramwanati metodom pomaka, prémski Stapni model
dobit ¢cemo kao skup tezisnih linija Stapova, tj. zidoveedgEnice teziSnih linija swvorovi
konstrukcije, dok su spojevi susjedivorova Stapni elementi.

F— fo—anfun—ahe
o o +—++
e R e
72 8 p Olololn T TT1

;///,/; PD'! -
= =t b4
2 W/ ﬂ [ ]

% I | |

slika 10.

Stapni elementi nemaju konstantnu krutost, se sastoje od apsolutno krutog dijela koji
se ponaSa kao ditvora (dijelovi zida koji se ne nalaze izdwesusjednih otvora) i elastiog

dijela koji se deformira pri djelovanju optéemja i pomaka susjednitvorova (dijelovi zida
izmedu susjednih otvora).

l}"\\

(E.LA) o ELA (E.LA) .
b #’ ‘\‘:
1

€ S C,

slika 11.

Oznake elemenata i vektora pomaka jednake su ke $tapa jednake krutosti po cijeloj
duljini. Stapni element ozdi ¢emo sa(i, j) pri ¢emu sui i j évorovi, tj. parévorova koji
jednozné&no odreuje element. Krajeve elementa ozim&emo prema pripadnirivorovima
pac¢emo razlikovati kraj i kraj j. Prema tome, sve ste i kinemattke velcine nai -tom
kraju elementdi, |) ozn&avatécemo parom indeksiaj , a veltine naj -tom kraju paromn,i .
Lokalni koordinatni sustav odabréaemo tako davor i lezi u njegovu ishodistu i da se
uzduzna os Stapa poklapa sxsi

18
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Zidovi s otvorima

Sile na krajevima Stapnog elementa smatraju sdiponia ako im se smisao djelovanja
poklapa s orijentacijom odgovarégiosi(slika 12.).

1 |
- | — S |~

M~ " Ny
I |

slika 12.

Vrijednosti sila na kraju izrazene kao zbroj vrijednosti sila u stanju fmisi pomaka i,

tij, m,;) i vrijednosti sila u stanju sprijenih pomaka {V;;, 7;;, M;;,) glase:

19
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Zidovi s otvorima

6. Sile stanja prisilnih pomaka

Izraze za vrijednosti sila kod pr@wmna stanja prisilnih pomaka izvéstmo metodom sila.
Da bismo pojednostavili postupak, slu&mo se elasthim teziStem Stapa, koje se nalazi na
njegovoj osi, na udaljenosti = e; + §2 (el — duljina prvog krutog dijela Stapa;— duljina
elasttnog dijela Stapa) od ishodista lokalnog koordingtneustava. Postavljanjem
prekobrojnih sila X;, X, i X3 u elasttno teziste, dobivamo osnovni sustav sastavljenvad d
konzolna Stapa (slika 13.).

b Yioe
h X ) 'X ﬁ

i Xi {1 X j !

X2 X
Xe
€ s/2 )
< S (&
Lij .
slika 13.

JednadZbe kompatibilnosti pomaka su

*

8?1 0 0 Xl 61,0 Sl
0 &, 0 |X%|+]80]=15
0 0 &y W[5, 18

ili D-X+A=0,jerjevektoA = [§, &, &;]T jednak nuli.

Elemente matrice fleksibilnosti u elastom teziStu r&unamo integracijom u granicama od 0
do L. Na dijelu Stapa od O de, i od e; + s doL vrijednost integrala jednaka nuli radi
neizmjerne krutosti Stapa.

Unutarnje sile od sila u prekobrojnim vezama ddre su izraziméslika 15.)

mx) =1,

to (X) =-1,

My (X) =X - X,
mg(x)=1.

20
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L
S
//
11|18/2
= e
v
s/2 i
//

my [

slika 15.

Vrijednosti su dijagonalnih koeficijenata matriaeitosti:

L el+S
. nyny n? s
8“:f 7 = ST
0 el e1+s
L
5, —f<m2m2+kt2t2>d - f ™) g =
2.2 El G4 )~ El TYGa) ¥ T
0 el

_2 [(1 s s>(2 s)]_l_ks _ 53 +k's
el [\2 2 2/\3 2 GA  12EI  GA'

21
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Kako se kod modeliranja zida moze dogoditi da ordghljine i duljine nekog elementa bude
vedi od h/l = 1/5, u obzir uzimamo i utjecaj pogreh sila.

Kako vrijedi jednakost

e 1-12
2(1+v)  #?
slijedi
oS24V
2278 2El
gdje su: v Poissonov koeficijent (konstanta materijala),
k bezdimenzionalni koeficijent koji ovisi samo o ikl popre&nog
presjeka Stapa; za pravokutni pafiepresjek k = 1,2,
E modul elastinosti,
G modul posmikas = Ty
.3
1 moment inercije; za pravokutni popre presjek [ = %
A povrSina poprénog presjeka
R
—blél 12
A=b-h= T .
Preostaje joS
L 31+S
5= m3m3d—f g d
W) TE YT ] B P TE
0 e
Matrica fleksibilnosti je
- S -
— 0 0
bia 00 o 24241 h?
p=|0 &, o0|=|,  .5+240+V) ol
0 0 & 12E1 )
0 0 —
B EI-

22
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pa je njezin inverz

1
[5* 0 o] Ed 0 0]
N |° 12E1 |
D~ = | 0 822 0 | =10 s-(s2+2,4(1+v) -hz) 01.
[o 0 = J [0 0 E’J

53,3 S

Vektor pomaka krajai je u;;=[%j Wij ®]T , dok je vektor pomaka kraja
u =" Wi )T pajeug = [Mi Wi Py M Wi @]

Wi,

[‘l.l

/

slika 16.

23



i GRADEVINSKI FAKULTET
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Za odrdivanje vrijednosti poo§enih pomakaB’f,o ,8;0 i 8;‘,0, posluzit¢e nam dijagram
pomaka prikazani nslici 17.:

m _\’T\‘T =
X: lx
Li;

l | | |
13 L 1 3 I
— — | l L —
u 80(u;) : ! & ou;) ug,
¥ Hi‘ ‘. l—ﬁ ]
Wij | § o u(\\‘,.,) f t (\:.*.(\";|) Wi
' | | | | '
1}
0.0 15, @)
J | l
1 |
()
18:4(,)] 510(9,)
slika 17.

Slijedi:
S10 = Br0 (uy) + 810 () = wij— wji

83.0= 820 (Wij)+320 ((PI,J) + 83,0 (Wji) 320 ( j,l) =wijt X ¢ wiit(L-xe ) ;s
830 = 830 (¢15) + 830 (953) = 91y — @1 -

U matrinom je zapisu

Wl
51 10 0 1]e.
= 820 c 0 -1 L-xc||, |,

|||, kraée, A:TC UG -

24
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Matricu Tc nazivamo prijenosnom matricom, te pdmaonje pomake i sile iz
elasténog teziSta ,prenosimo” na krajeve Stapa, odnosmaopu nje pomake i sile na krajevima
Stapa izrazavamo kao funkcije pomaka i sila uiélastn tezistu.

Vektor prekobrojnih sila mozemo izraziti kack =- D™ - A, tj.

X=-D"-Tc- ug),

rEA T -ui,j

— 0 0 w

X4 12EI 1 0 0 -1 0 q)JJ

X = |X|= - 0f-]0 1 0 -1 L- -
X, s - (s224 (1+v) 1) 0 0 X1c 0 0 ;{ B

’ El Wi

_0 O ?_ -(pj,i-

Sile na krajevima elementa nalazimo iz uvjeta rée&be sila.

Y
Nui Xx ~ rx In
I;‘"— X-’H‘"<X ——— ln> o
: 1 ! [\ ’ 1 ) "
Lj X ‘ 'X tj
x( P l. |'.\|

Li
slika 18.

Sile na kraju su

n n n
z Fm,X=O ’ Z Fm,y=0 ’ Z MFm/1=O )
m=1

I’li’j+ X1 =0 ) ti,j+ X2 =0 ) mi,j+ Xz * X +X3 =0 ,
nii= —Xi; ij= — X2 mij= — (Ko x.+X3),
tj.
nij 1 0 O X4
[G,j]z—[o 1 O X |.
mi; 0 x. 1 X3

25
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Sile na krajy su

Ts - (24 (1) H)

12EL(L x,)

Ts - (22414 v) )
Bl 12EF(L-x )X

s (2424 (1 v) h%)

TS s (2404w 1)

s+ (s242,4 (1+v) -#%)
12EF(L x,)

Ts - (24 (1) B

EI

12E1 (L )

26

Ts - (22414 v) )

+
s s (s242,4 (1+v) 4%

n n n
> Fns=0, > Fny0., > M0,
m=1 m=1 m=1
nii — Xl =0, tj,i - XZ =0, le’i‘i‘ XZ : (L - xc) - X3 =0,
ni= Xy ; Li= Xy 5 mi= X+ (xe — L)+ X3,
tj.
nji 1 0 0 X4
Lil= 10 1 0 X,
m; 0 x.—L 1 X3
Drukgijim zapisom:
i1 1 0 07
lij 0 1 0
mil_ [0 x 1 ?
n.]’l B '1 0 0 X2 !
b 0 -1 0 3
[ [0 L —x, -1]
§to mozemo sazeti u izraz Jop= — T - X,
. . _1
pa je konaan izraz Jop™ TE D - Tc - ug -
Izraz mozemo raspisati u obliku:
B I
ij S
0y -1 0 0 g- (SZ+2,4 (1+v) 'h2) X¢ - - X
ti ; 0 -1 0 00 1 0 O -1
Jo EI
imj; 1 L0 L-x, -11 |0 0 <
ili
EA EA
e 0 0 o 1] 0
. 12E1 12EI-x, . 12E1 12EF(L x_)
. s+ (s242,4 (1+v) -#%) s+ (s242,4 (1+v) %) Cs - (24 (1) B s+ (s242,4 (1+v) %) o
[?‘*ﬁ] 12E1-x, Bl 121 x, 2 12E1x, B RO x| fwl]
m;, s (21240 ) s s (12414 ) ) Ts - (RRAtv D) s s - (2414 v) ) I‘Px;|
lnj,w “1EA EA ' | i |-
il | 0 0 S 0 0 leAJ
m; 0 12E1 12EI-x, 0 12E1 12EI(L X, ) ;i
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Umnozak T - D™ - T. predstavlja matricu krutosti izrazenu u lokalnomoldinatnom

sustavu.
- EA EA
— 0 0 —
N s
12E1 12E1x,
0 0
s - (2404w 42) s - (P24 04w 42)
12E1x, El 12E1-x,°
0o —0 -
k s - (52+2,4(1+v) ~h2) s s - (52+2,4(1+v) ~h2)
L)~ |ea EA
— 0 0 -
S S
12E1 12E1x,
0o - - 0
s - (P+240+v)42) s - (P24 04w )
12EI(L ) EI 12EF(L X)X,
0 _ e
| s - ($P240+v) ~h2) s s (42404 ~h2)

0 0
12E1 12EL(L )
s 42,4 (1+v) ~h2) s - (P24 0+v) ~h2)
12Ex, EI 12EF(L x_)-x,
I CETID s (P24 v #2)
0 0
12E1 12EL(L )
s - (P24a0+v) ~h2) s 42,4 (1+v) ~h2)
12EF(L ) EI 12E5 (L %)’
I CETTIND) L (9244w #*) ]

Mozemo joS uvrstitk. = e + 2 i L - X; =, + §/2, ¢ime dobivamo kong&n izraz za matricu
krutosti Stapa opisanih karakteristika u lokalnomeiklinathom sustavu:

0

12E1- (e, +s/2)

s -

EI

(Sz

2,4 (1+v) -hz)
12E1- (e, +5/2)°

: * s - (s2+2,4(1+v) ~h2)

0

12E1- (e, + 5/2)

- EA
— 0
S
12E1
0
s - (2404w 42)
12E1- (e, +5/2)
0o -1t
e = s - (52+2,4(1+v) ~h2)
(L) — |ea
— 0
S
12E1
0 —_
s+ (Pr240+v) )
12E1 (e,+5/2)
0 T
| s - (s2+2,4(1+v) -hz)

s -
EI

S

12,

42,4 (1+v) -hz)
El(e,+s/2) (e, +5/2)

s -

(9+2404v)#)

0

EA

S

0

— 0 0
1261 12El(e,+ 5/2)
s - (L2404 4) s (P40 )
12E1(e,+ 5/2) EI 12E- (e,+5/2)"
RTINS L (#+240+v#*) |

0 0
12E1 12El(e,+5/2)
s+ (P+240+v)42) s - (P24 04w )
12E1-(e,+5/2) El  12El(e,+s/2) (e +s/2)

s (sz+2,4(l+v) -hz) _:+ s - (52+2,4(1+v) ~h2)

Elementi predstavljaju vrijednosti poggnih sila na krajevima Stapnog elementa
izazvanih jedininim poogenim pomacima po pravcu i u smislu lokalnih kooadimh osi.
Dakle, vektor vrijednosti sila na krajevima Stapnelgmenta umnozak je lokalne matrice
krutosti i vektora vrijednosti po@épnih pomaka krajeva elementa u smjerovima osi fagl

koordinatnog sustava. ,Prevedenty) = kg

27
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Pogodniji je zapis

! (i.f)l-l [k kg, [u(i,j)i]
Fanil  [Kapy; Kapyy| M6

gdje su:
fo=[mj g milt vektor vrijednosti sila na kraju
fip,= [0 Gi milt vektor vrijednosti sila na krajy
Ui j),= [ij wij @ij]T vektor vrijednosti poofenih pomaka krajg
Ui~ i Wi 9T vektor vrijednosti poogenih pomaka kraja

K K Wiy,
fug= (60 K] ugy,

“(i,j)i]

“Kap o K-
fog;= [M0ay Kaiyg] [u(i,j)j
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7. Sile upetosti

Utjecaj opteréenja na Stapni element u préwa uzimamo u obliku pod@enih sila
upetosti. Formule se razlikuju od onih za d@lilvanje sila kod Stapova konstantne krutosti, pa
¢emo ih izvesti takder korist€i se metodom sila i elagtiim teziStem, kao i u prethodnom
poglavlju (kod odréivanja vrijednosti sila za stanje prisilnih pomaka)

Osnovni su sistem taker konzole, te su elementi matrice fleksibilnostnjaki.

)

. — 0 0]
S,y 0 0 E4 , )
p=1|o0 8;2 o |= 52,4 (14 V) h
x 12E1
0 0 83’3 0 0 S
i EL
Izraz za prekobrojne sile dobiven je iz jednadigmekinutosti: X =-D'-A,
odnosno,
1 -
— EA 7
5 00 - 0 0
S B L0 12E1 0
X = * 6 - 8 )
32, i’o S - (sz+2,4 (1+v) ‘hz) i’o
1 |30 E1|L93.0
0 0 - 0 0 —
83,3 - S-

pa su prekobrojne sile

Potrebno je odrediti vektor A= [61¢y 850 030]" nakoncega vrijednosti prekobrojnih

sila dobijemo iz gornjih izraza.
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Sile upetosti zatim oddeljemo iz uvjeta ravnoteze Stapa preshia 19.:

4 Yie
N [ Xy~ X o
- | —— S —
Nr,\\ I X: /\ X: I ‘/Nr—: ¥
TT, X HX: Ty
) Xc Lij-x ,
e s/2 ! s/2 3
S
lAJ
slika 19.

Odredit cemo izraze za sile upetosti Stapa ogteneg koncentriranom silom u @@m
polozaju (rastavllamo na komponentu paralelnu sStepa i komponentu okomitu na os
Stapa), jednoliko raspodijeljenu silu i koncenmiremoment.

Vektor je vrijednosti sila upetosti f;,=[Ny; Ti; Mi; Ni; Tj; ;)"

30
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7.1. Sile upetosti za opter@nje koncentriranom silom paralelnom s osi Stapa

HvatiSte sile nalazi se na udaljenastod ¢vorai.

§i Px

a

O.S.

b

—

slika 20.

Da bismo odredili vektoA potrebno je na vrijednosté‘)’[,o, jer suclanovi 8;,0 [ 8;0

jednaki nuli.

Integracijom u granicama ad doe; + s (slika 20.dobivamo

L €1+S
5 = jNOnl _ j Ny ny
W= ) TEg T Ea ©
0 e
" 1
31,0—& [Pe(a — e)]-1,
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Iz izraza za vrijednost prekobrojne sile dobivamo

_6>1k,0 _ _Px(a - 61)

Xl = ¥
o1 s

Prekobrojne sil&; i X3 jednake su nuli.

Sile upetostiN; ; i N;; na krajevima odiiijemo iz uvjeta ravnoteZslika 22.).Pritom jeL=
atb=e+s+e,t. s=at+tb-g-e.

X M,
N P‘ - ~-
(R]
e | — - > — -
M, X1 1 X ), Nii
T X:| ¢ X I
a b
e s/2 s/2 ¢
Li;
slika 22.

Sile na kraju (iz uvjeta ravnoteze ,lijeve* konzole):

n
> Fus=0,
m=1

Ni,]' + Xl +Px:O,
Ni,]': _Xl _le
i,j - -

S

Sile na krajy (iz uvjeta ravnoteze ,desne” konzole):

n
> Fns=0,
m=1

N, - X, =0,
i X,

N Px(a el)
it T S

Analognim postupkom dobijamo idetite izraze za staj da je hvatiSte sile u
~desnoj* konzoli.
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Vektor sila upetosti za optemenje uzduznom koncentriranom silom je

N ;T __Px(b — €3)]
. E
= M| 0
Jor =g 17 | B = e
T 0
Myl | 0
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7.2.Sile upetosti za opteréenje koncentriranom silom okomitom na os Stapa

o [ _ o

b

=

Xs~, X
o8 fe——mf—
X2 ux:

¢, s/2 s/2 <,

’ *

El
S

—
o

NL“‘
O [ -[H

slika 23.
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Da bismo odredili vektoA potrebno je na vrijednostiSZ,O [ 8;0, jer jeclan 8’1‘,0 jednak nuli.

Integracijom u granicama ad doe; + s (slika 23.dobivamo

L e;+s
5" _f M°m, +kT°t2 e f M°%m, +kT0t2 J
207 [\l G4 ) “ 7 El Ga )
0 €1
« 1 1 s a-— e k
So=m 5 Bla—e)@a-e) (G-—5—)+ s B @— el
5" _P-(a - el)z(s a— el)+ 24-P,-(a — e) (14 v)-h?
_ >0 2EI 2 3 12E1
|
L 61+S
5 _ M°m, p M°m, p
3’0_f B 7T f T
0 e
., 11
0= 5 B(@—e)-(a—e)- 1,

Iz izraza za vrijednosti prekobrojnih sila dobivamo

_6;,0 _ B (a— el)[(a —e)(2a—2e; —3s) —24(1+v) -hz]

X, = —— ,
S s - (2424 (1+v) )

X __8;,0_Py'(a - 61)2
3 5;’3 2s '

Sile upetostT; ;, M; ;, Tj; i M;; na krajevima odi&jemo iz uvjeta ravnoteze (slika 24.).

l\y P_ -
X'\ MH
N / \\”/rX: \\
> — — ——= S
M, : X /"l\ X i / Ni
TT_J X.‘ ‘ X,‘ I||
a b
3 s/2 s/2 ¢
L||
slika 24.
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Sile na kraju (iz uvjeta ravnoteze ,lijeve“ konzole):
n

z Finy=0,
m=1

Ti,j + Xz +Py =0,
Tij=—X, — P,
[1 N (a— el)[(a —e;)(2a —2e; —3s) =24 (1+v) -hz] _

s - (2424 (1+v) ) ’

Ti,j: - Py .

n
Z Mp,,;i=0,
m=1
S

Mi,j + Xz (61 + 2) + X3 +Py'a=0,

M,; = - (X, (e1+%)+ X; + B,-a),

i —p. (@ — e)? N (a—-ey) (el + %) [(a —e)(2a—2e; —3s5)—2,4(1+v) ~h2] 0
Yo 2s s+ (22,4 (1+v) -#?)

Sile na krajy (iz uvjeta ravnoteze ,desne” konzole):
n

z Finy=0,
m=1

Tj,i — Xz =0,

_, (a—e)[(a—e)(2a—2e; —3s) — 2,4 (1+V) -hz] _
Y s - (2424 (1+v) 1) ’

n
Z MFm/j:O 4
m=1

M;; + X, (e2 +i) - X; =0,

2
— S
Mi; =X5 — X (ez +§)’
_ (a — e)? (a—ey) (ez + %) [(a —e1)(2a —2e; —3s) —24(1+v) -h2]
A s - (2124 (1+v) 4) A
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Vektor sila upetosti za opterenje poprénom koncentriranom silom je

0
—-p - [1 n (a - 31)[(61 —e)(2a—2e; —3s) —2,4(1+v) hz]]

‘N, ] ’ s - (2124 (1+v) i)

I’I_\{:]j P - [(a - 31)2 N (a—e) (61 + %) [(a —e)(2a —2e; —3s) —2,4(1+v) _h2] ) a]
- M‘ . y 2s S - (S2+2,4(1+V) h2)
foy = N;j = .

Tj,i Py ) (a— 61)[((1 - 61)(2a —2e; — 35) —2.4(1+v) 'hz]

LM, s - (2.4 (1+v) 1)

—p - [(a — 31)2 N (a—-ep) (62 + %) [(a —e)(2a —2e; —3s) — 2,4 (1+v) 'hz] ) a]
y 2s s - (S2+2,4(1+v) .hz)
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7.3. Sile upetosti za opter@nje koncentriranim momentom
M

——

a b

L‘l S ’”, 2

s/2

slika 28.
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Da bismo odredili vektoA potrebno je na vrijednostiSZ,O [ 6;0, jer jeclan 8’1‘,0 jednak nuli.

Integracijom u granicama ad doe; + s (slika 28.)dobivamo:

L e;+s
5" _f M°m, +kT°t2 e f M°%m, +kT0t2 J
2,0 El G4 | T El G4 | ¢
0

820—— (M-(a — e))- (

2

)+o,

(M-(a— el))- (s+e,—a)

920~ 2E]
i
L 31+S
5o [Moma Moms
3’°_f T f I
0 31

83 0— —_ (M (a - 81)) 1
" _M (a — ep)
30 EI '

Prekobrojne sile su tada

62,0_ 6M-(a — e;) - (s+e,—a)

X, =— — = )
T o, s - (2424 (1+v) )
S M-(a — e
Xy =— f’o — _g_
933 o

Sile upetosti na krajevima slijede iz uvjeta raeZefslika 29.)

b Y
Xs M.
N/ S X ~
>' — , = T~ —
T: Xz lx T_T
a b '
¢ s:"?. sf2 ¢,

slika 29.
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Sile na kraju:

n
z Finy=0,
m=1

Ti,j + XZZO,
Ti,j: —Xz,
~  6M-(a -

er) (s+e—a)

b s - (2424 (1+v) 7))

n
z Mp,./i=0,
m=1

Mi,j + X2 (91 +

M;; =— (Xz (e1 +

_ 6'(a_31)'(91+%)'(5+91_a)+(a—el)_l

=M

)+ X+ M=0
§)+ S+ M=0,
S

2)+ Xy + M),

ij

Sile na krajy:

n
> Fny=0,
m=1

T, — X, =0,
i= X5

s - (s%+2,4 (1+v) -#%)

’_6M-(a — e)- (s+el—a)'

<

i
S

=]

Mp,

m
1

Mj,i + Xz (32 +

/i=0,

i

(=X — X

<

M~ M

- (s242,4 (14 v) -h°)

%)— X; =0,

(ez +%),

it

40
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Sada je vektor sila upetosti za opterge koncentriranim momentom
0
6M-(a — e (s+e1—a)
s - (s2424 (14 v) i)
6'(a — 61)'(61 +%) (stei1—a) (@a—- e)
M - + -1
s+ (2424 (1+v) ) s

<
)

<.

fip = 0
_6M-(a — e (st+e;—a)
s - (2424 (1+v) i)
6 (a — el)-(ez+%)- (s+e1—a )_(a — ey
s - (2424 (1+v) i) s

—

;.El Sﬁl _\.Zl ~.§| ::ﬂl ~.2I|
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7.4.Sile upetosti za opteréenje kontinuiranom jednoliko raspodijeljenom silom
q

< s/2 s/2 C,
’ -

E

]
T° _;
IHiH | =
S

slika 25.
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Da bismo odredili vektoA potrebno je na vrijednostiSZ,O [ 8;0, jer jeclan 8?0 jednak nuli.

Integracijom u granicama ogl do e; + s (slika 25.) te pom@u Veresaginovog teorema
dobivamo:

L e1+s
M0m2 +kT0t2 dx= f Momz +kT0t2 d
El Ga | 7 El Ga | ¢
0 €1

Sio=g1f5 3 -9~ 6= 0] (3-G@-e) -3 6-0)

TEIl3 2
Y A

1 1 1 -~
b s@— e |5 a0 - 2e+b) -5 ab-a?| (-5,
. _q (a—b) 5
030 =W{2-(a—el) (2a— 2e;,—3s)—6(a—b)(a— e)(a— e; —s)

+(a—b)?(3a+b—2(2e; +5))—24(a+b— 2e)(1+v) -’}

L 31+S
. MO%m;, M°m;,
83’():[ £l dx = f £l ds ,
0 e

*

1 1 ’ 171
S0=— - - b - ' 6- )] 1+~ [~ alb- - e)] 1
+$§<a—e1)-E-q-(b—axa—ze1+b)—§-q<b—a)2]].

(a - b)[(a + b)z - 3el(a +b— 31) - ab]
6EI '

5§,0 =—q

Iz izraza za vrijednosti prekobrojnih sila dobivamo

*

5 (a—b
X, = — 20— _ q-(a—b) 5 [2-(a—e)?(2a — 2¢e; — 3s)
82 2s - (s242,4 (1+v) -h°)
—6(a—b)a—e)(a—e;—s) +(a—b)*(3a+b —2(2e; +5))
—24(a+b— 2e)(1+v) 7],
8*
Xy = — 30 _ 6i(a _b)[(a+b)?—3e,(a+b— e)—abl.
033 S

43



GRADEVINSKI FAKULTET

Zidovi s otvorima

b Yo
4y Xo M,
—_ X
Lo | — 'T‘U'U‘U.\{ — \ - .
m’;l i X {\ X i ‘/ Nis
TTE X2 | 1 X Tii
a 7
b ’
¢ s/2 s/2 e
I.1_| .
slika 26.

Sile upetostl; ;, M; ;, Tj; i M;; na krajevima odidjemo iz uvjeta ravnoteze.

Sile na kraju (iz uvjeta ravnoteze ,lijeve* konzole):

n
> Fny=0,
m=1

7_11"]' + Xz + qy (b - Cl)=0 ,

Ty= = [X + g, (b-a)],

[2-(a—el)2(2a— 2e;—3s)—6(a—b)(a— e)(a— e, —s) +(a—b)2(3a+b—2(291+s))—2,4(a+b— 2e)(1+v) 'hz]+1 .
2s - (s242,4 (1+v) -47) ’

Ti=qa—b) {

n
Z Mk,,/i=0,
m=1

S
Mi,j + Xz (91 + =

b—a
2)+X3+q(b—a)-(a+T>=0,
s b—a
ij=— Xz(e1+§)+X3+q(b—a)-(a+ > ) )

(a+b)2-3e,(a+b- e;)-ab (el+%) [2:(a-e,)?(2a- 2e,-35)-6(a-b) (a- ) (a- e;-s) +(a-b)?(3a+b-2(2e,+s))-2,4(a+b- 2¢;)(1+ v) *h?]
65 + 2s:(s2+2,4 (14 v) *h?) :

N

_ 1
M;;=q-(a-b): 2 (a+b)-

Sile na krajy (iz uvjeta ravnoteze ,desne” konzole):
n

Z Finy=0,

m=1
’I_}',i - XZ =0 )
i~ X2,
P Gl (2@ e*2a 26,239~ 6(a=B)a= e)(a= e,=9) + (@~ BF(Ea+b =226 +9) 24+ b= 20100 ]
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n
Z MFm/j:O 4
m=1

M;; +X2(2 ;)—X3=0,

_ S
Mji=X; — X, (ez + E) :
(a+b)?-3e,(a+b-e;)-ab (ez+%) [2-(a-e1)2(23- 2e;-3s)-6(a-b)(a- e,) (a- e;-s) +(a-b)?*(3a+b-2(2e;+s))-2,4(a+b- 2e;) (1+v) -hz]
6s 2s:(s2+2,4 (1+v) *h?) :

M;; = = q(a-b):

Vektor sila upetosti za optérenje jednoliko raspodijeljenom silom je

0

q(a— b)

2s - (42,4 (1+v) -h%)

[[2-(a—e)?(2a— 2e,—3s) —6(a—b)(a— e)(a— e —s) +(a—b)*(3a+b—2(2e,+5)) - 24(a+b— 2¢,)(1+V) h]+1]

6s

2s:(s2+2,4 (14 v) *h?)

Ny
{T,j]l (ab)- _( +b)- (a+b)?-3e,(a+b- e;)-ab (91 2) [2 (a-e;)%(2a- 2e;-3s)-6(a-b) (a- e;) (a- €;-s) +(a-b)*(3a+b-2(2e;+s))-2,4(a+b- 2e;) (1+v) -hz]
IIW:;I qiabrsia 6s 25-(s2+2,4 (1+v) h?)
foy = INL |= 0
i
I[T;“JI Zs-(%(_li)v)'hz)[z “(a—e)?(2a— 2e;—3s)—6(a—b)a— e)(a— e, —s) +(a—b)2(3a+b—2(2e, +5))—24(a+b— 2e)(1+v) 1]
i T
i (@) (a+b)2-3e,(a+b- e,)-ab (ez+%) [2-(a-e1)z(23- 2e;-3s)-6(a-b)(a- e,) (a- e;-s) +(a-b)?*(3a+b-2(2e;+s))-2,4(a+b- 2e;) (1+v) -hz]]
i = =qla

Za poseban staj, kada jea=e; i b= e;+s, tj. kada je optekenje kontinuiranom jednoliko
raspodijelienom silom zadano po cijeloj duljinigignog dijela Stapa (slika 27.).

q‘IIHIIIlIllllIIIHIHIIIIIIHIIIHIi

a
b
(& S ¢
lrll
slika 27.
vektor sila upetosti je
— 0 —_
= 1
N; j —=q-s
- 2
Tl,]
fap= N |~ 0
= 1
T AN
| M ; ]
i 12q s-(6e, +s)
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7.5. Dobivanje sila upetosti poméu izraza iz priru énika

Sile upetosti mogte je dobiti i pomou gotovih izraza iz prirtnika. Tako mozemo dobiti sile
upetosti za elasini dio Stapa, odnosno sile upetosti na spoju srkrdtjelom Stapa. Konme
sile na krajevima Stapnog elementa dat®tmo iz uvjeta da optefenje krutog dijela i

dobivene sile upetosti za eld@sii dio suprotnog predznakéne uravnoteZzen sustdglika
30.).

slika 30.
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7.6.Sile upetosti za opteréenje zadano samo na neizmjerno krutim dijelovima &tpa

Djeluje li opteréenje samo na krutim dijelovima Stapnog elemente, igdetosti su statki
odreiene i jednake su reakcijama konz(dkka 31.).

oy M

slika 31.
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8. Sustav jednadZzbi ravnoteze

JednadZbe ravnoteze postavljaju se u smjerovimbaljiog koordinatnog sustava, a
takaier se u odnosu na njega mjere apsolutni pomaak#osistema. Zato je potrebno matrice
krutosti elemenata, vektore sila i vektore pomakadziti u globalnom koordinatnom sustavu.

| e 5
/ \ \, f

slika 32.

8.1.Prijelaz u globalni koordinatni sustav

Kut izmeiu globalne osix i lokalne osixec kut je ogj (slika 33.),a transformacija
koordinata iz globalnog u lokalni koordinatni swstatacija je oko 0sZ= z. za Kutay; j.

slika 33.

Matrica transformacije s poretkom komponenata kofidgovara vektoru
[Nij Tij Mij]" je

Cosa(l-,j) Sina(i'j) 0
r(i,j) = —Sina(l-,j) Cosa(l-,j) 0f.
0 0 1
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Matrica transformacije vektora sila na krajevimap$iog elementa i vektora pomaka
krajeva je

_[ap 0
R(l"j) - | 0 T, /) ’
—sinag cosagp 0 0 o9
(i) 0 0 0 cosagj sinag; Of
0 0 0 =—sinag,, cosagj O
0 0 0 0 0 1-

Izrazi u lokalnom koordinatnom sustavu su

vektor vrijednosti sila na krajevima Stapa izazv@pomacima krajeva
_ .9

fan =Rap  fajy

vektor sila upetosti

o "

fan =Rap - fajy

a vektor vrijednosti poag@nih pomaka krajeva

_ o9
U,y = R - ug -

T . . :

g 2 omy; fy f; my] vrijednosti su sila na
krajevima u stanju prisilnin pomaka rastavljenihkeanponente usporedne s osima globalnog
koordinatnog sustava.

Komponente vektorgiig = 1% y

. . —0 .. Ex © = =x =y o 1T
JednakOJeskomponentamavektorasnaupeﬁgﬁ%t: [Fi’f]- Ff’- M;; F ]yl M,-,i].

Vektor ug'j) sadrzi komponente pomaka krajeva po pravcima egpana s globalnim
osima.

Transformacija iz lokalnog u globalni koordinatnstav dana je izrazima:

g _ p-1 .
fap = Rap  fap
79 _ p-1 .F
fap = Rap * fan
g _ p-1 .
U = R U
Uvrstimo li u izrazf; ) = ke j) - U, izraze  faj = Ry fiy) |

u(i'j) = R(l,]) ' ug,j)dObivamo

g _ . ud
Rijy fioyy = ki R U, -
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Nakon mnoZenja s lijeva sR{ll]) bit ¢e
9 _ p-i. . o9
iy = Rap kan  Rap - Uy

UmnoZakR(‘llj) ke ;) - Ru,jy predstavlja matricu krutosti elementa izrazenu leb@nom

koordinatnom sustavu, a oz@&amo je sa)c(l i

Konano, mozemo napisati (prevedeno u globalni koordirgistav)

g _ 1,9 .9
fip = K wap

f(l’}) (l Dig (u)” lu;gl
A7
f(il) (u)]l (11)” Y

8.2. Jednadzbe ravnotez€vorova

Kada smo sve potrebne vektore preveli u globalordimatni sustav, mozemo formirati
jednadzbe ravnoteze.

Na neki¢vor i djeluju sile od prikljgenih elemenata, a mogu djelovati i zadane ili
reaktivne koncentrirane sile i momenti izrazenitoem

T
pi=[PF B M.
Vektor ukupnih vrijednosti sila natome kraju étapnog elemenig)(je

rg k9. g
f(i.j)i_[k(l‘])i,i k] [ l fin,

Formalni zapis uvjeta ravnote#eorai glasi
_ F9 =
z(ze-)f(i”')i =0

Sumacija u zapisu uvjeta ravnoteze obavlja se po slementima koji su priklgeni u taj
¢vor.
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Matri¢na jednadzba uvjeta ravnote&eora sadrzi tri jednadzbe koje izrazavaju uvjete
iS¢ezavanja zbroja sila koje @&or i djeluju u smjeru osx, iS¢ezavanje zbroja sila u smjeyu
te iXezavanje zbroja momenata savijanja. lzrazimo k sib krajevima elemenata kao
funkcije pomaka i sve poznate sile prebacimo naueganu, dobivamo

g
kK. k9. 1. % :__ZS £9 ,

Matri¢cne jednadzbe potrebno je napisati zacsaove sistema. Tako dobivamo sustav

Ku =¢q
gdje su:
K matrica krutosti sa dijagonalnim  blokovima K X, kge_)_ [
i
vandijagonalnim blokovima (ako sworovii i j povezani elementon,(
=19 K. =l9
Kii= ke, 1 K=,

u vektor koji sadrzi nepoznate vrijednosti pomalsiohodnih® ¢vorova, ali i
vrijednosti poznatih pomaka, a to su pomaci po @ma& lezajnih veza —
sprijeceni ili zadani pomaci lezajeva (vektar = [u1 Uz ... Up]T ima 3n
komponenti, gdje je n br@yorova sistema),

q vektor koji sadrzi sve zadane sile, reakcije le supetosti prikljgenih
elemenata, odnosng = —Z(l-,ei)f(ig].), + p; (vektor g =91 92 - qn]”

o
ima 3n komponenti).
8.3. Ukupne sile na krajevima elemenata

Zadatak cijelog protaina metodom pomaka éige vrijednosti sila na krajevima elemenata,
odnosno né@ vrijednosti unutarnjih sila. Te se vrijednostirazavaju u lokalnom
koordinatnom sustavu. Zbog toga je rjeSenje sustava

Ku=gq

odnosno, vrijednosti komponenata pomakarova u smjerovima osi globalnog koordinatnog
sustava, potrebno izraziti u lokalnom koordinatremtavu kao

— .9
Uaj) = Rij) UG jy:
Vrijednosti kon&nih sila na krajevima elementa sadrzava vektor

fan = kap vuan + fan-
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9. Kinemati¢ka kondenzacija

Pomaci pojediniktvorova mogu biti ovisni 0 pomacima drugitiorova. Ta ovisnost
moze biti posljedica apsolutno krute veze titiorova, simet&inog ili antimetrénog
opteréenja geometrijski simetmih konstrukcija i sl., a taki®r se moZze i pretpostaviti iako
se ovisnost fizikalno ne realizira preko ,neizmkrutih“ spojeva.

Zbog tecinjenice mogue je umanijiti broj nepoznanica, tj. reducira séaugednadZzbi
ravnoteze, Sto se naziva kinenietim kondenzacijom.

Jedartvor izabiremo kao vode (master), te pomak&orova ovisnih o njemu (slave)
izrazavamo preko pomaka vaeg ¢vora, mnozéi ih odgovarajgom prijenosnom matricom.

Uzmimo za primjer dvévora povezana neizmjerno krutim Stapom:

slika 34.

Cvor i elementa uzetemo kao vod@ &vor, acvor j kao pratéi. Izrazimo pomake prategévora
pomau pomaka vodeeg:

U=u- -y e
W= W + (X —X) - @i,
0=

U matricnom obliku:

10 —(y-w)
U =10 1  x—x |- U=t Wy
0 0 1

gdje je t;; prijenosna matrica.

52




B

GRADEVINSKI FAKULTET

Zidovi s otvorima

Matricu sistema potrebno je kondenzirati mnoZenjstupaca prateg pomaka
prijenosnom matricom i pribrajanjem stupcima v@gvora. Postavljanjem jednadzbi ravnoteze
na vodéi ¢vor tada zapravo postavljamo uvjete ravnoteze grdiska(i,)).

Nakon izr&una pomaka vodeg ¢vora preko prijenosne matricectmamo pomake
praté€eg ¢vora. Unutarnje sile ,Stapd(l,j) ratunaju se iz uvjeta ravnoteZgorova na koje je
prikljucen.

Ukoliko su meusobno ovisne samo pojedine komponente pontakeova postupak
kinemattke kondenzacije je analogan opisanom. Npr. predpibso li da je horizontalan pomak
jedne etaze Stapnog sistema jednak u s\wiarovima te etaze, horizontalne pomake grate
¢vorova izrazavamo preko horizontalnog pomaka &eglete se ukupan broj jednadzbi ravnoteze
smanjuje za broj pratin ¢vorova.

Prijenosna matrica u ovom posebnontaju bitée

1 0 0
t=10 0 O]
0 0 O

Uzduzne sile u Stapovima te etaze (horizontalmmetei) bit ce jednake nuli (nema relativnih
horizontalnih pomaka krajeva Stapova), a daljgktpror&una jednak je \eopisanom prokainu
Stapnih konstrukcija.
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10. Primjer
Zadatak je preuzet iz primjera 1.6. iz knjigéidovi s otvorima i okvirne konstrukcije

Zadan je nesimettan armirano-betonski zid s dva niza otvora prelea35. Zid je
opteréen koncentriranom silom u nivou prve grede (na)rbezajni uvjeti su potpuna upetost.
Dimenzije prema slici.

Geometrijski i materijalni podaci:
n=16 h=3,0 m

E=3 10kN/nf v=0,25

| e
N | |

2495

~ 5 ',2' 8 ',2', < »

slika 35.
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Prora&unski model zida s otvorima- skup spojnica tezidmipa zidova:

| L
L]
1 L]
L
| L
L]
1 L]
IREE .
| L
L]
L]
11 1]
AN
|||

. |

S Annmmnni

7. T %
Slika 36.
Na model nanosimo opteienje:
1 kN -

Slika 37.
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Oznaketvorova:
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Tablica karakteristika:

Im

[m]

STAPOVI

[m]

[m]

STUP 1

5,0

(1,2)

2,4

2,7

(2, 3),(3, 4),(4, 5).(5, 6),(6,7)
(7, 8),(8, 9),(9, 10),(10,11),
(11, 12),(12, 13),(13, 14),
(14, 15),(15, 16),(16, 17)

2,4

0,3

3,0

GREDE 1 GREDE 2

-

STUP 1
STUP
STUP 3

STUP 2

6,0

(18, 19)

2,4

0,3
:
I

(19, 20),(20, 21),(21, 22),
(22, 23),(23, 24),(24, 25),
(25, 26),(26, 27),(27, 28),
(28, 29),(29, 30),(30, 31),
(31, 32),(32, 33),(33, 34)

0,3

2,4

0,3

STUP 3

4,0

(35, 36)

2,4

0,3
:
I

(36, 37),(37, 38),(38, 39),
(39, 40),(40, 41),(41, 42),
(42, 43),(43, 44),(44, 45),
(45, 46),(46, 47),(47, 48),
(48, 49),(49, 50),(50, 51),

0,3

2.4

0,3

3,0

GREDE

Z 2 _

0,6

(2, 19),(3, 20),(4, 21),

(5, 22),(6, 23),(7, 24),

(8, 25),(9, 26),(10, 27),
(11, 28),(12, 29),(13, 30),
(14, 31),(15, 32),(16, 33),
(17, 34)

2,5

2,0

3,0

7,9

GREDE

0,6

(19, 36),(20, 37),(21, 38),
(22, 39),(23, 40),(24, 41),
(25, 42),(26, 43),(27, 44),
(28, 45),(29, 46),(30, 47),
(31, 48),(32, 49),(33, 50),
(34, 51)

3,0

2,0

2,0

7,0

Pror&un ogom metodom pomaka proveden je upotrebom progranmsksigva
Mathematica. Jezgra programskog koda preuzetargele[4], te je mogie izvesti proréun
sustava optetenog koncentriranom silomavoru. Kod i rezultati pror&una prikazani su na

sljedetih nekoliko stranica.
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Funkcija koja sastavlja lokalnu matricu krutosgrakenta:
El enKLoc [e_Real ,ni _Real, b_Real, h_Real, el_Real,s_Real,e2_Real,|_Real] :=
Modul e[
{a,i, k11, k14, k22, k23, k25, k26, k33, k35, k36, k44, k55, k56, k66, k},
a=b* h;
i =b*h"3/ 12;
kll=e a/s;
k14=-k11;
k22 = 12 e i [ (s*(s"2+2.4*(1+ni)*h"2));
k23= 12 e i *(el+s/2)/ (s*(s"2+2.4*(1+ni)*h"2));
k25=-k22;
k26=12 e i *(e2+s/2)/ (s*(s"2+2.4*(1l+ni)*h"2));
k33=e i/s+12 e i *(el+s/2)"2/ (s*(s"2+2.4*(1+ni)*h"2));
k35=-k23;
k36=-e i/s+12 e i *(el+s/2)*(e2+s/2)/ (s*(s"2+2.4*(1+ni)*h"2));
k44 = k11;
k55=k22;
k56=-12 e i *(e2+s/2)/ (s*(s"2+2.4*(1+ni)*h"2));
k66=e i/s+12 e i *(e2+s/2)"2/ (s*(s"2+2.4*(1+ni)*h"2));
k={{k11, 0, 0, k14, 0, O},
{0, k22, k23, 0, k25, k26},
{0, k23, k33, 0, k35, k36},
{k14, 0, 0, k44, 0, 0},
{0, k25, k35, 0, k55, k56},
{0, k26, k36, 0, k56, k66} } ;
k
]

Funkcija koja nalazi pgetni i krajjni ¢vor elementa el:
El enNds[el _, nds_List]:={nds[[ el [[2]1[[2]] 1] .nds[[ el [[2]1[[2]] 1] }

Funkcija koja iz liste ech izdvaja karakteristikeraenta el:
El emChar [el _, ech_List]:=ech[[el[[2]]]]

Funkcija koja izraunava duljinu elementa:
El emLength [ {{xi _Real,yi _Real},{xj_Real,yj_Real}}]:= Sqrt[(xj-xi)"2+(yj-yi)"2]

Funkcija koja sastavlja listu lokalnih matrica losti svih elemenata:
Li stKLoc [els_List, nds_List, echs_List] :=

Modul e[

{lk, el, e, ni,b,h, el,s,e2, I, j},
| k=Tabl e[ Nul I , {Lengt h[el s]}];

Do[

el=els[[j]];

{e, ni,b,h, el,s,e2, |}=ElenChar[el,echs];
I k[[j]]=El enKLoc[e, ni,b,h, el ,s,e2, I],
{j,1, Length[els]}

Ik
]

Funkcija koja oblikuje matricu transformacije elertse
El enT&L[ el nds_List]: =
Modul e[

{cij,sij,r},

ci j =El enCos[ el nds] ;

si j =El enSi n[ el nds] ;

r={{cij,sij,0,0,0,0},
{-sij,cij,0,0,0,0},
{0,0,1,0,0,0},
{0,0,0,cij,sij,0},
{0,0,0,-sij,cij, 0},
{0,0,0,0,0,1}};

rl

Funkcije koje rdunaju sinus i kosinus kuta elementa u odnosu naigéabalnog sustava:
El emCos[ {{xi _Real ,yi _Real },{xj _Real ,yj _Real }}]:=
(xj-xi)/Elemength[ {{xi,yi},{xXj,yj}}]

El enSi n[{{xi _Real,yi Real},{xj Real,yj Real}}]:=
(yi-yi)/Elemength[{{xi,yi}, {xj,yj}}]
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Funkcija koja sastavlja listu matrica transformacia sve elemente sistema:
Li st T&L[el s_List,nds_List]:=
Modul e[
{r.i},

r Tabl e[Null,{Length[els]}];
Do|

r[[j ]]1=El enTQL[ El enNds[el s[[j]],nds]],

{j,1, Length[els]}

] .

]

Funkcija koja izraunava globalnu matricu krutosti elementa:
El enKd ob[ k_,r_]:=Transpose[r]. k. r

Funkcija koja sastavlja listu globalnih matrica tikxgti svih elemenata:
Li stKA ob[ Kkl _List, r_List]:=
Modul e[
{Ikg,j},
| kg=Tabl e[ Nul I, {Length[kl]}];
Do[
I kg[[j]]=Elenk@ob[kI[[j]1],r[[i]] 1.
{j,1, Length[kl]}
] .

I kg ]

Funkcija koja preslikava indekse lokalnih u indegmbalnih stupnjeva slobode:
Tbl NodeDsOF[ n_I nteger, cns_List]: =
Modul e[
{i,j,nc,nd,di},
di =Table [1,{n},{3}];
nc=Lengt h[ cns] ;
Do

dif[ ens [[I]1[[1]] 11 = cns[[i]][[2]],
{i,1,nc}

I

nd=0;

Do[

If [di[[i,j]]==1,

++nd; di[[i,]j]]=nd

1,

{i,1,n},{j,1,3}

|
{nd, di}]

Funkcija koja iz tablicdi izdvaja indekse globalnih stupnjeva slobodégboog i krajnjegivora elementa els:
El enDsOF [el s_List,di_List]:=

Modul e[

{11,12,1},

Pi=di[[els[[1]][[1]] 11;

l2=di[[els[[1]][[2]]]];

P={rafa], rafr2y, rafesyy. r2rarl. r2frzf1, 1 2ffsly |

Funkcija koja sastavlja matricu krutosti sistema:
StructK[ nd_I nteger, di_List, els_List, lkg_List]:=
Modul e[
{sk,ix,i,ii,j},
sk=Tabl e[ 0.0, {nd}, {nd}];
Do[
ix= ElenDsCF [els[[j]].di];
Do[
HE[ix[[i]] #O0,
Do[
If [ix[[ii]] #O,
Sk[[lx[[I]] iX[LPET] 11 += tkg [LJ1DLL0,00]]

{|| 1, 6}
I

I
{| 1, 6}

{j 1 Length[ el s]}
15 sk ]

59



L -

i .

GRADEVINSKI FAKULTET

Zidovi s otvorima

Funkcija koja sastavlja vektor sila koje djelujypnsredno névorove:
StructF[nd_I nteger, di_List, nlds_List]:=

Modul e[

{lefg, sf, ix, d, nld, i, j},
sf=Table [0.0, {nd}];

Do[

nl d=nl ds[[j]];

Do

d=di [[nld[[1]],i]];

It [d # 0,

]Sf [[d]] +=nld[[2]][[i]]
{i, 1,3}

]
{j, 1, Length[nlds]}
1; sf ]

Funkcija koja poméu tablicedi izdvaja iz vektorai pomakeivorova odréenog Stapa:

El enDi spl s@ ob[el _List,di _List,u_List]:=

Modul e]

{a,b,i, 11,121},

| 1=Tabl e[ 0.0, {3}];

| 2=Tabl e[ 0. 0, {3}];

a=el [[1]][[1]];

b=el [[1]][[2]];

Do[

If [di[[a,i]]#0,

FI[[i]]=ul[ di[[a,i]] 11 I:
If [di[[b,i]]#0,

F2[[i]]=ul[ di[[b,i]] 1] ],
{i, 1,3}

|

I =Join[l1,12];

I

Funkcija koja sastavlja listu vektora pomakarova elemenata u lokalnim sustavima:

Li st EDi spl sLoc [u_List, di_List, els_List, r_List]:=

Modul e[

{1dl, ug, j},

| dl Tabl e[ Tabl e[ 0.0, {6}], {Length[els]}];
Do[

ug = ElenDi spls@ob [els[[j]], di, u];
LdE[[5T1=r[[i]] . ug,

{j,1, Length[els]}

I

Idl ]

Funkcija koja izracunava |listu vektora konacnih sila:

Li st EndForces [kl _List, ul_List]:=
Modul e[
{lefs,j},
| ef s=Table [Table [0.0, {6}], {Length[ul]}];
Do[
lefs[[j]] = ki [[J]] ulffjll,
{j,1, Length[kl]
1

lefs ]
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Ulazni podaci:
el s: ={

{{1,2},1},{{2,3},2},{{3,4},2},{{4,5}, 2}, {{5, 6}, 2},{{6, 7}, 2}, {{7,8},2},{{8, 9}, 2}, {{9, 10}, 2}, {{1
0,11}, 2}, {{11, 12}, 2}, {{12, 13}, 2}, {{13, 14}, 2}, {{14, 15}, 2}, {{15, 16}, 2}, {{16, 17}, 2},

{{18, 19}, 3}, {{19, 20}, 4}, {{20, 21}, 4}, {{21, 22}, 4}, {{22, 23}, 4}, {{23, 24}, 4}, {{24, 25}, 4}, {{25, 26}, 4
}.{{26, 27}, 4}, {{27, 28}, 4}, {{28, 29}, 4}, {{29, 30}, 4}, {{30, 31}, 4}, {{31, 32}, 4}, {{32, 33}, 4}, {{33, 34}
.4},

{{35, 36}, 5}, {{36,37}, 6}, {{37,38}, 6}, {{38,39}, 6}, {{39, 40}, 6}, {{40, 41}, 6}, {{41, 42},6},{{42,43},6
Y. {{43, 44}, 6}, {{44, 45}, 6}, {{45, 46}, 6}, {{46, 47}, 6}, {{47, 48}, 6}, {{48, 49}, 6}, {{49, 50}, 6}, {{50, 51}
. 6},

{{2,19}, 7}, {{3,20}, 7}, {{4, 21}, 7}, {{5, 22}, 7}, {{6, 23}, 7}, {{7, 24}, 7}, {{8, 25}, 7}, {{9, 26}, 7}, {{ 10, 2
74,7y, {{11, 28}, 7}, {{12, 29}, 7}, {{13, 30}, 7}, {{14, 31}, 7}, {{15, 32}, 7}, {{16, 33}, 7}, {{17, 34}, 7},

{{19, 36}, 8},{{20,37},8},{{21, 38}, 8}, {{22,39}, 8}, {{283, 40}, 8}, {{ 24, 41}, 8}, {{25,42},8},{{26,43},8
}.{{27,44},8},{{28, 45}, 8}, {{29, 46}, 8}, {{30, 47}, 8}, {{31, 48}, 8}, {{32, 49}, 8}, {{33, 50}, 8}, {{34, 51}
. 8}

}
nds: ={

{0.0,0.0},{0.0,2.7

},{0.0,5.7},{0.0,8.7},{0.0,11.7},{0.0, 14. 7},{0.0, 17. 7}, {0. 0, 20. 7}, {0. 0, 23. 7}
,{0.0,26.7},{0.0,29.7},

{0.0,32.7},{0.0,35.7},{0.0,38.7},{0.0,41. 7},{0. 0, 44. 7}, {0. 0, 47. 7},

{7.5,0.0},{7.5,2.7},{7.5,5.7},{7.5,8.7},{7.5,11. 7}, {7.5,14. 7}, {7.5,17. 7}, {7.5,20. 7} , { 7. 5, 23. 7}
. {7.5,26.7},{7.5,29.7},{7.5,32.7},{7.5,35.7},{7.5,38.7},{7.5,41.7},{7.5, 44. 7} . {7. 5, 47. 7},

{14.5,0.0},{14.5,2.7},{14.5,5.7},{14.5,8.7},{14.5,11. 7}, {14. 5, 14. 7}, { 14. 5, 17. 7}, {14. 5, 20. 7} , { 1
4.5,23.7},{14.5,26.7},{14.5,29.7},{14.5,32. 7} ,{14.5,35. 7}, {14.5,38. 7}, {14.5,41. 7}, {14. 5, 44. 7} ,
{14.5,47. 7}

}
chrs: ={

{3.*10"7,0.25,1.,5., 0.,2.4,0.3,2.7},
{3.*10n7,0.25,1.,5., 0.3,2.4,0.3,3.0},
{3.*10"7,0.25,1.,6., 0.,2.4,0.3,2.7},
{3.*10"7,0.25,1.,6., 0.3,2.4,0.3,3.0},
{3.*10"7,0.25,1.,4., 0.,2.4,0.3,2.7},
{3.*10n7,0.25,1.,4., 0.3,2.4,0.3,3.0},
{3.*10"7,0.25,1.,0.6,2.5,2.0,3.0,7.5},
{3.*10"7,0.25,1.,0.6,3.0,2.0,2.0,7.0}
}

cnsts: ={{1,{0,0,0}},{18,{0,0,0}},{35,{0,0,0}}}
Inld:={{17,{1.,0.,0.}}}

nd: =Tbl NodeDsOF[ Lengt h[ nds], cnsts][[1]]
di : =Tbl NodeDsOF[ Lengt h[ nds], cnsts] [[ 2] ]
I kI : =Li st KLoc[ el s, nds, chrs]

r: =Li st T&L[ el s, nds]
I kg: =Li st K@ ob[ | kI, r]

K:=StructK nd, di, els, Ikg]
g:=StructF [nd, di,|nld]

u: =Li near Sol ve [K q]

ul : =Li st EDi spl sLoc[u, di,els,r]

kr =Li st EndForces [l kl, ul]
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Izlazni podaci:

Nia Tz Mz Nag Ton My {-2.74429, 0.309145, 3.13309, 2.74429, -0.38914  -2.2984},
Nz  Tos  Mas Nez  Tso Mas {-2.67756, 0.294365, 2.53242, 2.67756, -0.2%436  -1.64932},
Nos Tas Mas Nis Taz  Mas {-2.56587, 0.281008, 2.04093, 2.56587, -0.28100 -1.19791},
Nis  Tas  Mas  Nes Tsa Mss {-2.42409, 0.27175, 1.69495, 2.42409, -0.27175, -0.879698},
Nss Tsse Mss Nes Tes Mes {-2.2623, 0.265899, 1.44679, 2.2623, -0.265899, -0.649092},
N7 Tez Msz Nos Tre  Mrg {-2.08731, 0.262389, 1.26243, 2.08731, -0.26238  -0.47526},
T N P {-1.90368, 0.260391, 1.11883, 1.90368, -0.26039  -0.337662},
Nes Teo Mgo Nog Tos Mog {-1.71452, 0.259267, 1.00062, 1.71452, -0.25926 -0.222816},
Newo Toso Moo Nioe Tie Mios {-1.52198, 0.258296, 0.897583, 1.52198, -0.2682  -0.122696},
Nioss Tiozr Mioss Nizgo Tingo Miise {-1.32764, 0.256228, 0.803752, 1.32764, -0.2%2  -0.0350674},
Nitiz Tirz Mirsz Niogn Tizg Mizg {-1.13272, 0.250819, 0.718121, 1.13272, -0.2%08  0.0343366},
Niz1s Tizzs Mizis Nisgo Tisie Misi {-0.938231,  0.239016, 0.647257, 0.938231, 2008, 0.0697913},
Nisi4 Tista Misia Nigss Tiags Mg {-0.744938,  0.219691, 0.607729, 0.744938, 9621, 0.0513434},
Niass Tiass Migss Nisia Tisaa Misis {-0.553344,  0.202895, 0.620584, 0.553344, -PEE5, -0.0119004},
Nisis Tisis Misis Nisis Tisss Misis {-0.363807,  0.231707, 0.677388, 0.363807, 0728, 0.0177343},
Nio17 Tie1r Misiz Nizgs Tizge Mizis {-0.177559,  0.420958, 0.63742, 0.177559, -095H)  0.625454},
Nisio Tisze Misio Nisss Tioss Misss {0.274629, 0.479631, 4.96034, -0.274629, 06819  -3.66534},
Niozo Tiozo Miszo Naots Taoze Maoi {0.271021, 0.511253, 4.18354, -0.271021, -02%5B]  -2.64978},
Noo2t Too21 Maozi Naszo Tarzo Maizo {0.26337, 0.53251, 3.51102, -0.26337, -0.53251, -1.9135},
Notzo Torzz Marze Nezzt Tooos Mapp  {0.252405, 0.542254, 3.00211, -0.252405, 054 -1.37534},
Npzos Tozzs Mooz Naszo Taszo Masz {0.23911, 0.545941, 2.61464, -0.23911, -0.545941 -0.976821},
Npszs Tosza Maszs Naszs Taszs Maazs {0.224311, 0.547233, 2.31577, -0.224311, -0X38]  -0.674069},
Noazs Toszs Moszs Nasas Tosoa Masas {0.208608, 0.547716, 2.0785, -0.208608, -0.3477  -0.435352},
Nsos Toszs Maszs Nagzs Taszs Maszs {0.192438, 0.547965, 1.88221, -0.192438, 057  -0.238317},
Nooor Toszr Moszr Nazzs Tazzs Mazze {0.176164, 0.548335, 1.71177, -0.176164, 03348 -0.0667649},
Npros Torzs Marzs Nagzr Taszr Maser {0.160112, 0.549448, 1.55551, -0.160112, 0848  0.0928371},
Noszo Tosze Magze Naozs Taozs Maszs {0.144543, 0.552538, 1.40242, -0.144543, -0mE  0.255197},
Naozo Toos0 Maozo Naoze Taoze Maoze {0.129456, 0.559516, 1.23857, -0.129456, 089 0.439973},
Nsos: Ts0s Maosi Nazso Tarzo Maiso {0.114145, 0.57177, 1.04322, -0.114145, -0.5717  0.67209},
Nerzz Tazze Marzz Naa Tanar Mazar {0.0965287,  0.584846, 0.788017, -0.0965287, 588846, 0.966521},
Nszss Tszzs Mazas Nass Tasse Massz {0.0728057,  0.572476, 0.45213, -0.0728057,  7D4F6, 1.2653},
Nssss Tsazs Masss Nagss Tasss Masss {0.0392479,  0.448709, 0.0868218, -0.0392479, .448709, 1.25931},
Nasss Tssss Masss Nasas Tasss Masss {2.46966, 0.211224, 1.7368, -2.46966, -0.211224 -1.1665},
Nsosr Tsesr Masar Nazgs Tazss Marse {2.40654, 0.194383, 1.35661, -2.40654, -0.1%438  -0.773461},
Ngzss Tszzs Mazas Nagsr Tassr Massr {2.3025, 0.186482, 1.08653, -2.3025, -0.186482, -0.527085},
Nsszo Tssss Masas Nasss Tasss Maoss {2.17168, 0.185996, 0.920504, -2.17168, -0.2859  -0.362517},
Nsoao Tsoso Maoso Niose Taoze Maose {2.02319, 0.18816, 0.808928, -2.02319, -0.18816  -0.244449},
Nioar Taoar Maoar Nazao Targo Masso {1.863, 0.190377, 0.725948, -1.863, -0.190377, -0.154816},
Nitaz Tirsz Maraz Nagar Tazar Mazas {1.69508, 0.191893, 0.659503, -1.69508, -0.B38  -0.0838249},
Nizas Tazas Mazas Nagao Tasae Masaz {1.52208, 0.192768, 0.603721, -1.52208, -0.B®7  -0.0254168},
Nisas Tizas Mazas Nagas Tanss Maass {1.34581, 0.193369, 0.555128, -1.34581, -0.B33  0.0249782},
Nisas Tasas Masas Nasas Tasaa Masas {1.16752, 0.194324, 0.510806, -1.16752, -0.PM3  0.0721663},
Nisas Tasas Masas Nagas Tasas Masas {0.988179, 0.196643, 0.466795, -0.988179, 6613, 0.123134},
Nisar Tioar Macar Nazas Tazas Mazss {0.808775, 0.201468, 0.416014, -0.808775, D4BB, 0.18839},
Nizas Tazas Mazas Nagar Tasar Magar {0.630792, 0.208539, 0.346475, -0.630792, 8539, 0.279144},
Nisas Tisao Magas Naoss Taoas Maoss {0.456815, 0.212259, 0.243618, -0.456815, -P2ED, 0.39316},
Nioso Taoso Masso Nsoss Tsoss Msous {0.291002, 0.195817, 0.104914, -0.291002, 5819, 0.482537},
Neos: Tsosi Msosi Nsiso Tsiso Msiso {0.138311, 0.130333, -0.0241054,  -0.138311, 130333, 0.415104},
Note Taze Moo Nigo Tior Mago {-0.0147803, -0.0667306,  -0.234023, 0.0147803, 0.0667306,  -0.266457},
Nszo Tszo Mszo Naos Taos Maos  {-0.0133564, -0.111688, -0.391609, 0.0133564, .110688, -0.446051},
Nizs  Tazi Mazr Nors  Tors  Masa {-0.00925851, -0.141781, -0.497038, 0.00925851,0.141781, -0.566318},
Nezz Tszz Mszz Neos Tazs  Maos {-0.00585065, -0.161784, -0.567092, 0.00585065,0.161784, -0.646288},
Nezs Tezs Mozs Nass Toas  Mase {-0.00350978, -0.174991, -0.613335, 0.00350978,0.174991, -0.6991},
Noza  Troa Mrza Neaz  Toaz Moz {-0.00199844, -0.183629, -0.643575, 0.00199844,0.183629, -0.733643},
Nezs Tezs Mezs Ness Tass  Mass {-0.00112407, -0.189165, -0.662954, 0.00112407,0.189165, -0.755786},
Nozs Tozs Mozs Naso Tose Moso {-0.00097091, -0.192542, -0.674767, 0.00097091,0.192542, -0.769295},
Nio2r Tio2r Miozz Nazzo Tarzo Mazio {-0.00206779, -0.194341, -0.681056, 0.00206779,0.194341, -0.776502},
Nios Tizzs Mizzs Nagsn Tasan Mosas {-0.00540902, -0.194914, -0.683053, 0.00540902,0.194914, -0.778802},
Nizzo Tizze Mizzo Nasiz Tagezz Masiz {-0.011803,  -0.194491, -0.681593, 0.011803,  904B1, -0.777089},
Niszo Tiszo Misso Naoss Taoss Maosa {-0.0193251,  -0.193293, -0.677521, 0.0193251, .198293, -0.772179},
Niasi Tiass Migsi Nazis Tarzs Maiis {-0.0167963,  -0.191594, -0.671928, 0.0167963, .190594, -0.765028},
Nisz2 Tiszz Miszz Nags Tanss Masis {0.0288129,  -0.189536, -0.665488, -0.0288129, .189536, -0.756033},
Nioss Tiess Misss Nasis Taszs Masis {0.189251, -0.186249, -0.655154, -0.189251, 86249, -0.741712},
Nizas Tizss Mizas Naggz Tassr Massr {0.579042, -0.177559, -0.625454, -0.579042,  705B9, -0.706235},
Nioss Tiozs Mioss Nasie Taste Mas.io {0.0168408,  -0.0631227,  -0.251745, -0.0168408,0.0631227,  -0.190114},
Naosr To0sr Maosr Nazzo Tazzo Marzo {0.00790058,  -0.104037, -0.41519, -0.00790058).104037, -0.313071},
Nprss Torss Moras Nagar Taszr Masas {0.000486385, -0.130816, -0.522291, -0.00048638%5.130816, -0.393419},
Npzso Tozze Mazzs Nasze Tasze Magzz {-0.00216386, -0.148489, -0.593014, 0.00216386,0.148489, -0.446412},
Npsao Tosso Moo Naozs Taozs Maozs {-0.00221765, -0.160192, -0.639848, 0.00221765,0.160192, -0.481499},
Npsar Tosar Maaar Naros Taros Marzg {-0.00151542, -0.167925, -0.67079, 0.00151542,0.167925, -0.504687},
Npsaz Tosaz Mosaz Nagos Tazos Mazzs {-0.000875234, -0.172996, -0.691075, 0.000875234.172996, -0.519896},
Npoas Tooas Mooas Naszs Tasze Masze {-0.000600741, -0.176267, -0.704158, 0.00060074D.176267, -0.529712},
Noras Toras Moras Naszr Taszr Maszr {-0.000955136, -0.178289, -0.71224, 0.00095513@).178289, -0.535784},
Nosas Tosas Mosas Naszs Taszs Masze {-0.00231904, -0.179345, -0.716452, 0.00231904,0.179345, -0.538961},
Noous Tooas Mooss Nagze Tasze Maszo {-0.00482508, -0.179404, -0.716683, 0.00482508,0.179404, -0.539148},
Nsoar Ts04r Maoar Nazzo Tazzo Mazso {-0.00707134, -0.177983, -0.711014, 0.00707134,0.177983, -0.534865},
Neras Tszas Maras Nagar Tassr Masas {-0.00372001, -0.173977, -0.695079, 0.00372001,0.173977, -0.522762},
Nazas Tszas Mazas Nassz Tasze Magsz {0.0164426,  -0.165813, -0.662618, -0.0164426, .168813, -0.498074},
Nesso Tszso Masso Nsoss Tsoss Msoss {0.0654841,  -0.152691, -0.610407, -0.0654841, .152691, -0.458431},
Nass: Tasss Massy Nspas Tsias Msyag {0.130333, -0.138311, -0.553071, -0.130333,  383M1, -0.415104}
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Dobivene vrijednosti uspodejemo s vrijednostima dobivenim primjenom difergsidh
jednadzbi (knjiga Zidovi s otvorima i okvirne konstrukcije

Relativhe pogreSkeraunaju se prema izrazu:

IFg R
g r]
= ———-100%
OMP !
|Fi,j
gdiesu FSM"  Apsolutne vrijednosti podienih sila dobivenih afpm metodom pomaka,
prora&unom u programskom sustavu Mathematica,

Ffj] Apsolutne vrijednosti podnih sila dobivenih primjenom diferencijskih
jednadzbi, rezultati iz primjera 1.6. knjig&iglovi s otvorima i okvirne
konstrukcijé.

NOMP NP :
Ny 1= 2.74429 2.8147 257
N3g,3:= 2.46966 2.5122 1,72
Ns 4= 2.42409 2.4632 1,61
N3g 3¢= 2.17168 2.1953 1,09
Ng g = 1.71452 1.7217 0,42
Ni3.4:= 1.52208 1.5322 0,66
Ni312= 0.938231 0.9258 1,32
Na7.4¢= 0.808775 0.8231 1,77
Ni716= 0.177559 0.1660 6,51
Ns1 5= 0.138311 0.1470 6,28
TP T/ £
To= 0.0667306 0.0755 13,14
T193¢= 0.0631227 0.0684 8,36
Tso.= 0.161784 0.1717 6,13
Toa= 0.148489 0.1540 3,71
To2e= 0.192542 0.1980 283
Topa:= 0.176267 0.1765 0,13
T133c= 0.193293 0.1972 2.02
T30.47 0.177983 0.1756 1,34
T1734= 0.177559 0.1660 6,51
T3a5= 0.138311 0.1470 6,28
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OMP OMP DJ
MY |ZML-J~ | |ZML.J. &

M1 = 3.13309

Mig 10= 4.96034 9.83023 9.303 5,36
Mag 5¢ = 1.7368

Mo 1= -2.2984

Myg 18= -3.66534 7.13024 6.303 11,6
Mag 35 = -1.1665

My 5= 1.69495

My 5= 3.00211 5.617564 5.162 8,11
Mag 3¢ = 0.920504

Ms 4= -0.879698

M3 21= -1.37534 2.617555 2.162 17,4
Mao 3= -0.362517

Mg o= 1.00062

Mas 26= 1.88221 3.486551 3.361 3,6
Mz 4: = 0.603721

Mo g= -0.222816

Mag 25= -0.238317 0.4865498 0.361 25,8
Maz.a; = -0.0254168

Mi2,13= 0.647257

Mag 30= 1.23857 2.301841 2.294 0,34
Mag 4:= 0.416014

Mi3,10= 0.0697913

M3 29= 0.439973 0.6981543 0.706 1,12
M7 4¢ = 0.18839

Mg 17= 0.63742

M3z 34= 0.0868218 0.7001364 0.726 3,69
Mso.51= -0.0241054

M17,16= 0.625454

Mz 33= 1.25931 2.299868 2.274 1,12
Mz 5 = 0.415104

Razlike u rezultatima opravdavaju se ré&#ln modelima i osnovnim sustavima, te su dijelom
I posljedice zaokruzivanja brojeva.
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