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1. Uvod  

 

Metode pomaka su metode proračuna štapnih sistema u kojima su temeljne nepoznanice 

translacijski pomaci i zaokreti čvorova. Međutim, u rešetkastim sistemima štapovi su povezani 

čvorovima u kojima nisu spriječeni zaokreti čvorova, pa kao nepoznanice ostaju samo 

translacijski pomaci. Čvorovi su točke u kojima se štapovi povezuju međusobno ili s podlogom. 

Ležajnim čvorovima nazivamo čvorove spojene s podlogom u kojima su pomaci spriječeni ili 

zadani, a slobodnim čvorovima nazivamo čvorove u kojima se spaja više elemenata i u kojima 

nisu spriječeni pomaci. S obzirom da su glavni elementi rešetke štapovi, a štapovi preuzimaju 

samo uzdužnu silu, uzima se da vanjsko opterećenje djeluje samo u čvorovima. Na primjerima 

obostrano upete grede i zglobnog štapnog sistema usporedit ćemo matrice krutosti odnosno 

broj nepoznanica za naš slučaj. 

 

 

Slika 1 Gredni element 
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Slika 2 Štapni element 
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Dvostrukom statičkom kondenzacijom prve matrice izbacivanjem kutova zaokreta čvorova 

znatno smanjujemo broj nepoznanica, te pritom kao nepoznanice ostaju samo uzdužni 

translacijski pomaci čvorova. Budući da je opterećenje u čvorovima, nema ni poprečne sile. 

Metodom pomaka se mogu osim statički neodređenih proračunavati i statički određeni sistemi. 

Za razliku od metode sila ili inženjerske metode, vrlo lako ju je formalizirati kao kompjutorske 

programe za proračun štapnih konstrukcija, kao što će ovaj rad i pokazati. Primjena metode 

pomaka je široka, te se  primjenjuje i u drugim granama građevinarstva kao što je hidrotehnika 

ili geomehanika. Na zamislima i postupcima metode pomaka utemeljena je i metoda konačnih 

elemenata koja omogućava proračun plošnih i masivnih sistema. 
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2. Matrična analiza sistema zglobnih štapova 

 

2.1. Jednadžbe ravnoteže 

U daljnjem tekstu broj čvorova označavat ćemo sa n, dok ćemo broj štapova označavati sa b. 

Kako će ovaj rad biti izrađen u programu Sage, tako ćemo i brojanje čvorova, elemenata i 

članova u listi prilagoditi njemu. Brojanje uvijek započinje od nule. Početni čvor štapa 

označavat će se s i, a krajnji s j. Štap između čvorova i i j označit ćemo sa {i, j}, što znači da 

{i, j} i  {j, i} predstavljaju isti štap. Uzdužna sila na kraju i (sila kojom čvor i djeluje na štap) 

određena je vektorom: 

𝑆𝑖,𝑗 = 𝑆𝑖,𝑗𝑒𝑗,𝑖. 

𝑒𝑖,𝑗 i 𝑒𝑗,𝑖   su jedinični vektori na osi štapa {i, j}, pri čemu je orijentacija prvog vektora od čvora i 

do čvora j, a drugog od čvora j do čvora i. Vektor uzdužne sile se računa na način da skalarnu 

vrijednost Si,j pomnožimo s jediničnom vektorom koji se nalazi na osi štapa. Ako je vrijednost 

skalara Si, j > 0 riječ je o vlačnoj sili, dok je za tlačnu silu Si, j < 0.  Također, vektor uzdužne sile 

na kraju j iznosi:  

𝑆𝑗,𝑖 = 𝑆𝑗,𝑖𝑒𝑖,𝑗. 

Kako je  𝑆𝑗,𝑖 = −𝑆𝑖,𝑗, s druge strane imamo,  

𝑆𝑗,𝑖 = −(𝑆𝑖,𝑗𝑒𝑗,𝑖) = 𝑆𝑖,𝑗(−𝑒𝑗,𝑖) = 𝑆𝑖,𝑗𝑒𝑖,𝑗, 

pa je  𝑆𝑗,𝑖 = 𝑆𝑖,𝑗;  uvodimo oznaku 𝑆{𝑖,𝑗} = 𝑆𝑗,𝑖 = 𝑆𝑖,𝑗 . 

Ako su ( xi, yi, zi ) i ( xj, yj, zj ) koordinate čvorova i i j, onda su: 

𝑒𝑖,𝑗 =
𝑥𝑗−𝑥𝑖

𝑙{𝑖,𝑗}
𝑖 +

𝑦𝑗−𝑦𝑖

𝑙{𝑖,𝑗}
𝑗 +

𝑧𝑗−𝑧𝑖

𝑙{𝑖,𝑗}
�⃗⃗�, 

𝑒𝑗,𝑖 =
𝑥𝑖−𝑥𝑗

𝑙{𝑖,𝑗}
𝑖 +

𝑦𝑖−𝑦𝑗

𝑙{𝑖,𝑗}
𝑗 +

𝑧𝑖−𝑧𝑗

𝑙{𝑖,𝑗}
�⃗⃗�, 

𝑙{𝑖,𝑗} = √(𝑥𝑗 − 𝑥𝑖)2 + (𝑦𝑗 − 𝑦𝑖)2 + (𝑧𝑗 − 𝑧𝑖)2. 
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𝐹𝑖
⃗⃗⃗  predstavlja rezultantu vanjskih sila koje djeluju na čvor i, te ćemo njezine skalarne 

komponente označiti s Fi,x, Fi,y i Fi,z.  Štap {i, j} na čvor i djeluje silom 

−�⃗⃗⃗�𝑖,𝑗 = −𝑆{𝑖,𝑖𝑗}�⃗⃗�𝑗,𝑖 = 𝑆{𝑖,𝑖𝑗}�⃗⃗�𝑖,𝑗. 

Sada za svaki slobodan čvor vrijedi jednadžba ravnoteže sila koje na njega djeluju. U 

vektorskom obliku ona glasi:  

∑ 𝑆{𝑖,𝑗}𝑒𝑖,𝑗 + �⃗�𝑖 = 0𝑗∈𝑁𝑖
, 

pri čemu je Ni  skup čvorova koji su štapovima povezani s čvorom i.  

Tu jednadžbu možemo raspisati za svaki smjer x, y i z, a one glase: 

∑
𝑥𝑗−𝑥𝑖

𝑙{𝑖,𝑗}
𝑆{𝑖,𝑗} + �⃗�𝑖,𝑥 = 0𝑗∈𝑁𝑖

, 

∑
𝑦𝑗−𝑦𝑖

𝑙{𝑖,𝑗}
𝑆{𝑖,𝑗} + �⃗�𝑖,𝑦 = 0𝑗∈𝑁𝑖

, 

∑
𝑧𝑗−𝑧𝑖

𝑙{𝑖,𝑗}
𝑆{𝑖,𝑗} + �⃗�𝑖,𝑧 = 0𝑗∈𝑁𝑖

. 

Što znači da za svaki slobodan čvor možemo napisati tri jednadžbe ravnoteže. Ako broj 

slobodnih čvorova označimo s nf, tada dobivamo sustav sa 3nf  jednadžbi. Broj nepoznatih sila 

u štapovima bit će jednak broju štapova. Da bismo provjerili rješivost sustava, to možemo 

zapisati u matričnom obliku:   

As = - f. 

Vrijednosti sila u štapovima poredane su u vektor s prema brojčanim oznakama štapova, ako 

se uzme da je κ brojčana oznaka štapa { i, j }, onda je 𝑆{𝑖,𝑗} komponenta κ vektora s,               

𝑆𝜅 = 𝑆{𝑖,𝑖𝑗}. Koeficijenti uz 𝑆{𝑖,𝑗} = 𝑆𝜅 u jednadžbama ravnoteže čvora i komponente su 

matrice sustava A u sjecištima redaka 3i, 3i + 1 i 3i + 2 sa stupcem κ: 

𝑎3𝑖,𝜅 =
𝑥𝑗−𝑥𝑖

𝑙{𝑖,𝑗}
  ,  𝑎3𝑖+1,𝜅 =

𝑦𝑗−𝑦𝑖

𝑙{𝑖,𝑗}
   i  𝑎3𝑖+2,𝜅 =

𝑧𝑗−𝑧𝑖

𝑙{𝑖,𝑗}
 . 

Vrijednost 𝑆{𝑖,𝑗} = 𝑆𝜅 ulazi i u jednadžbe ravnoteže čvora j, kojima odgovaraju redci            3j, 

3j + 1 i 3j + 2 matrice A, pa su, u istom stupcu: 

𝑎3𝑗,𝜅 =
𝑥𝑖−𝑥𝑗

𝑙{𝑖,𝑗}
  ,  𝑎3𝑗+1,𝜅 =

𝑦𝑖−𝑦𝑖

𝑙{𝑖,𝑗}
   i  𝑎3𝑗+2,𝜅 =

𝑧𝑖−𝑧𝑗

𝑙{𝑖,𝑗}
 . 
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Matrica A ima 3nf redaka i b stupaca. Broj stupaca jednak je broju komponenata vektora s, 

dok je broj redaka jednak broju komponenata vektora f. Komponente vektora f s indeksima 3i, 

3i + 1 i 3i + 2 su skalarne komponente Fi,x, Fi,y i Fi,z vanjske sile  �⃗�𝑖 koja djeluje u čvoru i. 

Podsjetimo se, u računalnom programu Sage u kojemu će rad biti izrađen počinje brojanje od 

0, tako da je i numeracija čvorova i štapova 0, 1, 2, 3… 

 

2.2. Kinematičke jednadžbe 

Cilj je povezati promjene duljina štapova s pomacima čvorova. Ako svakom od čvorova 

pridružimo pripadni vektor pomaka �⃗⃗�, koordinate čvorova i i j će biti biti (xi + ui, yi + vi, zi + wi) i 

(xj + uj, yj + vj, zj + wj). Promjenu duljine štapa {i, j} označit ćemo sa d{i, j} ; za d{i, j} > 0 riječ je o 

produljenju, a za d{i, j} < 0 o skraćenju štapa. Nova duljinu štapa sada iznosi zbroj početne 

duljine štapa i pripadnog produljenja, odnosno skraćenja  l{i, j} + d{i, j}. 

Primjenom Pitagorinog poučka slijedi:              

(𝑙{𝑖,𝑗} + 𝑑{𝑖,𝑗})2

= [(𝑥𝑗 + 𝑢𝑗) − (𝑥𝑖 + 𝑢𝑖)]2 + [(𝑦𝑗 + 𝑣𝑗) − (𝑦𝑖 + 𝑣𝑖)]2

+ [(𝑧𝑗 + 𝑤𝑗) − (𝑧𝑖 + 𝑤𝑖)]2. 

Kvadriranjem podizraza te promjenom redoslijeda i grupiranjem pribrojnika na desnoj strani 

dobivamo: 

𝑙{𝑖,𝑗}
2 + 2𝑙{𝑖,𝑗}𝑑{𝑖,𝑗} + 𝑑{𝑖,𝑗}

2 = [(𝑥𝑗 − 𝑥𝑖)
2

+ (𝑦𝑗 − 𝑦𝑖)
2

+ (𝑧𝑗 − 𝑧𝑖)
2
] + 2 [(𝑥𝑗 − 𝑥𝑖)(𝑢𝑗 − 𝑢𝑖) +

(𝑦𝑗 − 𝑦𝑖) (𝑣𝑗 − 𝑣𝑖) + (𝑧𝑗 − 𝑧𝑖)(𝑤𝑗 − 𝑤𝑖)] + [(𝑢𝑗 − 𝑢𝑖)
2

+ (𝑣𝑗 − 𝑣𝑖)
2

+ (𝑤𝑗 − 𝑤𝑖)
2
]. 

Prvi podizraz s desne strane znaka jednakosti, obuhvaćen uglatim zagradama, jednak je 𝑙{𝑖,𝑗}
2 , 

dok je podizraz u posljednjem retku jednak kvadratu duljine razlike pomaka �⃗⃗�𝑗 i �⃗⃗�𝑖. Budući da 

su pomaci mali 𝑑{𝑖,𝑗} ≪  𝑙{𝑖,𝑗}, ‖�⃗⃗�𝑖 ‖ ≪  𝑙{𝑖,𝑗} i ‖�⃗⃗�𝑗 ‖ ≪  𝑙{𝑖,𝑗}, mogu se 𝑑{𝑖,𝑗}
2  i ‖�⃗⃗�𝑗 − �⃗⃗�𝑖 ‖

2
 

zanemariti u odnosu na 2𝑙{𝑖,𝑗}𝑑{𝑖,𝑗} (drugi pribrojnik slijeva) i na drugi podizraz zdesna. 

Nakon zanemarivanja malih vrijednosti ostaje: 

2𝑙{𝑖,𝑗}𝑑{𝑖,𝑗} = 2[(𝑥𝑗 − 𝑥𝑖)(𝑢𝑗 − 𝑢𝑖) + (𝑦𝑗 − 𝑦𝑖) (𝑣𝑗 − 𝑣𝑖) + (𝑧𝑗 − 𝑧𝑖)(𝑤𝑗 − 𝑤𝑖)]. 

Slijedi 

𝑑{𝑖,𝑗} =
𝑥𝑗−𝑥𝑖

𝑙{𝑖,𝑗}
(𝑢𝑗 − 𝑢𝑖) +

𝑦𝑗−𝑦𝑖

𝑙{𝑖,𝑗}
(𝑣𝑗 − 𝑣𝑖) +

𝑧𝑗−𝑧𝑖

𝑙{𝑖,𝑗}
(𝑤𝑗 − 𝑤𝑖), 
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odnosno 

𝑑{𝑖,𝑗} = − (
𝑥𝑗 − 𝑥𝑖

𝑙{𝑖,𝑗}
𝑢𝑖 +

𝑦𝑗 − 𝑦𝑖

𝑙{𝑖,𝑗}
𝑣𝑖

𝑧𝑗 − 𝑧𝑖

𝑙{𝑖,𝑗}
𝑤𝑖 +

𝑥𝑖 − 𝑥𝑗

𝑙{𝑖,𝑗}
𝑢𝑗 +

𝑦𝑖 − 𝑦𝑗

𝑙{𝑖,𝑗}
𝑣𝑗

𝑧𝑖 − 𝑧𝑗

𝑙{𝑖,𝑗}
𝑤𝑗). 

 

Promjene duljina štapova poredat ćemo u vektor d prema brojčanim oznakama štapova, dok 

ćemo orijentirane duljine komponenata pomaka čvorova svrstati u vektor u tako da su ui, vi i 

wi na mjestima 3i, 3i + 1, 3i + 2. Poredak promjena duljina štapova u vektoru d odgovara 

poretku vrijednosti uzdužnih sila u vektoru s, a poredak skalarnih komponenata pomaka 

čvorova u vektoru u poretku skalarnih komponenata vanjskih sila vektoru f.  Prethodni izraz 

prelazi u  

𝐝 = −𝐁𝐮 

gdje je B matrica čije su komponente: 

𝑏3𝑖 =
𝑥𝑗−𝑥𝑖

𝑙{𝑖,𝑗}
 ,     𝑏3𝑖+1 =

𝑦𝑗−𝑦𝑖

𝑙{𝑖,𝑗}
 ,  𝑏3𝑖+2 =

𝑧𝑗−𝑧𝑖

𝑙{𝑖,𝑗}
 , 

𝑏3𝑗 =
𝑥𝑖−𝑥𝑗

𝑙{𝑖,𝑗}
 ,     𝑏3𝑗+1 =

𝑦𝑖−𝑦𝑗

𝑙{𝑖,𝑗}
 ,  𝑏3𝑗+2 =

𝑧𝑖−𝑧𝑗

𝑙{𝑖,𝑗}
 . 

Vektori d i u sadrže b i 3nf  komponenata, pa matrica B ima b redaka i 3nf  stupaca, odnosno 

matrica B odgovara transponiranoj matrici A:  

𝐁 = 𝐀T. 

Matricu B nazivamo kinematičkom matricom. 

 

2.3. Metoda pomaka 

Pretpostavimo da je matrica A regularna matrica. Postoje 2 moguća slučaja. 

1) Broj stupaca je jednak broju redaka matrice, odnosno b = 3nf .  Za ovaj slučaj sustav ima 

jedinstveno rješenje, a sistem štapova je geometrijski nepromjenjiv i statički određen. 

 

2) Broj stupaca je veći od broja redaka matrica, odnosno b > 3nf.  Sada je sustav jednadžbi 

ravnoteže rješiv za sve vektore koji leže prostoru čvorova, tj. za sve vektore f. Sistem 

štapova je u tom slučaju statički neodređen i geometrijski nepromjenjiv. Kako je broj 

vrijednosti sila u štapovima veći od broja jednadžbi, matrica A prostor veće dimenzije 
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preslikava u manje dimenzije. Pri tom preslikavanju neki vektori prostora štapova 

iščezavaju, tj. više vektora se preslikava  u jedan vektor prostora čvorova.  

Ako na štap duljine 𝑙{𝑖,𝑗}  djeluje sila 𝑆{𝑖,𝑗}, tada produljenje štapa možemo odrediti kao 

𝑑{𝑖,𝑗} = 𝛿{𝑖,𝑗}𝑆{𝑖,𝑗}. 

𝛿{𝑖,𝑗} nam predstavlja koeficijent u matrici fleksibilnosti, tj. koeficijent uzdužne popustljivosti i 

računa se kao  

𝛿{𝑖,𝑗} =
𝑙{𝑖,𝑗}

𝐸{𝑖,𝑗}𝐴{𝑖,𝑗}
  . 

Uvrštavanjem koeficijenta uzdužne popustljivosti u izraz za produljenje štapa, te izvlačenjem 

sile iz jednadžbe dobivamo sljedeći izraz: 

𝑆{𝑖,𝑗} = 𝑘{𝑖,𝑗} 𝑑{𝑖,𝑗}, 

pri čemu k predstavlja uzdužni koeficijent u matrici krutosti i jednak je inverzu koeficijenta 

uzdužne popustljivosti, tj.  

𝑘{𝑖,𝑗} =
𝐸{𝑖,𝑗}𝐴{𝑖,𝑗}

𝑙{𝑖,𝑗}
  . 

Koeficijente uzdužne krutosti ćemo smjestiti u dijagonalnu matricu diag (k) tako da koeficijent 

k predstavlja dijagonalni element u sjecištu retka i i stupca i. U matričnom zapisu izraz         

𝑆{𝑖,𝑗} = 𝑘{𝑖,𝑗}𝑑{𝑖,𝑗} za sve štapove glasi: 

𝐬 = 𝑑𝑖𝑎𝑔 (𝐤) 𝐝, 

uvrštavanjem tog izraza u izraz As = - f dobivamo:  

𝐀 𝑑𝑖𝑎𝑔 (𝐤) 𝐝 = −𝐟. 

Vratimo se sada na izraz za produljenje svih štapova 𝐝 =  −𝐁 𝐮. Sada slijedi: 

−𝐀 𝑑𝑖𝑎𝑔 (𝐤) 𝐁 𝐮 = −𝐟, odnosno 𝐀 𝑑𝑖𝑎𝑔 (𝐤) 𝐁 𝐮 = 𝐟, 

gdje je B = AT  pa je  

𝐀 𝑑𝑖𝑎𝑔 (𝐤) 𝐀T𝐮 = 𝐟. 

Dobivenu matricu 𝐀 𝑑𝑖𝑎𝑔 (𝐤) 𝐀T nazivamo matricom krutosti sistema i označavamo je s K. 
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𝐊 = 𝐀 𝑑𝑖𝑎𝑔 (𝐤) 𝐀T. 

Nepoznate pomake dobivamo rješavanjem sustava jednadžbi 𝐊 𝐮 = 𝐟, tj. 𝐮 = 𝐊−1𝐟. 

 

2.4. Neposredna programska realizacija metode pomaka 

Algoritmi za ovo poglavlje su preuzeti iz rada studentice Građevinskog fakulteta u Zagrebu, 

Elene Franjičić Klasifikacija sklopova zglobnih štapova  (Završni rad, rujan 2015. god.). 

 

2.4.1. Primjer 1. Statički neodređeni štapni sistem 

 

Za prvi primjer prikazat će se statički neodređen sistem od pet štapova. Naredbom                             

joints = { oznaka: ( xi, yi, zi ) } zadajemo koordinate čvorova. Prvi član predstavlja oznaku čvora, 

drugi su njegove koordinate. 

Naredbom bars = { oznaka: ( i, j ) } pridružujemo čvorove određenom elementu. i predstavlja 

prvi čvor, dok j predstavlja drugi čvor elementa. Naredbom support određujemo koji su čvorovi 

ležajni, te još preostaje zadati opterećenje u čvorove naredbom loads = { (x, y, z ) }. 
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Slika 3 Opterećeni štapni sistem 

 

 

Naredbom maxwells_rule provjeravamo statičku neodređenost sistema 3nf – b, pri čemu nf 

predstavlja broj slobodnih čvorova, a b broj štapova u sistemu. Odabrani sistem je dva puta 

statički neodređen. 
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Naredbom equilibrium_matrix izračunava se ravnotežna matrica. Ta se naredba poziva s 

čvorovima, elementima i slobodnim čvorovima, koji su već prije definirani. Matrica AA je 

objašnjena u prethodnom poglavlju. 

 

Naredba load_vector sile zadane u čvorovima svrstava u vektor opterećenja. 

 

 

Za primjer je odabran modul elastičnosti 𝐸 =  2 ∙ 108 𝑘𝑁/𝑚2 i dimenzije presjeka                       

𝐹 = 0.05 ∙ 0.05 𝑚2.  

 

lkk predstavlja listu dijagonalnh elemenata u kojoj svaki element predstavlja uzdužnu krutost 

štapova, 𝐸𝐹/ 𝐿. ni i nj predstavljaju početni i krajnji čvor pojedinog elementa, a bar_length 

duljinu pojedinog elementa. 
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Pomoću liste dijagonalnih elemenata oblikuje se dijagonalna matrica dkk. 

 

 

Idući korak je matrica krutosti sistema, koja se, nakon što je definirana ravnotežna matrica AA 

i dijagonalna matrica dkk oblikuje prema ranije navedenom izrazu. 

 

 

 

Zatim slijedi računanje pomaka čvorova uu, produljenja elemenata dd, te sila u elementima ss, 

na isti način kao što je pokazano i objašnjeno u prethodnom poglavlju. 
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Naredbom dict_ss  pridružuju se unutarnje sile pojedinim elementima. 
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Slika 4 Prikaz tlačnih i vlačnih štapova 

 

2.4.2. Primjer 2. Statički neodređena „Schwedlerova“ kupola 

U primjeru 2. zadan je radijus baze 15 metara, visina prvog kata 3.25 metara, drugog kata 6.25 

metara, najviša točka kupole 7 metara, te broj ležajnih čvorova 8. Primjer 2. se neće posebno 

objašnjavati. 
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Slika 5 Opterećena „Schwedlerova“ kupola 

 

 

 

 

Matrice u ovom primjeru se zbog svojih velikih dimenzija neće ispisivati. 
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Slika 6 Prikaz vlačnih i tlačnih elemenata 

 

3. Klasična programska realizacija metode pomaka 

 

Ovaj rad će biti izrađen u programu Sage. Sage je matematički softver sa značajkama koje 

pokrivaju mnoge aspekte matematike . Klasična realizacija metode pomaka je jednostavnija 

za izvedbu te se lako može proširiti i prilagoditi na okvirne sisteme, te na konačne elemente.  

Nakon što smo objasnili osnovne pojmove, možemo početi s izradom računalnog programa 

koji rješava rešetkaste sisteme metodom pomaka, te objašnjenjima pripadnih algoritama.  

 

3.1. Lokalni i globalni koordinatni sustav 

 

Slika 7 Lokalni i globalni koordinatni sustav  
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Štapovi konstrukcije mogu biti u raznim položajima u prostoru, odnosno osi štapova zatvaraju 

različite kutove s osima x, y, z  koordinatnog sustava. Sustav xyz nazivamo globalnim 

koordinatnim sustavom. Naš cilj je reakcije, zadana opterećenja, pomak na krajevima i sile u 

štapovima izraziti u obliku koji je primjenjiv na štap u bilo kojem položaju. Zbog toga uvodimo 

pojam lokalnog koordinatnog sustava u kojem uzdužna os štapa leži na osi ξ i orijentirana je 

od čvora i prema čvoru j. Ostale dvije osi su orijentirane na način kao y i z osi, te su okomite 

na os ξ. Sada svaki štap ima svoj lokalni koordinatni sustav. 
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Slika 8 Kutovi koje konstrukcija zatvara sa globalnim osima 

 

Kut između globalne osi x i lokalne osi ξ označili smo s α, između osi y i osi ξ označili smo s β, 

te između osi z i osi ξ s γ. 

Kosinuse kutova, smo zapisali kao l, m i n da bi nam zapis matrice transformacije  bio kraći. 

𝑙 =
𝑥2−𝑥1

𝐿
,  𝑚 =

𝑦2−𝑦1

𝐿
,  𝑛 =

𝑧2−𝑧1

𝐿
  ; 

pri čemu je L duljina štapa. Također smo u kodu definirali način na koji se uzimaju koordinate 

x, y, z prvog, te drugog čvora elementa. Naredbom matrica_elementa smo definirali lokalnu 

matricu za štapove, te smo ju pomoću matrice transformacije R, transformirali u globalnu:  

𝐊𝑙𝑜𝑘𝐰𝑙𝑜𝑘 = 𝐪𝑙𝑜𝑘   ,   𝐰𝑙𝑜𝑘 = 𝐑𝑔𝑙−𝑙𝑜𝑘𝐰𝑔𝑙 ,    𝐪𝑙𝑜𝑘 = 𝐑𝑔𝑙−𝑙𝑜𝑘𝐪𝑔𝑙 

𝐊𝑙𝑜𝑘𝐑𝑔𝑙−𝑙𝑜𝑘𝐰𝑔𝑙 = 𝐑𝑔𝑙−𝑙𝑜𝑘𝐪𝑔𝑙 , 

Da bi se riješili 𝐑𝑔𝑙−𝑙𝑜𝑘  s desne strane, potrebno je pomnožiti sve s lijeve strane s  (𝐑𝑔𝑙−𝑙𝑜𝑘)−1 

pri čemu slijedi: 

(𝐑𝑔𝑙−𝑙𝑜𝑘)−1 𝐊𝑙𝑜𝑘𝐑𝑔𝑙−𝑙𝑜𝑘𝐰𝑔𝑙 = 𝐪𝑔𝑙  

Pritom je 𝐰𝐠𝐥 vektor pomaka u globalnim koordinatama, a 𝐪𝐠𝐥 vektor opterećenja također u 

globalnim koordinatama. Prva tri člana jednadžbe predstavljaju transformaciju lokalne matrice 

u globalnu za svaki štap naše konstrukcije. Jednostavnije nam je zadavati vektor upetosti u 

globalnim koordinatama, nego da smo za svaki štap zadavali vektore u pripadnom lokalnom 
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koordinatnom sustavu. Matrica transformacije je ortogonalna što znači da je inverz te matrice 

jednak transponiranoj matrici.  

Nakon što smo dobili globalnu matricu za svaki štap, slijedi spajanje svih štapova, odnosno 

svih pojedinih globalnih matrica u jednu. Način na koji smo to realizirali u programskom kodu 

objasnit ćemo na jednostavnom ravninskom primjeru s dva međusobno spojena štapa.  

 

Slika 9 Trozglobni sustav 

 
Globalna matrica za oba elementa i pretpostavljena nul - matrica sustava su  
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U prvom koraku, i = 0, a element 0 ima početni čvor 0, a krajnji čvor 1. 

[𝑛𝑖, 𝑛𝑗] = [0, 1]  𝑛𝑛 = [0 1 2 3] 

Za k = 0 dobivamo 𝑖𝑖 = 𝑛𝑛[0] = 0. k  predstavlja redak u globalnoj matrici elementa, a ii  

predstavlja redak u globalnoj matrici sustava. Sada brojač l broji stupce globalne matrice 

elementa i pridružuje ih doprinosu krutosti čvora u globalnoj matrici sustava. 

Kada se brojač l provrti od 0 do 3, jj (predstavlja stupac u gl. matrici sustava) nam poprima 

vrijednosti 0, 1, 2 i 3, te dobivamo sljedeću matricu sustava 
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Kada se brojač k provrti od 0 do 3 dobivamo sljedeću matricu sustava 
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Sada algoritam prelazi na drugi element, tj. i = 1. 

Sada je početni čvor 1, a krajnji čvor 2. 

[𝑛𝑖, 𝑛𝑗] = [1, 2]  𝑛𝑛 = [2 3 4 5] 

Za k = 0 i l od 0 do 3 dobivamo matricu 
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Nakon što k prođe cijelu petlju dobivamo konačnu matricu sustava 
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Uklapanje pojedinih globalnih matrica elementa svodi se na pridruživanje zajedničkih pomaka 

pojedinih krajeva elementa koji se spajaju u isti čvor, što algoritam zapravo i radi. 

 

3.2. Definiranje ležajeva 

 

U štapnim konstrukcijama postoje ''zglobni'' te ''klizni'' ležajevi. Kako se rešetka nalazi u 

trodimenzionalnom prostoru, postoje tri moguća klizna oslonca, u x, y te z smjeru. 
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 Definirali smo već w_gl kao vektor pomaka, ali nismo rekli da je njegova dimenzija ovisna o 

broju čvorova te dimenziji prostora u kojem se nalazimo. U trodimenzionalnom prostoru 

dimenzija vektora upetosti iznosi tri puta broj čvorova. Brojač i broji čvorove i to od nultog 

prema zadnjem i za svaki čvor ispisuje koje su nepoznanice pomaka. Ako je oslonac ''zglobni'', 

pomak u je 0 u sva tri smjera x, y i z, ako je oslonac klizni, s dopuštenim pomakom u x smjeru, 

pomaci u ostala dva smjera iznose 0, a kao nepoznanica ostaje pomak u smjeru x za zadani 

čvor. U stvarnosti ležajevi mogu biti pod bilo kojim kutom u odnosu na lokalnu os čvora, ali 

zbog kompliciranosti programiranja to nećemo uzeti u obzir. 

 

3.3. Definiranje vektora vanjskog opterećenja 

 

 

 

Vektor opterećenja q_gl zadajemo kao nul - vektor, čija je dimenzija kao i vektoru pomaka, tri 

puta broj čvorova štapne konstrukcije. U svakom od čvorova moguće je zadati tri sile, u tri 

smjera x, y i z. Kod je napravljen tako da kada zadamo silu u nekom čvoru, prazni odnosno 

nul - vektor se puni i umjesto nula sada imamo iznose sila koje djeluju na pripadni čvor. U 

prvom od tri slobodna mjesta se nalazi sila u x smjeru, na drugom mjestu sila u y smjeru, te 

na zadnjem, sila u z smjeru. Odnosno kada je br_cv = 0 imamo q_gl (3*0) = qx,                           

q_gl (3*0+1) = qy, te q_gl (3*0+2) = qz. 
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3.4. Ispis pomaka čvorova 

 

Izradu koda za ispisivanje pomaka započinjemo definiranjem broja pomaka, koji iznosi tri puta 

broj čvorova, te pozivamo naredbu koja nam ispisuje iznose pomaka za svaki čvor za sva tri 

smjera, x, y i z, no kako još nismo definirali način izračuna vektora pomaka, taj dio ćemo 

trenutno izostaviti. Nakon što definiramo reduciranu matricu krutosti idućim algoritmom, 

možemo relativno jednostavno izračunati pomake svih čvorova. To dobivamo tako da 

množimo reduciranu matricu krutosti sa vektorom vanjskog opterećenja u čvorovima, tj.      

𝐰𝑔𝑙 = 𝐊𝑔𝑙,𝑟𝑒𝑑
−1 ∙ 𝐪𝑔𝑙. 

 

3.5. Reduciranje matrice krutosti zbog rješavanja sustava jednadžbi 

 

Matrica krutosti Kgl je singularna, tj. nema inverz, pa je nemoguće dobiti rješenja u obliku 

pomaka. Kako bismo mogli riješiti sustav jednadžbi potrebno je iz matrice krutosti eliminirati 

nepotrebne redove i stupce ovisno o rubnim uvjetima u globalnom vektoru pomaka. To 

postižemo tako da dijagonalni element matrice zamijenimo jedinicom, a ostale elemente koji 
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se nalaze u retku i stupcu pripadnog elementa zamijenimo nulama. Također, na pripadnom 

mjestu globalnog vektora čvornih sila stavljamo nulu. Na taj način  postižemo da je pripadni 

pomak na dijagonali pomnožen s pripadnim elementom vektora pomaka jednak nuli.  

 

3.6. Definiranje unutarnjih sila u štapovima 

 

 

 

Dijelovi koda [def_x1, def_y1, def_z1] i [def_x2, def_y2, def_z2] su prelomljeni da bi se 

prilagodili stranici. Prvim dijelom koda želimo da algoritam napravi razliku između vlačne i 

tlačne sile u elementu. To postižemo tako da izračunamo početnu duljinu elementa, te 

deformiranu. Ako se element produljio, u elementu dolazi do vlačnih, dok kod skraćenja 

elementa dolazi do tlačnih sila. [x1, y1, z1] predstavljaju koordinate prvog, a [x2, y2, z2] drugog 

čvora pojedinog elementa. 
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U drugom dijelu koda cilj nam je iz globalnog vektora pomaka za cijeli sustav izvući pomake 

za pojedine čvorove svakog elementa, te pomoću njih i globalne matrice krutosti za pojedini 

element odrediti globalne sile svakog elementa. Zatim te sile matricom transformacije R 

prebacujemo u lokalni sustav i provjerom produljenja ili skraćenja štapa zaključujemo jesu li te 

sile vlačne ili tlačne.  
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3.7. Funkcije za grafički prikaz rešetkastog sistema 
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Izrada algoritma za crtanje rešetkastog sustava neće se posebno objašnjavati u ovom radu. 

Algoritam je dan samo radi potpunosti koda. Važno je napomenuti da Sage koristi xyz 

koordinatni sustav, gdje je pozitivna os z usmjerena prema gore, dok se u ovom radu koristi 

pozitivna os z u smjeru gravitacije, pa se sve koordinate množe s matricom                                              

[ [1, 0, 0], [0, 1, 0], [0, 0, -1]].  

3.8. Produljenje - skraćenje elemenata 

 

* Dijelovi koda  [def_x1, def_y1, def_z1] i [def_x2, def_y2, def_z2] su  prelomljeni da bi stali na stranicu. 
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Da bismo smo izračunali produljenje/skraćenje elementa, potrebno je uz početnu duljinu 

elementa izračunati i duljinu elementa nakon deformacije. Duljinu produljenog odnosno 

skraćenog elementa računamo pomoću vektora pomaka, tako da za svaki čvor pripadnog 

elementa izračunavamo nove koordinate. Sada jednostavno oduzmemo od duljine L_2, koja 

nam označava novu duljinu elementa, početnu duljinu elementa L_1.  Ako nam je delta > 0 

došlo je do produljenja, a ako je delta < 0 do skraćenja elementa. 

 

4. Primjeri rešetkastih sistema 

 

4.1. Primjer 3.  Ravninska rešetka 

U prvom primjeru riješit ćemo ravninsku statički određenu rešetku. Kao ulazne podatke unijet 

ćemo koordinate čvorova, te ih spojiti u elemente. Zadat ćemo vrste ležajeva u pripadnim 

čvorovima. Kao izlazne podatke program daje pomake čvorova i produljenje elemenata u 

globalnom koordinatnom sustavu, te unutarnje sile u štapovima. 

 

cvorovi  =  [ [ x1, z1 ], [ x2, z2 ], … [ xn,  zn ] ] – Prvo polje označava prvi čvor.  Prvi član 

označava koordinatu x čvora, a drugi koordinatu z čvora. 

elementi [ [  ], [  ], [  ], … ] – Prvi član označava početni, a drugi krajnji čvor elementa. 

Za naš primjer uzeli smo da su štapovi čelični, promjera 5 centimetara. Modul elastičnosti za 

čelik iznosi 𝐸 = 2,1 ∙ 108 𝐾𝑁/𝑚2 , iz čega slijedi da je 𝐸𝐴 = 131250 𝐾𝑁. 
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Nakon toga zadajemo opterećenje u čvorove u kojima djeluju vanjske sile tako da prvo 

upisujemo broj čvora, a zatim iznos sile u x i z smjeru. Također zadajemo rubne uvjete pri 

čemu smo zadali da nam program crta zglobne ležajeve crvenom, klizne u x smjeru plavom, 

te klizne u y smjeru narančastom bojom. Ležajeve unosimo tako da za prvi član napišemo broj 

čvora, a zatim vrstu ležaja. Još smo dodatno ispisali iznose opterećenja za svaki čvor. 

 

 

 

Slika 10 Opterećena ravninska rešetka 
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Nakon toga računamo pomake čvorova množenjem reducirane matrice krutosti s vektorom 

opterećenja u čvorovima elemenata. Naredbom print ispisujemo pomake svakog čvora te sile 

u štapovima. 

 

Još samo ostaje da ispišemo produljenje svakog štapa u konstrukciji, pozivajući funkciju 

produljenja, te prikažemo deformirani sustav. 
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Slika 11 Deformirana ravninska rešetka 
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4.2. Primjer 4. Schwedlerova kupola 

 

Prije početka rješavanja Schwedlerove kupole, moramo dodatno definirati način brojanja 

čvorova i njihovog spajanja u elemente. Naredbu schwedler_2 pozivamo s r0 što predstavlja 

radijus baze, te listom visina i brojem čvorova. Nakon toga unosimo ulazne podatke na isti 

način kao i za Primjer 1. 
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U Schwedlerovoj kupoli imamo samo zglobne ležajeve. Naredbom lezl definiramo čvorove 

kojima su spriječeni pomaci, tj. ležajeve. 
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Sile u ostalim štapovima iznose 0. 
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U ostalim štapovima produljenja iznose 0. 
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Slika 12 Tlocrt Schwedlerove kupole 

 

Slika 13 Opterećena Schwedlerova kupola 

 

Slika 14 Deformirana Schwedlerova kupola 
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4.3. Primjer 5.  Statički neodređena „Schwedlerova“ kupola 

U svrhu usporedbe rješenja, te načina izvedbe, prikazat će se ponovno „Schwedlerova“ kupola 

iz Primjera 2. 

 

Zadatak započinjemo na isti način kao i u Primjeru 2, definiranjem načina brojanja čvorova, te 

njihovog spajanja u elemente. 
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Naredbu schwedler_sind pozivamo s radijusom baze (15 m), visinama katova mjerenim od 

baze (3.25, 6.25 m), najvišom točkom kupole (7.0 m), te brojem zglobnih čvorova u bazi. 
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element  0 

-0.00128471081734993 

 

element  1 

-0.00128471081734993 

 

element  2 

-0.00128471081734993 

 

element  3 

-0.00128471081734993 

 

element  4 

-0.00128471081734993 

 

element  5 

-0.00128471081734993 

 

element  6 

-0.00128471081734993 

 

element  7 

-0.00128471081734993 

 

element  8 

0.000481200982241248 

 

element  9 

0.000481200982239471 

 

element  10 

0.000481200982241248 

 

element  11 

0.000481200982239471 

 

element  12 

0.000481200982241248 

 

element  13 

0.000481200982239471 

 

element  14 

0.000481200982241248 

 

element  15 

0.000481200982239471 

 

element  16 

-0.000301301718263147 

 

element  17 

-0.000301301718261371 

 

element  18 

-0.000301301718263147 

 

element  19 

-0.000301301718263147 

 

element  20 

-0.000301301718263147 

 

element  21 

-0.000301301718261371 

 

element  22 

-0.000301301718261371 

 

element  23 

-0.000301301718261371 

 

element  24 

-0.000301301718261371 

 

element  25 

-0.000301301718263147 

 

element  26 

-0.000301301718263147 

 

element  27 

-0.000301301718263147 

 

element  28 

-0.000301301718263147 

 

element  29 

-0.000301301718263147 

 

element  30 

-0.000301301718263147 

 

element  31 

-0.000301301718263147 

 

element  32 

-0.000684827653554265 

 

element  33 

-0.000684827653553377 

 

element  34 

-0.000684827653554265 

 

element  35 

-0.000684827653553377 

 

element  36 

-0.000684827653554265 

 

element  37 

-0.000684827653554265 

 

element  38 

-0.000684827653554265 

 

element  39 

-0.000684827653554265 

 

element  40 

-0.000762546325505653 

 

element  41 

-0.000762546325505653 

 

element  42 

-0.000762546325505653 

 

element  43 

-0.000762546325505653 

 

element  44 

-0.000762546325505653 

 

element  45 

-0.000762546325505653 

 

element  46 

-0.000762546325505653 

 

element  47 

-0.000762546325505653 

 

element  48 

-0.000774816969178360 

 

element  49 

-0.000774816969178360 

 

element  50 

-0.000774816969178360 

 

element  51 

-0.000774816969178360 

 

element  52 

-0.000774816969178360 

 

element  53 

-0.000774816969178360 

 

element  54 

-0.000774816969178360 

 

element  55 

-0.000774816969178360 

 

element  56 

-0.000774816969178360 

 

element  57 

-0.000774816969178360 

 

element  58 

-0.000774816969178360 

 

element  59 

-0.000774816969178360 

 

element  60 

-0.000774816969178360 

 

element  61 

-0.000774816969178360 

 

element  62 

-0.000774816969178360 

 

element  63 

-0.000774816969178360 



Programska realizacija metode pomaka za rešetkaste sisteme 

 

 

 

 
Stranica 47 

 
  

 

 

Slika 15 Tlocrt „Schwedlerove“ kupole  

 

 

Slika 16 „Schwedlerova“ kupola  

 

 

Slika 17 Deformirana „Schwedlerova“ kupola 
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