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Umjesto uvoda: o (ne)linearnosti

Pod opterec¢enjima i drugim djelovanjima konstrukcije se deformiraju, pa se njihove
tocke pomicu. No, u vecini su gradevinskih konstrukcija pomaci pri prijelazu iz pocetnoga
u konacni, ravnotezni oblik tako mali da se promjene njihova oblika, a time i promjene
polozaja hvatista i pravaca djelovanja sila mogu zanemariti. Stoga smo désada (na pred-
metima Mehanika 1., Gradevna statika 1., Gradevna statika 2., Numericko modeliranje
konstrukcija) obradivali ponajprije postupke odredivanja sila u kojima se uvjeti ravnoteze
vanjskih i unutarnjih sila postavljaju na nedeformiranoj konstrukciji. To smo pojedno-
stavnjenje nazvali statickom linearnoséu. Bez njega je proracun zapleteniji i, naravno,
dugotrajniji: deformacije ovise o unutarnjim silama, a za postavljanje uvjeta ravnoteze
za izrac¢unavanje tih sila treba poznavati deformirani oblik, te je, iako za neke sisteme
postoje analiticka rjeSenja, proracun gotovo uvijek iteracijski.

U nalazenju promijenjenoga oblika konstrukcije neé¢e uvijek biti dovoljno zadrzati se
na geometrijskoj linearnosti, to jest, uzeti da su odnosi deformacija i pomaka linearni,
kao u izrazima e(x) = u/(z) ili k(z) = —w"(x), nego Ce trebati pretpostaviti slozenije
odnose poput

c@) = W) + L W@ 1 k) = -

w// (l,)

J+ ey

Za izracunavanje pomaka i deformacija uzrokovanih silama treba poznavati ili pret-
postaviti konstitucijske relacije koje izrazavaju odnose izmedu naprezanja i odgovarajuc¢ih

deformacija ili izmedu unutarnjih sila i odgovaraju¢ih deformacijskih veli¢ina ili izmedu
unutarnjih sila i odgovarajué¢ih pomaka. Primjena Hookeova zakona koji »propisuje« line-
arne odnose, primjerice 0 = Fe, P= FAe, P=FA (u; — Ui)/g, ili M = Elk, naziva
se materijalnom linearnoscu.

Postupci linearizacija vazni su sa stajaliSta jednostavnosti proracuna, ali i sa spo-
znajnoga i s edukacijskoga stajalista. Shvatiti i objasniti (drugima, ali i sebi) neku
slozenu pojavu gotovo uvijek znaci pojednostavniti je ili razloziti na niz jednostavni(ji)h
pojava. Tako nelinearnost —koja je gotovo sveprisutno, neizbjezno metafizicko »tkivo«
stvarnosti—najcesé¢e svladavamo ili ogranicavanjem na dovoljno mali isjecak »svijeta<
u kojem je sve barem priblizno linearno ili pak razbijanjem promatrane pojave na niz
uzastopnih linear(izira)nih koraka. Razumijevanje linearnosti stoga je neophodan, ali,
dakako, ne i jedini korak potreban za razumijevanje nelinearnosti.

Razli¢itim stupnjevima obrazovanja, kao i razli¢itim primjenama, primjerene su razli-
¢ite razine pojednostavnjenja: pocetna su objasnjenja jednostavna i povrsna, ali takve



jednostavne (mozda i nedorecene ili nepotpune) teorije polazista su prihvacanja i razu-
mijevanja slozenijih i profinjenijih tumacenja. Takav slijed, doduse, ¢esto ne odrazava
povijesni razvitak znanstvenoga shvacanja. Primjerice, Leonhard Euler, Jacob Bernoulli
i drugi matematicari osamnaestoga stoljeca, uvodedi i rjesavajuc¢i probleme lancanice,
oblika ovjesne uzadi vise¢ih mostova i uzadi pod drugim vrstama opterecenja te pro-
gibnih linija elasti¢nih greda, ukljucujudi i pitanje stabilnosti, nisu razlikovali linearne i
nelinearne jednadzbe, pa ih ni nelinearnost nije previse uznemiravala (a u ratu tastina
nerijetko je bila i dobrodosla).

Ako neka jednostavn(ij)a teorija pruza objasnjenja dovoljno dobra za prakti¢ne pri-
mjene i omogucava dovoljno tocna predvidanja, mozemo se »zaustaviti« na njoj. Ali,
»[r|ezultati idealiziranih modela vrijede samo ograni¢eno—dok odabrane pretpostavke
dobro aproksimiraju pojave ili stanja u stvarnosti. Kad aproksimacija vise ne zadovo-
ljava moraju se neke pretpostavke zamijeniti slozenijima. Kad primjerice vise ne vrijedi
linearna elasticnost, odabire se nova slozenija pretpostavka npr. nelinearna elasticnost.
Ta je pretpostavka takoder idealizirana— odabire se najjednostavniji prihvatljivi neli-
nearni zakon. Dobiva se novi, slozeniji matematicki model. Novim se modelom mogu
analizirati neke pojave, koje se nisu mogle u lineariziranom modelu. Ipak ni taj model
nije konacan jer se ne dobivaju dobre aproksimacije za neke jos slozenije pojave koje se
opazaju u stvarnosti. Tada treba odabrati nove pretpostavke (teorije plasti¢nosti ili me-
hanike loma ili nesto treée). A nove su pretpostavke takoder idealizirane. Poboljsavanje
aproksimacije pojave ili stanja niz je sve slozenijih matematickih modela, koji nikad nece
modéi obuhvatiti svu sloZenost realnih pojava.«!

Razliciti se oblici nelinearnosti — staticka nelinearnost, geometrijska nelinearnost, ma-
terijalna nelinearnost —mogu, barem dijelom, barem u prvim koracima udaljavanja od
linearnosti, analizirati neovisno. Statickom ¢emo se nelinearnoséu, zadrzavajuéi linearne
odnose deformacija i pomaka i linearne konstitucijske relacije, baviti u prva cetiri po-
glavlja. U petom ¢emo se pak poglavlju zabaviti uvodom u teoriju plasticnosti u kojem
su jedini izvor nelinearnosti bilinearni odnosi izmedu statickih i kinematickih veli¢ina. U
zadnjem se poglavlju vracamo statickoj nelinearnosti uz vla¢ne i vlacno—tlacne sisteme

zglobnih stapova koji su »¢isti, nematerijalizirani ravnotezni obli[ci]<«%.

L' Navod je iz natuknice Matematicki model autora J. DVORNIKA u Leksikonu gradevinarstva (urednik

V. Smmovi¢, Masmedia, Zagreb, 2002.).
2 Navod je iz ¢lanka About formfinding of double—curved structures K. Linkwitza (Engineering Struc-
tures 21 (1999), str. 709-718).



1. Jednadzbe ravnoteze stapa
1.1. Uvod u geometriju gibanja

Rjesavati fizicki problem ne primjenjujuéi geometriju znadi
pokusavati nemogude.

Galileo Galilei: Dijalog o dvama glavnim svjetskim sustavima

Stap smo definirali kao konstrukeijski element duljina kojega je istaknuta u odnosu na
visinu i Sirinu, pa se za njegovu proracunsku shemu uzima os —dio krivulje ili dio pravca.

Polozaj i oblik osi neoptere¢enoga otvorenog Stapa, »izrezanoga« iz geometrijski ne-
promjenjive konstrukcije, prikazat ¢emo (slika 1.a.) ogranicenom pravilnom prostornom
krivuljom ro([0, (o), neprekinutim nizom tocaka

ro(s) = o + To(s) (1)
koji opisuje vrsak polozajnoga vektora (vektora polozaja, radijus—vektora)
Fo(s) = mo(8)7 + wo(s)7 + 20(s)k (2)

kada parametar s prolazi segmentom [0, {y], pri ¢emu za parametar uzimamo duljinu luka
krivulje od njezine pocetne tocke. Takav se parametar naziva i prirodnim parametrom
krivulje, a njegove vrijednosti krivulynim apscisama njezinih tocaka. Mozemo rec¢i da smo
segment realne osi, omeden tockama 0 i ¢y, bez stezanja ili rastezanja savili u krivulju.

Slika 1.

Opcenitije (i formalnije), ogranicena krivulja @([a,b]) = E® trag je (ili, sinonimno,
slika) neprekidne parametarski zadane funkcije

0 :[a,b]cR - E° o :5+— o(s) = o+ 3(s),



pri ¢emu je g vektorska funkcija
8:[a,b]cR — ¥° §: s — 8(s) = 0.(5)7 + 0,(8)7 + 0:(5) k.

Skalarne funkcije
Oz Oy, 02 ¢ [a,0] — R

nazivaju se skalarnim komponentama ili koordinatnim funkcijama funkcije g. Promjena
vrijednosti parametra od a do b odreduje orijentaciju krivulje—Xkrivulja je orijentirana
od o(a) prema g(b). Za Stap otvorene osi funkcija ¢ mora razli¢ite vrijednosti parametra
preslikavati u razli¢ite tocke: ako je § # 5, onda je g(5) # 4(35), a time i 9(5) # o(5).
Krivulja o([a,b]) je glatka ako je i derivacija g’ = 0,7 + o, J + géz funkcije g
neprekidna funkcija na [a,b] (uz jednostrane derivacije u a i b), $to znaci, geometrijski,
da pri pomicanju po krivulji vektori g’(s), koji odreduju smjerove tangenata na krivulju
u tockama @(s) i orijentacije na tim tangentama (a time i orijentaciju krivulje), postupno
sprelaze« jedni u druge, to jest, da se njihovi nagibi u odnosu na koordinatne osi pos-
tupno mijenjaju i da njihovi vrsci leze na neprekinutoj krivulji. Navedena matematicka
definicija glatko¢e, medutim, nije dovoljna za nasu intuitivnu predodzbu »glatke krivulje«
kao krivulje koja nema »siljaka«— siljak se moze, ali ne mora, pojaviti u tocki @(s) u
kojoj zbog 8'(5) = 0 tangencijalni vektor is¢ezava; naime, pri prijelazu preko te tocke
tangencijalni vektor moze promijeniti orijentaciju i »krenuti unazad«. Ako je 3'(s) # 0
za sve s € |a,b], krivulja je pravilna (ili reqularna), a time onda i intuitivno »glatkax<.

Tocku ry(s) € E3 kao poloZaj, koji je u odabranom koordinatnom sustavu zadan ko-
ordinatama x(s), yo(s), z0(s), treba razlikovati od materijalne tocke osi koja trenutacno,
samo u neoptere¢enu stanju Stapa, lezi u toj tocki prostora. Zamislimo li da je os Stapa
kontinuirani niz materijalnih tocaka, krivuljne apscise mozemo smatrati »oznakama« tih
tocaka, pa ¢emo govoriti o materijalnoj tocki s osi Stapa. (Pribliznu predodzbu moze
pruziti krojacki metar, iako na njemu nisu oznacene sve, nego tek neke tocke.)

Nanesu li se optere¢enja na Stap, on se pomice i mijenja oblik. Iz svakodnevnoga
iskustva znamo da su pomaci elemenata gradevinskih konstrukcija najceSée vrlo mali,
gotovo, pa i potpuno nezamjetni: hodamo li po betonskom podu, progibe uopée ne¢emo
primijetiti; kod drvenoga se pak poda progibanje katkad moze osjetiti (pa i ¢uti). lako
obi¢no neznatni, pomaci uvijek postoje.

Uzet ¢emo da se opterec¢enje pocinje nanositi u trenutku ¢ = 0. U nekom trenutku ¢,
t > 0, materijalna tocka s prolazi prostornom tockom

r(s,t) = o + F(s,t) = o + 7To(s) + p(s,t) = ro(s) + p(s,t),
pri cemu su
x [0,00) — E?
x [0,00) — V3
For(s,t) o F(s,t) = a(s, )T+ y(s, )T + 2(s, 1)k



71 [0,4] x [0,00) — V3
B(s,t) = Bls,t) = u(s, )7 + v(s, )7 + wis,t) k.

Vektor p(s,t) nazivamo pomakom materijalne tocke s u trenutku ¢ u odnosu na njezin
pocetni polozaj; crtamo ga ili zamisljamo tako da mu je pocetna tocka u tocki rq(s), pa
mu je vriak u tocki r(s,t) (slika 1.b.). Tocka s je iz polozaja rq(s) do polozaja 7(s,t)
mogla, ali i nije morala »doputovati po« vektoru p(s, t).

Kako je r funkcija dviju varijabli, njezina je slika ploha, dok su za svaki odabrani s i
za svaki odabrani t tragovi funkcija

r(s,-) : [0,00) — V3 r(s,-) it r(s,t) = 0 + F(s,t)

r(-,t) 2 [0,4g] — V3 r(,t) 1 s — v(s,t) = 0 + F(s,1)

krivulje. Krivulja 7(s,[0,00)) za neki s opisuje putanju (ili trajektoriju) materijalne
tocke s, a krivulja ([0, o], t) za neki trenutak t poloZaj i oblik osi u tom trenutku.
Budu¢i da se pomicanjem i izoblicavanjem os najces¢e produljuje ili skrac¢uje, vrijednosti
parametra s nece u opéem slucaju, za neki ¢ > 0, biti duljine lukova krivulje 7([0, ¢y],t)
od njezine pocetne tocke.

Kako je na$ stap dio geometrijski nepromjenjive konstrukcije, njegovo ¢ée se pomicanje
i izoblicavanje nakon nekoga vremena zaustaviti. Gibanje Stapa ne proturje¢i pojmu geo-
metrijske nepromjenjivosti: spojevi s podlogom ne sprecavaju pomake ni zaokrete, nego ih
tek ogranicavaju, a elementi nisu kruti, nego se deformiraju, tako da pomaci konstrukcije
i u konstrukciji uvijek postoje, ali su »dovoljno mali«, takvi da ne narusavaju uporabne
zahtjeve. Stovise, deformacije spojeva s podlogom po pravcima »sprije¢enih« pomaka
neophodne su za pojavu i razvoj reaktivnih sila; isto se tako za nastanak unutarnjih sila
dijelovi sistema moraju deformirati—pojava sila u spojevima i sila u presjecima poslje-
dica je promjena medumolekularnih i meduatomskih razmaka. A razvoj je reaktivnih i
unutarnjih sila neophodan za uravnotezenje geometrijski nepromjenjive konstrukcije — za
prestanak njezina gibanja.

Neke od vanjskih sila koje djeluju na stap bit ¢e, prema tome, sile u spojevima s
podlogom ili s drugim dijelovima konstrukcije. Bududi da te sile ovise o deformacijama
spojeva, ovisit ¢e, posredno, o ostalim, zadanim silama.

Pretpostavit ¢emo da intenziteti zadanih sila polako—u teoriji neizmjerno polako —
rastu od nule do konaé¢nih vrijednosti i da se nagibi pravaca njihova djelovanja mijenjaju
postupno (ako se uopée mijenjaju). Smisao i svrhu te pretpostavke objasnit ¢emo jedno-
stavnim »pokusom« koji mozete i sami provesti. Stanete li na osobnu vagu naglo, tako
da cijelu svoju tezinu u trenutku prenesete na nju, brojcanik ¢e se zavrtjeti i doc¢i do neke
najvece vrijednosti, potom promijeniti smisao vrtnje, do¢i do neke najmanje vrijednosti
te se tako nastaviti okretati naizmjence u smislu vrtnje kazaljke na satu i u suprotnu
smislu izmedu nekih najve¢ih — ali svaki put sve manjih —1i nekih najmanjih —ali svaki
put sve ve¢ih — vrijednosti, dok se napokon ne zaustavi na broju koji odgovara vasoj



tezini. Brzine vrtnje, brzine promjena brzine vrtnje i brzine promjena smisla vrtnje bit
¢e u pocetku tako velike da nec¢ete moci ocitati vrijednosti, a i kad se sve dovoljno us-
pori, uocit ¢ete da su najvecée dosegnute vrijednosti znatno vece od vase tezine, kao i da
su najmanje vrijednosti manje od nje. I konstrukcija se pri naglom optere¢ivanju sli¢no
ponasa: silovito zatitra oko ravnotezne konfiguracije, pri ¢emu reaktivne i unutarnje sile
dosizu vrijednosti znatno ve¢e od vrijednostl potrebnih za odrzavanje staticke ravnoteze
sa zadanim opterec¢enjem.

Stajete li pak na vagu nanoseci svoju tezinu postupno, brojcanik ¢e se lagano i mirno
zakretati i stati na oznaci vaSe tezine. Sli¢no tome, pri polaganu se povecavanju op-
tere¢enja ravnoteza sila koje djeluju na konstrukciju odrzava, naizgled, u svakom trenutku
gibanja izmedu njezine pocetne i kona¢ne konfiguracije—neuravnotezene su sile gotovo
zanemarive, dovoljne tek da izazovu neznatne pomake i, time, neznatan prirast veli¢ina
reakcija i unutarnjih sila.

Bududi da ¢e nas u nastavku zanimati samo konacni, ravnotezni polozaj i oblik osi

~ .. b . —> .. . 7’ ~ . . s . .
stapa, za oznake funkcija (-, 00), 7(-,00) 1 P(-,00) upotrijebit ¢emo, sazimajuéi (ali i
7 “e 1.~ . . - . > . e v .. —

pomalo zlorabeéi) nac¢in obiljezavanja, ista slova, 7, 7 i p. Drugim rije¢ima, funkcije 7, 7
i p, kao i njihove skalarne komponente x, y, z, u, v i w, »pretvorit« ¢emo u funkcije jedne

varijable:
r: [0,4)] - E, r s r(s) =0+ 7(s), (3)
Fof06] — VE T s o B(s) = 2(s)T + y(s)T + () Fs (4)
Bil06] > v5 Fis o Bls) = u(s)T+ v(s)7 + wis)k. (5)

Prema tome, p(s) je ukupan pomak materijalne tocke s, od pocetnoga polozaja rq(s) do
krajnjega, ravnoteznog polozaja r(s),

r(s) = mo(s) +P(s) 1 B(s) = r(s) —rols), (6)
odnosno
F(s) = To(s) +p(s) 1 Bls) = 7(s) —To(s). (7)

Na slican ¢emo nacin obiljezavati i druge funkcije: slovo bez indeksa oznacavat ce
funkciju u ravnoteznome polozaju, dok ¢e slovo s indeksom 0 oznacavati odgovarajuéu
funkciju u pocetnome polozaju.

Pretpostavit ¢emo jos i da zadano opterecenje nije »preveliko« tako da se Stap nece
slomiti, sto znaci da ¢e krivulja r([0,¢o]) biti, kao i 74([0,4y]), pravilna— intuitivno,
glatka.

1.2. Diferencijalni oblik jednadzbi ravnoteze

Jednadzbe ravnoteze stapa, u diferencijalnom ili u integralnom obliku, izrazavaju ana-
liticke odnose funkcija kojima su zadana opterecenja uzduz osi stapa i funkcija kojima su
opisane unutarnje sile. Zadana se koncentrirana djelovanja ne mogu opisati »klasi¢nim«



funkcijama, tako da se ni njihov utjecaj na promjenu toka sila u presjecima ne moze
obradivati klasicnim postupcima matematicke analize. Stoga ¢emo se zdsada ograniciti
na Stapove koji su izmedu krajnjih tocaka optereceni samo raspodijeljenim silama i ras-
podijeljenim momentima, dok se koncentrirane sile i koncentrirani momenti mogu i smiju
pojaviti jedino na krajevima tih Stapova, te ¢e u matematicki model uéi naknadno, kao
rubni uvjeti.

Raspodijeljenu silu ¢ i raspodijeljeni moment m koji u ravnoteznome stanju djeluju
na pomaknuti i izobliceni stap zadajemo vektorskim funkcijama

7:[0,6] - vV3 G:s— qs) & m o [0,6)] — V3 m s m(s).
Njihove su vrijednosti po jedinici duljine osi deformiranoga Stapa izrazene skalarnim funk-
cijama

q:[0,6] > R, q:s— q(s) &  m:[0,6] - R, m:s— m(s),
pa mozemo pisati
q(s) = a(s)é(s) &  ni(s) = m(s)Enls),
gdje su €,(s) 1 €,(s) jedinicni vektori koji odreduju pravac i smisao djelovanja sile i os
momenta u tocki r(s):

&, [0, 6] — V3 e, (s)] =1 & 2y [0,4] — V3 |En(s)| =1

Zamislit ¢emo da smo iz deformiranoga Stapa izrezali neizmjerno mali luéni odsjecak
A?P(s,ds) izmedu presjeka kroz tocke r(s) i r(s+ ds), gdje je ds (bilo koji) neizmjerno
mali prirast parametra s. U taj odsjecak pomicanjem i izoblicavanjem Stapa prelazi
neizmjerno mali odsjecak A#((s,ds) koji na nedeformiranome stapu lezi izmedu presjeka
kroz 7o(s) i ro(s+ ds) (slika 2.; preglednosti radi optereéenje nije nacrtano).

Slika 2.

»QOdbaceni« dijelovi na izrezani odsjecak djeluju unutarnjim silama, pa na odsje-
cak AP(s,ds), osim raspodijeljene sile ¢ i raspodijeljenoga momenta m djeluju i kon-
centrirana sila —Q(s) i koncentrirani moment —M (s) u popreénom presjeku kroz tocku

7



N

/]\7(8+d5)

(s+ds)

S

QI

Slika 3.

r(s) te, u presjeku kroz tocku r(s + ds), koncentrirana sila Q(s + ds) i koncentrirani
moment M (s + ds); sva su djelovanja na promatrani odsjecak skicirana na slici 3.

Prvi uvjet ravnoteze infinitezimalnoga odsjecka A7 (s, ds) iS¢ezavanje je zbroja vektora
svih sila koje na nj djeluju: koncentriranih sila —Q(s) 1 Q(s+ds) te dijela raspodijeljene
sile § na odsjecku.

Za iskazivanje toga uvjeta u obliku jednadzbe ravnoteze trebat ¢e nam izraz za izra-
¢unavanje vektora rezultirajuce sile pripadnoga dijela distribuirane sile.

Neka je
A7(s,ds) = r(s+ds) — r(s) = 7(s+ds) — 7(s)

vektor usporedan s tetivom luka A#(s,ds) i duljine jednake njezinoj duljini; smjestimo
li ga, kao na slici 4.a., tako da mu je pocetna tocka u tocki r(s), mozemo ga nazvati
orijentiranom tetivom. Sliku 4. i neke koje slijede, pa i slike 2. i 3., treba promatrati
tek kao karikature —uvec¢amo li, naime, neposredni okoli§ tocke r(s) nebrojeno mnogo
puta, tako da infinitezimalni luk A#(s, ds) postane vidljiv, njegovo odstupanje od tetive
jos uvijek necemo vidjeti. Tek kada taj, uvec¢ani, prikaz ponovno povecamo nebrojeno
mnogo puta, uocit ¢emo odstupanje; no, duljine prikaza luka i tetive postaju pritom
neizmjerno velike. Drugim rije¢ima, i najveca je udaljenost izmedu luka i njegove tetive
neizmjerno mala u odnosu na duljinu luka, kao i u odnosu na duljinu tetive—ta je
udaljenost, dakle, broj bezbroj puta manji od neizmjerno maloga broja, pa kazemo da
je to neizmjerno mali broj drugoga reda. Stoga je i razlika duljina luka A#(s,ds) i
tetive A7(s,ds) neizmjerno mala u odnosu na te duljine,

|A7(s, ds)| — |AF(s, ds)| ;AT ds)| — |AF(s, ds)]
|A7(s, ds)] |AT(s, ds)|

« 0,

Sto znaci da je mozemo zanemariti i uzeti da su te duljine medusobno jednake. (Simbol =
znaci neizmgjerno blizu—toliko blizu, da ¢emo taj simbol u vecini slucajeva odmah, bez
mnogo galame, zamijeniti simbolom =.)

Diferencijal d7(s,ds) definiran je izrazom

d7(s,ds) = 7(s)ds. (8)



A7(s,ds) d(s +ds)
Slika 4.

Kako je krivulja = pravilna, derivacija 7/(s) # 0 postoji u svakoj njezinoj tocki. Ta
derivacija i diferencijal d7(s,ds) vektori su koji, znamo, odreduju smjer tangente na
krivulju = u tocki r(s) i orijentaciju na njoj. Najcesée ih zamisljamo ili crtamo s pocetnom
tockom u tocki r(s); na slici 4.d. prikazan je samo diferencijal, jer je, za razliku od
njega, derivacija vektor kona¢ne duljine. U infinitezimalnome okolisu tocke 7(s) tangenta
prianja uz krivulju, pa je diferencijal d7(s,ds) nerazluciviod luka A#%(s,ds) iod njegove
tetive; reéi ¢emo da su vektori d7(s,ds) i A7(s,ds) »gotovo paralelni«. K tomu je jos i
udaljenost vrhova tih vektora neizmjerno mala u odnosu na njihove duljine,

|d7(s,ds) — AT (s,ds)

|
—> = 07
[d7(s, ds)|

i, time, zanemariva, a to pak znaci da je zanemariva i razlika tih duljina,

|d7(s, ds)|| — |AT(s, ds)]

— = 07
[d7(s, ds)|
pa je zanemariva i razlika duljina diferencijala i luka,
|d7(s, ds)| = [AT(s, ds)]

[d7(s, ds)]
tako da umjesto s duljinom luka dalje mozemo raditi s duljinom diferencijala

[d7(s, ds)| = [7(s)] ds. (9)
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Uzet ¢emo da je funkcija ¢ neprekinuta u s; njezin je prirast
Aq(s,ds) = q(s + ds) — q(s)

izmedu tocaka r(s) i r(s+ds) tada infinitezimalan. Pretpostavimo li da raspodijeljena
sila § uzduz luka A%(s, ds) ne mijenja ni smjer ni vrijednost, nego da je, kao na slici 4.b.,
u svim toc¢kama luka dana vektorom ¢(s), i uvrstimo li jos, prema slici c., umjesto duljine
infinitezimalnoga luka duljinu diferencijala, vektor ¢e infinitezimalne rezultirajuce sile
dijela sile ¢ na luku A#(s,ds) biti

G(s) [d7(s,ds)| = q(s) [7'(s)] ds. (10)

Pretpostavimo li pak da je, kao na slici e., u svim tockama luka sila § dana vekto-
rom ¢(s + ds), vektor ¢e infinitezimalne rezultirajuce sile biti

q(s +ds) [7(s)| ds = [q(s) + AG(s,ds)] [7(s)] ds
G(s) [7(s)| ds + Ag(s, ds) [#(s)] ds.

Taj se vektor od prethodnoga razlikuje za vektor Aq(s,ds) |7(s)| ds. Duljina je te razlike
neizmjerno mali broj drugoga reda, jer su i ds i |Ag(s,ds)|| neizmjerno mali brojevi,
a to pak znaci da je razlika duljina dvaju vektora neizmjerno mala u odnosu na duljinu
jednoga ili drugoga i da su ti vektori gotovo paralelni. Vektor je stvarne infinitezimalne
rezultirajuce sile po duljini, po smjeru i po smislu »negdje izmedu« nasih dvaju vektora,
pa je i razlika izmedu njega i vektora (10) zanemariva. Drugim rije¢ima, ako je funkcija ¢
neprekinuta u s, mozemo uzeti da je vektor infinitezimalne rezultirajuce sile dijela tom
funkcijom zadane sile, koji djeluje na odsjecku A#(s,ds), dan izrazom (10).

Uz netom izracunanu rezultirajucu sila pripadnoga dijela raspodijeljene sile na od-
sjecak AP(s, ds) djeluju i sile —Q(s) i Q(s + ds) u presjecima 7(s) i (s + ds) (slika 3.),
pa je prvi uvjet ravnoteze toga odsjecka—iScezavanje zbroja vektora svih sila koje na nj
djeluju—izrazen jednadzbom

~Q(s) + Q(s+ds) + G(s)[¥(s)| ds = O. (11)

Vektor 63 (s + ds) jednak je, prema slici 5., zbroju vektora @(5) i vektora jednakoga
prirastu AQ (s, ds) funkcije @,

(s +ds) = Q(s) + AGQ(s,ds),
pa prethodna jednadzba uvrstavanjem prelazi u
AGQ(s,ds) + Gls) [7'(s)| ds = T.

Zapisemo li je u obliku
AQ(s,ds) = —q(s) [7(s)] ds,
vidjet ¢emo da vektor prirasta unutarnje sile mora po intenzitetu i smjeru biti jednak

vektoru rezultirajuce sile dijela vanjske sile na luku A#(s,ds) i imati suprotan smisao.
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Slika 5.

Bududi da je ta rezultirajuca sila infinitezimalna, i prirast ¢e biti infinitezimalan, Sto
znadci da je funkcija @ neprekinuta u s, a kako s moze biti bilo koja tocka intervala [0, {y],
funkcija je neprekidna na tom intervalu.

Stovise, moze se pokazati da je funkcija Cj na [0, {y] apsolutno neprekidna. Apsolutna
neprekidnost »strozi« je oblik neprekidnosti: apsolutno neprekidna funkcija derivabilna
je u (gotovo) svim tockama intervala na kojemu je definirana; u nasemu je slucaju zbog
neprekidnosti funkcija ¢ i |7’| funkcija Q derivabilna u svim tockama intervala [0, o).
Njezin prirast A@ (s,ds) mozemo, stoga, zamijeniti diferencijalom d@ (s,ds),

A a(s, ds) = dC—j(s, ds),

te je
dd(s,ds) + G(s) [#(s)|ds = O. (12)
Uvrstavanje definicije diferencijala
dQ(s,ds) = Q'(s)ds (13)
daje
Q'(s)ds + q(s) [7'(s)|ds = 0,
pa je, bududi da taj izraz mora vrijediti za svaki ds,
Q'(s) + @(s)[7(s)| = O. (14)

Funkcijom @ izrazena je raspodijeljena sila po jedinici duljine deformirane osi r u
kona¢nom, ravnoteznom stanju Stapa. Funkcija ¢, medutim, na pocetku proracuna ne
mora biti poznata, nego moze ovisiti o tada jos nepoznatoj krivulji ». Opterecenje je
stoga Cesto pogodnije zadati po jedinici duljine osi rg nedeformiranoga stapa (kakav je,
recimo, prikazan u projektu). To ne zna¢i da se uzima da ono, suprotno pretpostaveci,
u trenutku pocinje djelovati u punoj vrijednosti; rije¢ je tek o formalnu postupku—o
preslikavanjima matematicke funkcije s deformirane na nedeformiranu os i obratno.

Jedan ¢emo nacin preslikavanja uvesti primjerom. Vlastita je tezina Stapa po jedinici
duljine nedeformirane osi zadana izrazom

Gyol(s) = 00(s)Ao(s) gk
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u kojemu ¢ oznacava gravitacijsko ubrzanje, a funkcije Ag i gy opisuju plostine poprec¢nih
presjeka i gustoéu gradiva uzduz osi nedeformiranoga stapa. (Tijekom gradenja ta tezina
obi¢no pociva na skeli. Nakon dovrSenja skela se ne izmic¢e naglo, nego se polagano
otpusta, tako da stap postupno, deformirajuéi se, preuzima vlastitu tezinu.) Pri deformi-
ranju se tezina Stapa, kao ni pojedinih njegovih dijelova, pa ni infinitezimalnih, ne mijenja.
Stoga, mijenja li se duljina osi, promijeniti se mora i funkcija koja opisuje vlastitu tezinu.

Luéni odsjecak A#(s,ds) odsjecak je u koji pri pomicanju i deformiranju stapa prelazi
infinitezimalni luéni odsjecak A%y (s, ds) nedeformirane osi (slika 2.). Sve §to smo rekli o
odnosu odsjecka AP(s,ds), tetive A7(s,ds) i diferencijala d7(s,ds) vrijedi i za odnos
odsjecka APy(s,ds), tetive

A7Ty(s,ds) = ro(s +ds) — 7ro(s)
i diferencijala
dry(s,ds) = 1(s)ds. (15)

Kako je s prirodni parametar krivulje 7o, odsjecak A%q(s,ds) je duljine ds. Iz ¢injenice
da je razlika |dry(s,ds)| — |A#o(s,ds)| neizmjerno mala u odnosu na ds neposredno
slijedi da je i diferencijal d7y(s,ds) duljine ds,

|7 (s, ds)|| = ds, (16)
odnosno da je [15(s)| =1 za svaki s.

Trazena veza funkcija ¢,0 i g, kojima su opisane vlastite tezine nedeformiranoga i
deformiranog stapa slijedi iz zahtjeva da nedeformirani i deformirani infinitezimalni luc¢ni
odsjecak imaju jednake tezine:

Goo(s)ds = Go(s) [7'(s)[ds  uz  Gyls) = o(s)A(s) g k;

promijeniti se, dakle, moraju plostine popre¢nih presjeka i(li) gustoca gradiva.

=
V)
~—

d7(s,ds)
AT(s,ds)
Slika 6.

I opéu raspodijeljenu silu mozemo definirati tako da su na odsjeccima deformirane i
nedeformirane osi vektori infinitezimalnih rezultirajucih sila jednaki (slika 6.):

G(s) [7(s)l|ds = Go(s)ds (17)
12



ili
q(s)&(s) [F'(s)| ds = qo(s) &(s) ds,
pri ¢emu su skalarnim funkcijama ¢ i gy dane vrijednosti raspodijeljene sile po jedinici
duljine osi 7 deformiranoga i osi 7y nedeformiranog stapa, a jedini¢ni vektor €,(s) odreduje
pravce djelovanja sile go(s) u tocki ro(s) i sile g(s) u tocki r(s) i orijentacije na njima;
slijedi
t0(s) = q(s) [F(s)].
Ocito je da se pretpostavljena neprekinutost funkcije ¢ u s prenosi i na funkciju gp.
Uvjet is¢ezavanja zbroja vektora svih sila koje djeluju na odsjecak A% (s, ds) mozemo
sada izraziti jednadzbom
~Q(s) + Q(s+ds) + Go(s)ds = 0 (18)
iz koje, kao i prije, slijedi
dQ(s,ds) + qo(s)ds = 0, (19)
ili, u drugom obliku,
Q'(s)ds + Go(s)ds = 0

te je, na kraju,

—

Q'(s) + d(s) = 0. (20)

Drugi je uvjet ravnoteze odsjecka AP(s,ds) iscezavanje zbroja vektora svih mome-
nata, koncentriranih i raspodijeljenih, koji na nj djeluju i momenata, u odnosu na bilo
koju tocku, svih sila, koncentriranih i raspodijeljenih, koje djeluju na nj; odabrat ¢emo
ishodiste.

Izvod je izraza za vektor infinitezimalnoga rezultiraju¢eg momenta dijela raspodije-
ljenoga momenta m koji djeluje na odsjecku A#(s,ds) analogan izvodu izraza za vektor
rezultirajuce sile dijela raspodijeljene sile. I struktura je dobivenih izraza ista:

mi(s) [d7(s,ds)| = mi(s) ["(s)| ds & mi(s) [7'(s)| ds = mio(s)ds,
pri ¢emu su
m(s) = m(s)€n(s) & mo(s) = mo(s)Enl(s),

a skalarne funkcije m i mg izrazavaju vrijednosti raspodijeljenih momenata po jedinici
duljine deformirane i nedeformirane osi, dok su njihove osi u oba slucaja odredene vek-
torskom funkcijom €,,, [€,(s)| =1 za s € [0, ).

Smjestimo li njezin vektor na pravac koji prolazi polovistem diferencijala, infinite-
zimalna Ce rezultirajuca sila pripadajucega dijela raspodijeljene sile § biti rezultanta
(slika 7.a.).

Vektor infinitezimalnoga momenta dijela raspodijeljene sile u odnosu na ishodiste
izracunavamo kao vektor momenta njezine infinitezimalne rezultante:

[7(s) + £ d7(s,ds)]| x [g(s) [dP(s,ds)]]
= 7(s) x [q(s) [dF(s,ds)[] + 5 d7(s,ds) x [q(s) | d7F(s,ds)]|]-
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G(s) [d7(s, ds)|

/ d(s) [d7(s, ds)|

n(s) ||d7(s, ds),/\
s,ds

dr(s,ds)
A7 (s, ds)

Slika 7.

Drugi c¢lan s desne strane, kao umnozak dvaju neizmjerno malih vektora, neizmjerno je
mala veli¢ina drugoga reda, tako da se u odnosu na prvi ¢lan, neizmjerno malu veli¢inu
prvoga reda, moze zanemariti, a to znaci da se vektor rezultirajuce sile moze premjestiti
na pravac koji prolazi tockom 7(s) (slika 7.b.), pa je u odnosu na ishodiste vektor njezina
momenta

(s) x q(s) [d7(s,ds)| = P(s) x q(s) [7'(s)] ds, (21)
odnosno, uz prikaz raspodijeljene sile po jedinici duljine nedeformirane osi,
7(s) x qo(s)ds. (22)

(Kako je moment »slobodni vektor«, infinitezimalni rezultiraju¢i moment mozemo nacr-
tati na bilo kojem pravcu.)

Napokon, kako na promatrani odsjecak (slika 3. na stranici 8.) u presjecima 7(s)
i r(s+ds) djelujuisile —Q(s) i Q(s + ds), u obzir treba uzeti i njihove momente u
odnosu na ishodiste, s vektorima

P(s) x [-Q(s)] = —7(s) x Q(s) i F(s+ds) x Q(s+ds),

a tu su jos, u tim presjecima, i momenti —97(5) i 97(5 + ds).
Drugi uvjet ravnoteze odsjecka A% (s, ds) —iscezavanje zbroja vektora svih momenata

koji na nj djeluju— mozemo sada izraziti jednadzbom

“M(s) + M(s+ds) — 7(s) x Q(s) + 7(s+ds) x Q(s + ds)

. (23)
+mi(s) [F(s)[ds + T(s) x q(s) ['(s)[ ds = 0
ili jednadzbom
—]\7(3) + ]\7(3+d3) — 7(s) x Cj(s) + 7(s +ds) x @(s + ds) (24)
+mo(s)ds + 7(s) x @y(s)ds = 0.
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Zamijenimo li, kao i prije, priraste funkcija diferencijalima,

—

M(s +ds) = ]\7(3) + A]\_j(s,ds) S ]\7(3) + d]\_j(s,ds),

— —

Q(s+ds) = Q(s) + Aé(s,ds) “ Cj(s) + d@(s,ds),
7(s+ds) = 7(s) + AF(s,ds) = 7(s) + dr(s,ds),

-
dobit ¢emo nakon sredivanja, zanemarivsi uz to ¢lan dr(s,ds)xd@ (s, ds) koji je umnozak
neizmjerno malih veli¢ina,

—

dM(s,ds) + dii(s,ds) x Q(s) + m(s)[7(s)] ds
+ 7(s) x [dé(s,ds) + q(s) |7(s)] ds] = 0

—

dM(s,ds) + d7(s,ds) x (.3(8) + mio(s)ds
+ 7(s) x [d@(s,ds) + Go(s)ds] = 0.

Kako su podizrazi u uglatim zagradama lijeve strane jednadzbi (12) i (19) koje izrazavaju
iStezavanje zbroja sila, slijedi

d]\_/f(s,ds) + d7(s,ds) x @)(3) + m(s) |[7(s)|ds = O (25)
1 d]\—Z(s,ds) + d7(s,ds) x Cj(s) + io(s)ds = 0. (26)

[ Momenti koncentriranih i raspodijeljenih sila mogu se uzeti u odnosu na bilo koju tocku.
Pokazite da se jednadzba (26) moze izvesti i iz uvjeta ravnoteze momenata oko tocke r(s)
ili oko tocke r(s + ds)!]

Ako jos u prethodne jednadzbe uvrstimo definicije diferencijala d7(s, ds) i diferencijala

dM(s,ds) = M'(s)ds, (27)

dobit ¢emo, uz cinjenicu da te jednadzbe moraju vrijediti za svaki ds, diferencijalne
jednadzbe

—

M'(s) + #(s) x Q(s) + mi(s) [F'(s)] = O (28)

M'(s) + 7(s) x Q(s) + mo(s) = 0. (29)
Parove jednadzbi (14) i (28) te (20) i (29) nazivamo jednadzbama ravnoteZe stapa u
diferencijalnom obliku ili diferencijalnim jednadzZbama ravnoteZe Stapa.
1.3. Integralni oblik jednadzbi ravnoteze

»lzrezat« ¢emo sada iz Stapa lucni odsjecak konacne duljine izmedu tocaka s mate-
rijalnim koordinatama 515, 0 < 5 < 5 < £;. Cesto ée biti 5 = 0, 5to znaéi da ¢emo
izdvojiti dio od pocetka stapa do odabranoga presjeka s; katkad ¢e pak biti pogodnije
izdvojiti dio od nekoga presjeka 5 do kraja Stapa, pa ¢e tada biti § = ;.
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U neoptereéenu stanju materijalne tocke 5 i s leze u prostornim tockama r4(3) i ro(5),
a nakon nanosenja optereéenja, u ravnoteznu stanju, u prostornim tockama r(5) i 7(S).
Kao sto slika 8.a. prikazuje, neoptereéeni luk #((S,s) prelazi u uravnotezeni luk #(s, S)
(opterecenje preglednosti radi nije nacrtano).

Slika 8.

Na luk #(5,5) djeluju koncentrirane sile —Q(5) i Q(5) i koncentrirani momenti
*9\_/[)(5) i 97[(§) u krajnjim presjecima te, po njegovoj duljini, raspodijeljena sila ¢ i ra-
spodijeljeni moment i (slika 8.b.).

Prvi uvjet ravnoteze luka 7(8, ) zahtijeva sada iSCezavanje zbroja vektora koncentri-
ranih sila —Q(5) i Q(5) i vektora rezultirajuce sile raspodijeljene sile ¢. Da izracunamo
vektor te rezultirajuce silu, podijelit ¢emo luk #(5,S) na nebrojeno mnogo neizmjerno
malih odsjecaka A7(s,ds). U prethodnom smo odjeljku pokazali da je na svakome od
njih infinitezimalna vektor rezultirajuce sile pripadajucega dijela sile g

q(s) |#'(s)| ds ili, za neke vrste optereéenja, gGo(s) ds.

Kao sto zbroj konacnoga broja vektora sila konac¢nih intenziteta daje vektor njihove
rezultirajuce sile, tako ¢emo i trazeni vektor rezultirajuce sile dobiti zbrajanjem, ali sada
svih nasih bezbroj infinitezimalnih vektora. Da bi takav vektor bio »dobro definiran«,
moraju biti zadovoljena dva uvjeta. Ponajprije, zbroj mora dati vektor konac¢ne duljine.
Uz to, ni duljina toga vektora, ni njegov smjer, ni njegova orijentacija ne smiju ovisiti
o nacinu podjele luka #(5,5) na infinitezimalne odsjecke —kako god luk podijelili na
odsjecke, uvijek moramo dobiti isti vektor. Ako su ta dva uvjeta ispunjena, zbroj se
naziva odredenim (Riemannovim) integralom, pa je vektor rezultirajuce sile

[asmeias u [ aeas 0

Integriranje je, kazu, postupak koji oprasta i zaboravlja. Izraze za vektor infinite-
zimalne rezultirajuce sile sile § na odsjecku A#(s,ds) izveli smo uz pretpostavku da
su funkcije ¢ i gy neprekinute u s, no tu, poprilicno strogu pretpostavku mozemo sada
»oslabiti« i uzeti da su funkcija ¢, kao na slici 8.b., i preslikana funkcija gy, tek po di-
jelovima neprekinute, Sto znaci da su neprekinute svuda osim u kona¢no mnogo tocaka
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segmenta [0, 4], u kojima smiju imati kona¢ne skokove. (Time nismo obuhvatili sve
integrabilne funkcije, ali je skup po dijelovima neprekidnih funkcija dovoljno bogat za
nase potrebe ... barem zdsada— koncentrirana djelovanja ostaju prica za sebe.)

Pribrojimo li Vektorima rezultirajuéih sila (30) vektore sila —a( 5)1i a( 5) koje djeluju

—

—Q(5) + Ej(§) + / q(s) [7'(s)|ds = G, (31)

odnosno _

-

—Q5) + Q) + fao@ds - 0. (32)

No, da bi odsjecak #(8, ) bio u ravnotezi, osim zbroja vektora svih sila is¢eznuti mora
i zbroj vektora svih momenata i momenata svih sila u odnosu na po volji odabranu tocku.
Odaberemo li ishodiste, vektori su momenata sila u krajnjim presjecima

) x O(3) i 7(3) x O(3),

dok je vektor rezultiraju¢ega momenta pripadajucega dijela raspodijeljene sile zbroj ne-
brojeno mnogo vektora infinitezimalnih momenata infinitezimalnih rezultanata:

/S?(s)xa@ #(s)|ds  ili /s?(s)xé’o(s)ds. (33)

Vektor je pak rezultiraju¢ega momenta odgovarajucega dijela raspodijeljenoga momenta

/m V7P (s)|ds ili /mo

Uvjet iS¢ezavanja zbroja vektora svih momenata mozemo sada izraziti jednadzbom
~M(s) + M(3) — 7(5) x Q(s) + 7(5) x Q(5)
; . (34)
+/ [7(s) x q(s) + mi(s)] [F(s)|ds = 0

ili

5 R (35)
—I—[ [7(s) x Go(s) + mo(s)]ds = 0

(u zadnjem smo pribrojniku obje jednadzbe upotrijebili ¢injenicu da je zbroj integrala
dviju funkcija jednak integralu njihova zbroja).

Parove jednadzbi (31) i (34) te (32) i (35) nazivamo jednadzbama ravnoteze Stapa u
integralnom obliku ili integralnim jednadzbama ravnoteZe Stapa.

Ako je sila —6(5) poznata, iz jednadzbe (32) neposredno slijedi izraz za izracunavanje
vektora sile Q(S): _

36) = Gs) / o(s) ds. (36)
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Ako je poznat i moment —af (5), vektor momenta M () moZzemo potom izra¢unati prema
izrazu izvedenome iz jednadzbe (35):

—

M(5) = M(5) + 7(5) x Q(5) — 7(5) x Q(5)
_ /s [7(s) x Go(s) + mo(s)]ds.

Naravno, na jednak na¢in mozemo primijeniti i jednadzbe (31) i (34).

1.4. Linearizacija jednadzbi ravnoteze za ravni Stap

Neopterecen ravan stap duljine ¢y, mozemo smjestiti u koordinatni sustav tako da se
segment [0, /o] na osi & poklapa s osi §tapa, zamjenjujuéi pritom parametar s apscisom x
(slika 9.). Tada su 7o(z) = o+ 27 i r(x) =0+ 27+ P(x), odnosno 7o(x) = a7 i
7(z) = 27+ p(x). Pretpostavit ¢emo da je oblik Stapa takav da su glavne osi tromosti
svih poprecnih presjeka medusobno usporedne; glavne osi tromosti mozemo tada postaviti
usporedno s osima ¥y i z.

Slika 9.

Integralne jednadzbe ravnoteze ravnoga odsjecka 7y(Zz, ), sada za 0 < T < T < /o,
dobivamo iz jednadzbi (32) i (35) jednostavnom zamjenom varijabli s i ds varijablama x
idax:

@@—@@+/@wmza (38)
; - (30)

Isto tako, kako su sada sve funkcije funkcije apscise x, u diferencijalnim jednadzbama
ravnoteze ' oznacava derivaciju po x:

(x) + dolx) = 0, (40)

"(z) + P(z) x Q(z) + Molz) = 0. (41)

SORSY
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Pretpostavka da su »pomaci mali« znaci da su njihove duljine »mnogo manje« od
duljine Stapa:
[p(2)]| < fo. (42)

Kako su duljine vektora polozaja pojedinih tocaka stapa istoga reda velic¢ine kao i duljina
Stapa, pretpostavku o malim pomacima mozemo iskazati i u obliku

1B(z)]| < [Fo(z), (43)
te slijedi
r(z) = To(x) + plz) ~ To(x). (44)

Uvjete ravnoteze mozemo stoga postaviti na nedeformiranu odsjecku (slika 10.) te u
jednadzbi (39) umjesto 7 pisati 7. Uz 7o(z) = x7, linearizirane su integralne jednadzbe
ravnoteze ravnoga stapa:

(bududi da zbroj vektora sila ne ovisi o polozajima njihovih hvatista, odredenima vekto-
rima polozaja, prva se jednadzba nije promijenila).

~Q(x)

do
z)

2 M (%) Q)
Slika, 10.
Kako je na temelju pretpostavke o malim pomacima 7(z) ~ 7(x) = 27, bit ¢e
Po) ~ T(z) = 7, (47)

pa su linearizirane diferencijalne jednadzbe ravnoteZe ravnoga Stapa:

Q'(z) + dlz) = 0, (48)
M'(z) + 7% Q(z) + mo(z) = 0 (49)

(prva jednadzba ponovno ostaje nepromijenjenom).
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Uz uvrijezeni rastav vektora unutanje sile u komponente,

-

Q(z) = N(@)7 + Ty(2)7 + T.(x) F,

i uz odgovarajudi rastav vektora raspodijeljene sile,

—

Go(r) = Go2(®)7 + qoy(2)T + qoe(2) F,
integralna jednadzba ravnoteze sila (45) postaje
[N(.%)Z LT, (E) T + TZ(E)E] - [N(;E)? LT, (@) 7 + Tz(az)%]

+ [ [(Joﬂn(x)7 + qoy(x)7 + qo,z(:v)z] dr =

te, nakon sredivanja, prelazi u

[N(f) — N(z) +/j qo.x(7) dx] 7+ [Ty(f) —T,(z) +/j qoy(7) dx] 7

+ [TZ(:%) —T.(z) + / Go.. () dx] k = 0.

0

Y

Da bi ta vektorska jednadzba bila zadovoljena, iS¢eznuti mora svaka komponenta zasebice,

pa su kanonske skalarne linearne integralne jednadzbe ravnoteZe sila

N(z) — N(z) +/xqo,x(:c) dz = 0,
T,(z) — T,(z) +/$q07y(a:) dz = 0,

T.(z) — T,(%) +[xqo,z(x) dr = 0.

(52)

(53)

(54)

Nakon rastava u komponente vektora momenta u presjeku i vektora vanjskoga raspo-

dijeljenog momenta,
M(z) = My(2)7 + M,(z)7 + M.(z)F,

mo(z) = mo(x)7T + moy(x) 7 + mo.(x)k,

te uz
7 7 k
T X C—j(m) = | x 0 0 | = —a2T.(2)] + =2 Ty(x) k
N(z) T,(z) T.(x)
i
7 7 k
27 X gox) = x 0 0 = —xqo.(z)] + xqo,y(x)z,

0.2(%) Goy() qo:(7)
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mozemo na slican nacin iz vektorske jednadzbe (46) »izvesti« kanonske skalarne linearne
integralne jednadzbe ravnotezZe momenata:

My(Z) — My(z) + [ moq(z)dz = 0, (55)
v (56)

’ (57)

Analogno, iz vektorskih diferencijalnih jednadzbi (48) i (49) rastavom u komponente
dobivamo sustav kanonskih skalarnih linearnih diferencijalnih jednadzbi ravnoteZe:

N'(z) + qoz(2) (58)

Ty(x) + qoy(z) (59)

T:(z) + qo:(2) (60)

Mi(x) + mog(x) = (61)

M, () — To(x) + moy(x) (62)
M (x) + Ty(x) + mo.(2) (63)
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2. Geometrija pomaka i deformacija

[...] iako drzim da ste najveéi matematicar u cijeloj Europi, nije
me ta osobitost privukla; nego sam uocio toliko duha i ¢estitosti u
Vasem govoru, da sam Vas zbog toga potrazio. Ako ¢emo, naime,
govoriti otvoreno o geometriji, ja je smatram najvisom duhovnom
vjezbom; ali u isti mah vidim je kao toliko nevaznu, da ¢u napra-
viti malu razliku izmedu covjeka koji se bavi samo geometrijom i
jednoga vjestog obrtnika.

Blaise Pascal, u pismu Pierreu de Fermatu

2.1. Stap u prostoru

Za potpuniji opis geometrije pomaka i deformacija Stapa treba osim njegove osi u
pricu uvesti i poprecne presjeke (slika 11.a.). Os je nedeformiranoga zakrivljenog stapa
(slika b.) krivulja ry (izraz (1) na stranici 3) koju opisujemo vektorskom funkcijom 7
danom izrazom (2). Prema definiciji, popre¢ni presjeci nastaju presijecanjem Stapa rav-
ninama okomitima na os; popre¢ni su presjeci, prema tome, ravninski likovi (slike a. i g.).

Pod zadanim vanjskim silama i pri raznim drugim djelovanjima Stap se, znamo, po-
najcesée pomice i deformira (slika 11.c.). Pomaknuta je i deformirana os (slika d.) krivu-
lja 7 (3) (stranica 6) opisana vektorskom funkcijom 7 (4).

Vektor koji spaja pocetni i krajnji polozaj neke tocke tijela pri njegovu gibanju ili
deformiranju nazvali smo pomakom te tocke. Pomake tocaka osi stapa (slika 11.f.) opi-
sujemo vektorskom funkcijom p (5).

I poprecni se presjeci deformiraju: ravninski se likovi »iskrivljuju« i »izlaze iz svojih
ravnina« te postaju likovima na plohama (slika 11.c.). Trebalo bi stoga pratiti pomak
svake tocke nekoga poprecnog presjeka, pa potpuni matematicki opis stanja pomaka i
deformacija Stapa trazi primjenu parcijalnih diferencijalnih jednadzbi. S druge je strane
oc¢ito da zbog »vitkosti« Stapa krivulja r daje mozda pomalo »grubux, ali ipak dovoljno
toénu sliku njegova oblika i polozaja (udaljimo li se dovoljno, vidjet éemo samo liniju),
te ¢e uvodenje dodatnih pretpostavaka omoguéiti primjenu funkcija jedne varijable (pa-
rametra s, recimo) i obi¢nih diferencijalnih jednadzbi i time bitno pojednostavniti opis,
a odstupanja od stvarnoga stanja, koja se time unose, za veé¢inu prakticnih primjena nisu
znatna.

U svakoj tocki ry(s) osi g uvest ¢emo lokalni koordinatni sustav ({0 Mo Co) (s). Lokalnu
os &(s) odabrat éemo na pravcu tangente na os 7y u promatranoj tocki. Taj je pravac
odreden vektorom to(s) = 7(s). Kako je s prirodni parametar, to(s) je jediniéni vektor,
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Slika 11.
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lto(s)| = 1, pa se naziva jedinicnim vektorom tangente. Za pozitivni smisao osi & (s) uzet
¢emo smisao vektora ?0(3), tako da je taj vektor prvi vektor ortonormirane baze lokalnoga
koordinatnog sustava: €y (s) = o(s) = 7o(s).

Buduéi da je ravnina ©og(s) poprecnoga presjeka kroz tocku ry(s) okomita na tan-
gentu y(s), lokalne osi 79(s) i ¢y(s) lezat ée u toj ravnini. Uzet éemo da se te osi pokla-
paju s glavnim osima tromosti poprecnoga presjeka, a orijentirat ¢emo ih tako da vektori
€0.1(s), €0.2(s) na no(s) 1 € 3(s) na (o(s) tvore desnu ortonormiranu bazu (slika 11.g.).

Materijalne tocke wog(s, 9, o) = 0 + @o(s, Mo, (o) poprecnoga presjeka odredene su
vektorima

Zo(s,m0,C0) = To(s) + 1m0 €o2(s) + Co€os(s), s€[0,4], (n0,C) € Dols), (64)

gdje je Dy(s) lik u R? sukladan popretnome presjeku. Vektorom

00(5,M0,C0) = Mo €o2(s) + Co€o3(s) (65)

odreden je polozaj (materijalne) tocke u promatranom popre¢nom presjeku u odnosu na
tocku 7 (s), pa prethodni izraz mozemo pisati u obliku

75’0(3,7707@) = 770(3) + 50(37U0, Co), S€ [O,€0]> (770, Co) € DO(S); (66)

vektor 7(s) dovodi nas u promatrani popre¢ni presjek, a zatim nas u ravnini toga presjeka
vektor gy(s,no, (o) vodi do odabrane tocke.

Osnovna pretpostavka teorija Stapova koje ¢emo opisati pretpostavka je da poprecni
presjeci i nakon pomicanja i deformiranja Stapa ostaju ravni te da ni u svojoj ravnini ne
mijenjaju oblik (slike 11.e. i h.). Pretpostavljamo, prema tome, da se poprecni presjeci
tijekom pomicanja i deformiranja Stapa ponasaju kao kruti diskovi; drugim rijecima,
deformacije tih presjeka, u njihovim ravninama i izvan njih, zanemarujemo. Ravninski
likovi, u koje izvorni poprecni presjeci prelaze pomicanjem, mogu, ali ne moraju biti
poprecni presjeci deformiranoga Stapa—mogu, naime, ali ne moraju biti okomiti na

deformiranu os?

Vektori €y1(5), €,2(5), €0.3(s) pri pomicanju i deformiranju Stapa prelaze u vektore
€1(s), €x(s), €3(s) (slika 11.h.). Buduéi da se ravnina popre¢noga presjeka ne defor-
mira, vektori é(s) i €3(s) bit e, kao slike medusobno okomitih jedini¢nih vektora €y 2(s)
i €3(s), jediniéni 1 medusobno okomiti. Ti vektori razapinju ravninu zo(s) u koju je
poprecni presjek prenesen iz ravnine wog(s), pa su tocke w(s,n,() = o+ @(s,n,() slike
poprecnoga presjeka odredene vektorima

@(s,m,¢) = T(s) + neas) +¢e(s) = F(s) + &(s,n.C),  (n,¢) € D(s), (67)
gdje je D(s) € R? lik sukladan popre¢nome presjeku, a vektori
d(s:m,¢) = néa(s) + (E(s), (68)

daju polozaje tocaka u ravnini zo(s) u odnosu na tocku r(s).

3 Teorija savijanja Stapova utemeljena na pretpostavci ravnih poprecnih presjeka koja ne trazi da ti
presjeci ostanu okomiti na deformiranu os naziva se Timosenkovom teorijom, dok se teorija u kojoj se
uvodi i dodatno ogranicenje da presjeci moraju ostati okomiti na os naziva Bernoulli-Eulerovom teorijom.

Pretpostavku pak da se popreéni presjeci ne deformiraju u svojoj ravnini uveo je Navier.
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Neka je tocka

W(S,Ua g) = ’I"(S) + 5(37777 C) = 0 + ?(S) + 5(5,% C)

tocka u koju je premjeStena materijalna tocka poprecnoga presjeka koja je lezala u tocki

@o(5,10,C0) = To(s) + Go(s,m0,¢0) = 0 + To(s) + o(s,m0,Co)-

No, ponovit ¢emo, poprecni se presjek giba kao kruto tijelo, $to zna¢i da vektor gy(s, 7o, (o)
prelaskom u vektor g(s,n, () ne mijenja duljinu:

180 (s, M0, o)l = [18(s,m, Q)]

Stovise, iako se smjer vektora u prostoru (kutovi koje zatvara s koordinatnim osima z, y, 2)
pri prenoSenju mijenja, njegov smjer u putujucoj ravnini popre¢noga presjeka ostaje isti—
nagibi u odnosu na lokalne koordinatne osi n(s) i {(s) jednaki su nagibima u odnosu na
osi o(s) i Co(s), a to znaci da su i duljine odgovaraju¢ih komponenata jednake,

Ino€oa(s)| = Inéx(s)l 1 N¢ocos(s)| = lI<es(s)],
odnosno, da vrijedi
o = 1, G =¢ i Do(s) = D(s);

Mo, Co, M 1 C oznacavaju u ovome izrazu brojeve — skalarne komponente vektora, a ne osi
lokalnih koordinatnih sustava; te osi i dalje treba razlikovati.

Slijedi da umjesto (67) i (68) mozemo pisati

@(s,m0,C0) = T(s) + moea(s) + Coesls) = 7(s) + &(s,m,), (m0,G) € Dols)  (69)

d(s,m0,C0) = M €a(s) + Co€s(s). (70)
Vektor €1(s) = é3(s) x €3(s) okomit je na ravninu zo(s), ali, kao Sto smo rekli,

ravnina =o(s) ne mora biti okomita na os 7, pa se €;(s) ne mora poklapati s jedini¢nim
vektorom® #(s) = 7'(s)/||#'(s)| kojim je odredena tangenta na krivulju = u tocki =(s).

Preslikavanje koje ravninu zoy(s) prevodi u ravninu zo(s) mozemo prikazati kao kom-
poziciju translacije i rotacije u prostoru. Translacija ravnine je, kao »paralelni« pomalk,
odredena pomakom tocke na osi Stapa, dakle, vektorom p(s). Translacijom su pocetci
vektora €y1($), €02(s), €.3(s) preneseni iz tocke 7¢(s) u tocku (s). Sada ¢emo te vektore
zarotirati oko tocke r(s) tako da se »poklope« s vektorima €;(s), €3(s), €3(s); oznacimo
li rotaciju s R(s), bit ¢e

Gi(s) = R(s)€a(s),  Gls) = R(s)Goa(s),  l(s) = R(s)Co3s(s)- (71)
(

Tocka ©og(s, 1o, o) poprecnoga presjeka u ravnini wog(s) prelazi, prema tome, u tocku
o (s, 1Mo, (p) U ravnini zo(s), odredenu vektorom

@(s,1M0,C0) = To(s) + B(s) + R(s) o(s,m0.¢0), s€[0,40] (10,C0) € Do(s). (72)

4 Kako s u opéem slucaju nije krivuljna apscisa tocke 7(s), 7/(s) nije jedini¢ni vektor.
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Pomak
5(577707@) = 5<57U0,C0) - 50(8,7707&)) (73)

koji tocku (s, no, (o) prenosi u tocku wo(s, 7y, () mozemo, prema tome, prikazati izra-
zom

Z_))(SJT]O’C(]) = ]_5(8) + R(S> 50(577707<0) - 50(577707<0) (74)
ili, uvedemo li identicko preslikavanje Z,
ﬁ(37U0>C0) = ﬁ(S) + (R(S) _I) 50(&”07(0)‘ (75)

Buduéi da je R(s) rotacija, komponente matrice R(s), kojom je ta transformacija
prikazana u lokalnoj bazi €y1(s), €2(s), €.3(s), kosinusi su kutova sto ih vektori € (s),
€(s), €3(s) zatvaraju s vektorima €y1(s), €02(s), €03(s) (odjeljak Digresija o rotaciji
krutoga tijela). Od devet komponenata samo su tri medusobno neovisne. To odgovara
¢injenici, poznatoj iz kinematike, da kruto tijelo ima tri rotacijska stupnja slobode, sto
zna¢i da se njegova rotacija moze opisati s pomocu tri neovisna parametra. Necemo
ulaziti u podrobnosti; spomenut ¢emo samo da se za to obi¢no uzimaju tri kuta zaokreta
oko tri osi. Ovisno o izboru osi, kutovi se nazivaju Eulerovim kutovima ili kutovima
Taita i Bryana.

I za opis translacije potrebna su tri parametra— komponente vektora p(s). Ponovno,
poznato je iz kinematike: za opis pomaka neke tocke promatranoga poprecnog presjeka
treba poznavati Sest vrijednosti.

U veéini Stapnih elemenata gradevinskih konstrukcija kutovi zaokreta poprecnih pre-
sjeka vrlo su mali. Rotacija R moze se tada aproksimirati linearnim preslikavanjem £
kojega je djelovanje na neki vektor a zadano izrazom

£ZL’=(I+[{5><])&’=ZL’+{0’><EZ. (76)
Skalarne komponente 9, @o, @3 vektora zaokreta
()_0) = 196071 + 9 6072 + @3 6073 (77)

kutovi su zaokreta oko ost odredenih vektorima €1, €2, €p 3.

Zamijenimo li rotaciju R(s) preslikavanjem L(s), za zapis vektora koji odreduje
polozaj tocke zo(s,ny, o) umjesto izraza (72) dobivamo izraz

@(s,1m0,C0) = To(s) + B(s) + L(s) Bo(s,m0, o) (78)
ili, prikazemo li djelovanje transformacije £(s) prema izrazu (76), izraz

@(s,m0,¢0) = To(s) + B(s) + (Z + [#(s)x]) do(s, 0, Co)

S . . I (79)
= TO(S) + p(S) + 90(877]07C0) + SO(S) X QO<877I07C0)7
pa je pomak te tocke dan izrazom
B(s,m0,C0) = B(s) + B(s) x do(s,m0,Co) (30)

= B(s) + [B(s)x] o(s,n.C) = Bls) + (L(s) = I) do(s, 1m0, Co)-
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2.2. Digresija (ili zastranjenje) o rotaciji krutoga tijela

The gravitational pull of the interior world; in certain states it be-
came irresistible, distorting the geometry of conscious thought, its
straight lines and perpendicular angles. Memories ran in circles,
unable to reach a destination. Without the discipline of chrono-
logy, they crossed over and doubled back, undoing the indispen-
sable logic of cause and effect.

Philip Sington: The Einstein Girl

Pomak krutoga tijela mozemo prikazati kao kompoziciju pomaka po pravcu odabrane
njegove tocke i zaokreta tijela oko osi koja prolazi tom tockom.

2.2.1. Pomak tijela po pravcu

Pri pomaku tijela po praveu (ili pri translaciji tijela ili pri translacijskom pomaku
tijela) sve se njegove tocke pomicu za isti vektor (slika 12.a.), pa je pomak tijela po
pravcu odreden pomakom po pravcu neke, bilo koje njegove tocke.

Slika 12.

Pomakom po pravcu za vektor p tocka a = o + a dolazi u tocku
Qiransl = O + Zitr:aunsl = a + 1_7) = 0 + Zi + ﬁ (81)

Vektor pomaka p mozemo zadati s pomocu pravca po kojem se tocka krece i orijentirane
duljine pomaka. Bududi da je pravac u prostoru (to¢nije, skup svih medusobno uspored-
nih pravaca, koji ¢emo nazvati smjerom) odreden s dva kuta i da orijentiranu duljinu u
odabranom smjeru izrazavamo jednim brojem, pomak po pravcu odreden je s tri broja.

Vektor u prostoru mozemo rastaviti u tri komponente. (Ako te komponente nisu
usporedne s jednom ravninom [s kojom je usporedan i vektor|, mogué je samo jedan
rastav. [ obrnuto, tri komponente koje nisu usporedne s jednom ravninom odreduju
jedan i samo jedan vektor.)
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Najcesce je pogodno vektor pomaka rastaviti u komponente usporedne s koordinatnim
osima ili pomak zadati trima komponentama usporednima s koordinatnim osima:

P=0+0+@ = ul+v]+ wk (82)

(slika 12.b.); skalarne komponente u, v i w, orijentirane duljine komponenata pomaka
usporednih s koordinatnim osima, tri su broja kojima je zadan pomak.

Translacijski se pomak moze, dakle, zadati na vise nacina, ali uvijek su potrebna tri
broja— kazemo da tijelo i (materijalna) toc¢ka u prostoru imaju tri translacijska stupnja
slobode.

Kompoziciju uzastopnih translacijskih pomaka prikazujemo zbrajanjem vektora po-
maka; trivijalan je primjer navedeni prikaz pomaka po opéem pravcu zbrojem kompo-
nenata usporednih s koordinatnim osima. Kako je zbrajanje vektora komutativno, i
kompozicija je translacija komutativna operacija.

2.2.2. Zaokret tijela

Tijelo koje se zaokrece oko tocke nazvane sredistem rotacije u svakom se trenutku
zaokrece oko nekoga pravca koji nazivamo trenutacnom osi rotacije. Ta os moze pri
tome, prolazeci uvijek sredistem rotacije, mijenjati smjer.

Ako nas zanima samo konacni polozaj tijela, moze se naéi jedna os i zaokret (ili rotacija
ili rotacijski pomak) oko te osi koji e tijelo prenijeti iz pocetnoga u konac¢ni polozaj (iako
tijelo pritom nece proci kroz sve medupolozaje kojima prolazi rotacijom oko tocke).

Na slici 13. prikazano je (s pogledima iz Getiri razli¢ita neizmjerno daleka ocista) tijelo

No
2

je (jediniénim) vektorom ¢ = @j—l— */75 k.

nakon zaokreta za kut 7 (radijana) oko osi o koja prolazi ishodistem o, a odredena

Os rotacije je, kao (orijentirani) pravac u prostoru, odredena s dva kuta. Tijelo oko
osi rotira za neki kut ; kut izrazavamo brojem. Rotacijski je pomak, prema tome, kao i
translacijski, odreden s tri broja, pa tijelo ima tri rotacijska stupnja slobode.

Medutim, za razliku od translacije, rotaciju za neki konacan kut ne mozemo prikazati

vektorom. Zaokrenemo li tijelo oko osi y za kut 7 (slika 14.a.), pa potom oko osi z za kut
% (slika b.), polozaj tijela nece biti isti kao nakon rotacije za kut g 7 oko osi o (slika c.).
Kompozicija rotacija, dakle, nije zbrajanje vektora.

Stovise, promijenimo li redoslijed rotacija, pa prvo zarotiramo tijelo oko osi z za kut

2 (slika 15.a.), a potom oko osi y za isti kut (slika b.), polozaj tijela ne samo da nece

2
biti isti kao nakon rotacije za kut ‘/75 7 oko osi o (slika d.), nego nece biti isti kao nakon
prethodnoga slijeda rotacija (slika c.), sto znaci da kompozicija rotacija nije komutativna

operacija.

Zaokretom tijela za kut ¢ oko osi o koja prolazi tockom o (slika 16.) tocka a = o +a

dolazi u tocku
At = O+ Gyt = Ra = o + Ra, (83)
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Slika 13.

Slika 14.

gdje je linearni operator R operator rotacije. Ta rotacija jedinicne tocke 2, 7 i k na osima
odabranoga koordinatnog sustava (zyz) prevodi u tocke

irot = 0 + 71‘01: = Rt = o0 + R?,
jrot = 0 + .7rot = RJ = 0 + Rj: (84)
ki = 0+ kot = Rk = 0 + RE.

Pri zaokretu tijela medusobne se udaljenosti njegovih to¢aka ne mijenjaju, pa su vek-
tori Zrot, Jrot 1 Krot jedini¢ni. Njihove su skalarne komponente (u rastavima u komponente
usporedne s osima sustava (zyz)) kosinusi kutova koje ti vektori zatvaraju s vektori-
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Slika 15.

Slika 16.

= RT = ¢08 L (Teot,7) T + €08 Z(Toots 7) T + €08 £ (Tuot, k)

€08 £ (Jrot,2) T + €08 L (Jrot,7) T + €08 £ (Jrot, 7{;)) 75,
cos L(l_c)rot,i') 7 + cos L(Erot, 7)7 + cos L(Erot, E) E,

a kako je kosinus kuta izmedu jedinic¢nih vektora jednak njihovome skalarnom umnosku,

= (Froy 77

DT+ (Tt 1) T+ (Toor- F) Ky
DT+ Gt )T+ Geor- BV E,
+ (%rot : 7) .7 + (%rot . E) %;

o
Skalarne komponente vektora 7yot, Jrot 1 krot KOmponente su stupaca matrice rotacije R
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kojom se u koordinatnom sustavu (zyz) prikazuje operator R:

. . — — — — ]{ —
lrot,z  Jrot,x krot,z lrot = 7 Jrot - 2 rot * ¢
-
. - — - — — —
R = lrotyy  Jrot,y krot,y = lrot "] Jrot *J krot )
_Zrot,z Jrot,z rot,z Tyot ° k Jrot * k krot -k

[ cos L(Trot,2) €08 ZL(Jrot,2)  COS L(Erot ,7)
= | cos L(Zot,7) €08 ZL(Jrot,J)  COS L(Emt, 7)

-

_COS L (Trom %) cos £ (ertﬂ %) cos L (krOt’ E)

Ako su a i a,, jednostupcani zapisi rastava vektora d i d,,; u komponente u tome
istom koordinatnom sustavu, onda je

arot == Ra. (86)

Moze se pokazati da matrica R ima jednu realnu svojstvenu vrijednost, A\; = 1, i par
kompleksno konjugiranih svojstvenih vrijednosti,
. . trR—1
Aog = cosp £ ising, gdjeje cosp = —
a trR je zbroj dijagonalnih komponenata matrice R, trR = Z?Zl Tii, Koji se naziva
njezinim tragom.

Realnoj svojstvenoj vrijednosti odgovora realan svojstveni vektor koji je usporedan s
osi o rotacije; zamisljamo ga obi¢no na toj osi. Kompleksnim svojstvenim vrijednostima
odgovaraju, dakako, kompleksni svojstveni vektori— pri zaokretu tijela jedini realni vek-

tori koji ne mijenjaju smjer vektori su na osi o.

Kut ¢ koji se pojavljuje u izrazu za kompleksno konjugirane svojstvene vrijednosti
A2,3 kut je zaokreta tijela oko osi.

Neka je vektor 6 = 0,7+ 0, 7+ 0. k jediniéni vektor (02 + 07 + 07 = 1) na osi 0 i neka
je kut ¢ zadani kut zaokreta. Matrica R kojom je prikazana rotacija odredena kutom ¢
i osi 0 dana je izrazom (87) na sljedecoj stranici.

Ako je R, primjerice, rotacija oko osi z za kut ¢, (slika 17.; a. kosoaksonometrijski
prikaz; b. ortogonalna projekcija na ravninu xy), onda je

cosp, —sing, 0 oS cos(T/2+¢,) O
R = |sing, oS ¢, 0] = |cos(T/2 — ) Cos @, 0]. (&)
0 0 1 0 0 1
Kompozicija uzastopnih rotacija,
Aot = R2(Ria), odnosno dyx = Ro(Rid), (88)
prikazuje se mnozenjem matrica:
Aot = R2 (Rl a) = RQ Rl a. (89)
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(dhsoo — Smo + hs0o
dus “o — (hsod — 1)%0 "0

dus o + (Hsod — 1)%0%

o
S 13 s =
13
: =
o} N —
s S/ A
=
13
| Q
>
g
13
< )
duts “o + (hsod — )%’ durs io — (Ahsod — 1)%0%
Agmcoldmo + 809 dus “o + (dhsod — 1) 0%
zZ finx T
duts “o — (dsoo — 1)"0%0 (h800 —1)70 + Hs0d
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Znamo da mnozenje matrica nije komutativno, sto potvrduje zakljucak koji smo izveli iz
primjera na slici 15., da (u opéem sluc¢aju) komporzicija rotacija nije komutativna opera-
cija:

Ry (Rid) # Ry (Rod) <~  R;Ria # R Rya;

samo ako su oko iste osi, kompozicija je rotacija komutativna.

2.2.3. »Zaokret<« tijela

Za male je kutove zaokreta pri¢a ponesto drukéija. Na slici 18. prikazan je (ponovno

s pogledom iz Cetiri o¢ista) zaokret tijela za (u stvari i ne tako) mali kut ‘2/7? 7 oko osi

koja je odredena vektorom ¢ = ‘/75 7+ ‘/75 74:), a prolazi ishodiStem.

Slika 18.

Usporedimo li sada kompozicije zaokreta oko ost y i z (slike 19.a. 1 b.) te oko osI z i

y (slike c. i d.) za kutove 5 vidjet ¢emo da se konacni smjestaji tijela, preklopljeni na

slici 20.a., gotovo ne razlikuju.

b. c. ) d.

Slika 19.
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Isto tako, gotovo se ne razlikuju smjestaji tijela, preklopljeni na slici 20.b., nakon

kompozicije zaokreta oko os1 y i z za kutove g7 i nakon zaokreta oko osi o za kut ‘2/75 ,

kao ni nakon kompozicije zaokreta oko os1 z i y i nakon zaokreta oko osi o (slika c.).

T eV

Slika 20.

No, zadrzimo li se na »pravim« zaokretima, morat ¢emo se baviti mnozenjem matrica
i grozotama (ili ¢arima, ovisno o ukusu) trigonometrijskih funkcija.

Stoga ¢emo »kratko putovanje« tocke tijela po kruznici (slika 21.a.) zamijeniti njezi-
nim putovanjem po tangenti na tu kruznicu u geometrijskoj tocki u kojoj joj je pocetni
polozaj (slika b.). Za male su kutove zaokreta te dvije putanje, preklopljene na slici c.,
(gotovo) nerazluéive, iako se tijelo pri putovanju njegovih to¢aka po pravcima izobli¢uje.

Gy

Slika 21.

U teoriji »malih« pomaka novi polozaj tocke a = o+a nakon »zaokreta« oko osi koja
prolazi ishodistem (slika 22.) izra¢unava se prema izrazu

Qmp = O+ Gmp = O+ a4 + PXa
T 7 k (90)
=o+a-+ Pz Py Pz
azy ay
gdje je o
9_0) = pr7+ (pyj+ (sz (91)
vektor zaokreta koji je usporedan s osi rotacije 0, @ = ¢ d; najcéesée ga zamisljamo na toj
0sl.
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Slika 22.

Vektor @ x a vektor je pomaka tocke a, a okomit je na vektor @. Stavimo li njegov
pocetak u tocku a, lezat ¢e u ravnini koja prolazi tom tockom, a okomita je na vektor @,
a time i na os rotacije. U toj je ravnini i kruznica po kojoj tocka a stvarno putuje. Vektor
¢ x @ okomit je na ravninu koju razapinju vektori @ (na osi »zaokreta<) i @ (s pocetnom
tockom u o). Na presjecnici te ravnine i ravnine kruznice (stvarne putanje) polumjer je
kruznice. Slijedi da je vektor ¢ x @ okomit na polumjer kruznice, a kako lezi u njezinoj
ravnini, na njezinoj je tangenti.

Za »zaokret« je oko osi z za kut ¢, (slika 23.; a. kosoaksonometrijski prikaz; b. pro-
jekcija na ravninu xy), primjerice,

— —

Gmp = G+ @xd = a+ (pk)xd=a+]0 0 ¢,

gy Gy a

ili, u matricnom zapisu,

Armp,z Ay — Gy P 1 Bz Qg
Qrmpy | = |Gz Pzt ay | = | P2 1 0 |ay]- (o)
Qrmp,z a 0 0 L [a:

Usporedba komponenata matrice R u prvome zapisu u izrazu (&) i matrice kojom je u
izrazu () pomnozen vektor [a, a, a.]® pokazuje da prvu matricu mozemo »prevesti«
u drugu s pomocu poznatih aproksimacija trigonometrijskih funkcija za male kutove
singp, ~ p, i cosg, ~ 1 (slika 24.a.; podsjeam, @, je i duljina luka jedini¢ne kruznice
izmedu »krakova« kuta ¢,).

Kako je ravnina zy usporedna s ravninom po kojoj putuje vrsak vektora a, u orto-
gonalnom se projiciranju na nju na slikama 17.b. i 23.b. kruzna putanja i vektor @ x a
projiciraju u pravoj veli¢ini. Na slici 24.b. usporedene su putanje i konacni polozaji vrska
vektora a.

Vektorski umnozak @ x @ moze se prikazati s pomocéu linearnoga operatora [@x]:
pxa = [gx]a.
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armp
pxa
a:{rmp
1 a’
o a’
Grmp,y Ay 0
Zirmp,z SDXZL)I
o B
b.
Slika 23.
Pz
\\
b.
Slika 24.
U odabranome je koordinatnom sustavu matrica operatora [@x |
0 —p.
[@x] = | ¢ 0 —¢ul; (92)
—Py P 0
ta je matrica anti(si)metricna. Uvest ¢emo linearni operator
L =171+ [@§x], (93)

gdje je Z identicki operator koji se prikazuje jedinicnom matricom. Matri¢ni je prikaz
operatora £ u nekom koordinatom sustavu

1 —Pz Py
L=1+[9x] =] ¢ 1 —p.|; (94)
—Py Pz 1

ponovno, usporedbom komponenata matrice R u izrazu (87) i matrice L u prethodnome
izrazu mozemo zakljuciti da uz aproksimacije funkcija sinus i kosinus matrica R prelazi
u matricu L.

Sada je

2l
+
Y’
X

4
I
)
+
6l
>
S
I
h
Y

(95)

N
Qymp =



pa izraz (90) mozemo pisati u obliku

Qump = O + Gmp = La = 0 + L3 (96)

izraz (96) jednake je strukture kao izraz (83).

Kompozicija je dvaju uzastopnih »rotacija«
Zirmp = £2 (£1 ZL)) = £2 (Zi + 9_0)1 X Zi)
:(EL)—FQ_OHXEL))-F(‘BQX((_I)—FQ_OHX(_I))

=d+ G xd+ Gxd+ @ x(frxad)

I
S

+ (B1+ B2) X d + @202 x (¢1 81 x @)

+ (P14 B2) xd + @12 [62 x (61 x d)].

I
S

Budu¢i da su kutovi zaokreta ¢ i @9 »mali« u zadnjem je pribrojniku ¢ ¢s &~ 0, pa je
ey ~ G+ (P14 o) X T

bez prevelike griznje savjesti mozemo umjesto »~« pisati »=«, te je konac¢no
Grmp = @ + (B1 + o) x d.

Prema tome, kompoziciju dviju uzastopnih »rotacija«< mozemo u teoriji >malih« pomaka
prikazati zbrajanjem vektora zaokreta. To, pored ostaloga, znac¢i da su skalarne kompo-
nente ., ¢, i ¢, vektora @ »mali« kutovi zaokreta oko ost z, y, z. Uz to, zbrajanje je
vektora komutativno, pa je u teoriji »malih« pomaka »rotacija« komutativna operacija:

[:2([,15) = a + (@)1—1-(32))(6 =a+ (@Jr@)xa’ = 51(525)

2.3. Stap u ravnini

Kao i obi¢no, uzet ¢emo da os Stapa lezi u ravnini xz; kako tu ravnini razapinju
jedini¢éni vektori 7 i k, pripadni je dvodimenzionalni vektorski prostor 42 = span{i’, k:}

Konfiguraciju ravninskoga Stapa u ravnoteznom stanju mozemo opisati dvjema vek-
torskim funkcijama skalarne varijable (slika 25.a.):

7, : [0,{]c R — 9% = span {7,k}, P8 1 s > 7(s), €(s). (97)

Funkcija 7 opisuje polozaj i oblik osi Stapa, a funkcija €3 »nagibe« ravnina popreénih
presjeka: jedinicni vektor €3(s) lezi na pravcu u kojem se sijeku ravnina osi Stapa i
ravnina poprecnoga presjeka kroz tocku r(s) = o+ 7(s). Bududi da su ravnine popreénih
presjeka okomite na ravninu osi, drugi vektor lokalne ortonormirane baze prostora ¥ s
ishodistem u tocki r(s), koji lezi u ravnini poprecnoga presjeka, é;(s), bit ée okomit na
ravninu osi i, stoga, usporedan s vektorom J7; mozemo pisati i €3(s) = 7. Napokon, treéi
je vektor te baze vektor normale ravnine poprecnoga presjeka, a lezi, kao i €3(s), u ravnini
osi Stapa:
€1(s) = €(s) x é3(s) = 7 x é;(s).



Ako je ¥(s) kut izmedu vektora 7 i €1(s), bit ¢e

—

&1(s) = cosd(s)7 — sind(s)k 1 &(s) = sind(s)7 + cosV(s)k, (98)

sto znaci da je ravnotezna konfiguracija ravninskoga Stapa odredena trima skalarnim
funkcijama: (skalarnim) komponentama x i z funkcije 7 i funkcijom 9 kojom su zadani
smjerovi i orijentacije vektora €, i €.

Slika 25.

Vektori €;(s) i €3(s) ¢ine lokalnu bazu ravninskoga vektorskog prostora 7% pa se
vektori u ravnini osi Stapa, vezani za tocku r(s), mogu u komponente rastaviti i u toj
bazi:

7(s) = v(s)€l(s) + B(s) El(s), (99)
Q(s) = Na(s) () + Tols) (s (100)

slika 25.b. prikazuje rastav vektora 77'(s), a slika 28. na stranici 41 rastav vektora Qg (s).
Kinematicko znacenje funkcija v i § objasnit ¢emo s pomoc¢u dva posebna slucaja.

Slucaj prvi. Ako je 5(s) = 0, onda je 7'(s) = v(s)¢éi(s). To geometrijski znaci da
je vektor 7'(s), kojim je odredena tangenta na deformiranu os u tocki r(s), kolinearan s
normalom €;(s) ravnine poprecnoga presjeka u toj tocki (slika 26.). Buduéi da je € (s)
jedini¢éni vektor, duljina vektora 7'(s) je |7'(s)| = |v(s)|.

Slika 26.

U odjeljku 1., na stranici 9, pokazali smo da je razlika duljina infinitezimalnoga luénog
odsjecka A7 (s,ds) i diferencijala d7(s,ds) zanemariva, tako da mozemo uzeti da je
|A7(s,ds)| = |d7F(s,ds)|| = |7(s)| ds. Za infinitezimalni je luéni odsjecak APy(s,ds)
neoptereenoga Stapa |A#7g(s,ds)| = ds, jer je za neoptereéeni stap s duljina luka osi

38



(stranica 3). Omjer A(s) duljina luénoga odsjecka A%(s,ds) u ravnoteznoj konfiguraciji
i izvornoga odsjecka A#y(s,ds) neopterecenoga stapa,

|A7(s, ds)]

A(s) = TAro(s,ds)] I7'(s)], (101)

nazivamo koeficijentom rastezanja.

Uz B(s) = 0 je, rekosmo, [7(s)|| = |v(s)|, paje A(s) = |v(s)| tako da apsolutnu
vrijednost funkcije v u materijalnoj tocki s, koja je iz tocke ro(s) dosla u tocku r(s),
mozemo poistovjetiti s vrijednoséu koeficijenta rastezanja A u toj tocki. Ako je A(s) > 1,
os Stapa se u (infinitezimalnome) okolisu materijalne tocke s rastegnula, jer je tada
|AP(s,ds)| > [APo(s,ds)|; ako je pak A(s) < 1, os se stegnula, a (treba li izreéi ocito)
duljina se osi nije promijenila ako je A(s) = 1. Koeficijent rastezanja ne moze biti jednak
nuli: A(s) = 0 samo ako je |A#(s,ds)| =0 uz [|[APo(s,ds)| > 0, a to bi znacilo da je
odsjecak is¢eznuo, da je materija nestala. Vrijednost funkcije v ne moze biti manja od
nule: v(s) < 0 znacilo bi da je vektor 75(s) prelazeéi u vektor 7/(s) promijenio orijenta-
ciju, sto bi pak znacilo da je pri pomaku orijentaciju promijenila i os infinitezimalnoga
odsjecka, odnosno da su se pocetna i krajnja njezina tocka zamijenile prolazeci jedna kroz
drugu, pri ¢emu je odsjecak na trenutak nestao pa ponovno nastao.

No, vrijednost v(s) mozemo poistovjetiti s A\(s) samo ako je [(s) = 0. Prema (99) je,

za f(s) # 0,
[ () = v/v2(s) + B2(s),

sto znaci da duljina deformiranoga odsjecka ovisi i 0 ((s), te je opéi izraz za koeficijent

rastezanja
A(s) = A/V2(s) + B2(s) (102)

(pri ¢emu, dakako, uzimamo pozitivnu vrijednost korijena).

Slucaj drugi. Neka je ((s) # 0 i neka je vrijednost v(s) takva da je [[77/(s)| = 1.
Moze se re¢i da je vektor €1(s) nastao zaokretanjem vektora 7’(s) oko osi odredene vek-
torom €»(s) za kut v(s) za koji je sinvy(s) = 5(s) (slika 27.a.), pa je y(s) = arcsin 3(s).

7(s)
<\ el
‘ !

Slika 27.

Kut 7(s) je posmic¢ni kut za koji se promijenio pravi kut izmedu ravnine popreénoga
presjeka i tangente na os stapa. U opéem slucaju, ako ||77/(s)| # 1, vrsak vektora 7/(s)
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nije na jedini¢noj kruznici, pa kut ~y(s) izracunavamo prema izrazu
v(s) = arcsin . —— = arcsin ~—— (103)
s

Sto znadi taj kut ne ovisi samo o £(s) nego i o v(s).

Moze biti S(s) S 0 (slike 27.b., 26., 27.a.). Ako je S(s) # 0, formalnomatematicki
moze biti A(s) > 0 uz v(s) = 0, ali fizicki mora biti v(s) > 0; v(s) = 0 znacilo bi da
je posmik tako velik da su se vektori 7’(s) i €3(s) poklopili, a to bi znacilo da se kvadrat
koji razapinju vektori 75(s) i €p 3 stegnuo u odsjecak pravca.
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3. Staticka nelinearnost za stap u ravnini

3.1. Skalarne diferencijalne jednadzbe ravnoteze

Veldsquez zapoce podrobno razradivati teoriju o suprotstavljenim
silama koje prozdiru jedna drugu: o strasti, koja je nakon duge
borbe s razumom nadjacala i, zgrabivsi zezlo, zavladala nasilnicki
nad umom.

Jan Potocki: Rukopis naden u Zaragozi

U rastavu unutarnje sile prema slici 28. i izrazu (100) u komponentu okomitu na
ravninu poprec¢noga presjeka i komponentu u njoj obje su komponente umnosci vrijednostt
dviju funkcija parametra s: komponente i jedinicnoga vektora. Derivacija rastava sadrzi
stoga cetiri pribrojnika:

Q'(s) = NL(s)@i(s) + Na(s)€((s) + TL(s)E(s) + Ta(s) E(s).

Slika 28.

Vektori € (s) i €3(s) definirani su izrazima (98) kao kompozicije funkcija (sinus i kosinus
funkcije su kuta 9 koji je funkcija parametra s), pa su njihove derivacije

el(s) = [—sind(s)] ¥ (s)T — [cosd(s)] V' (s) k
= —(s) [sim?(s)?Jr cosﬁ(sm] — —0(5) Ba(s) = —r(s)E(s),

é5(s) = [cos(s)] ¥ (s)7 + [—sind(s)] 9 (s) k
= 9(s) [00819(3)7— smﬁ(s)%] — 9(s)Zu(s) = K(s)E(s).

41



Uvrstavanje u prethodni izraz za a’ (s) i, potom, svrstavanje po komponentama daju
C_j'(s) = [NL(s) + k(s) T(s)] €(s) + [TL(s) — K(s) No(s)] &(s). (104)

Skalarne komponente rastava zadanoga opterecenja gy(s) u ravninskoj bazi (€, (s), €s(s))
mozemo izracunati kao njegove projekcije na osi odredene vektorima baze, pa je

Go(s) = [do(s) - €i(s)] €i(s) + [do(s) - €5(s)] E(s). (105)
Uvedemo li rastave (104) i (105) u vektorsku diferencijalnu jednadzbu ravnoteze sila
Q'(s) + dols) = G,
dobit ¢emo, nakon sredivanja,
[NL(s) + £(s) Ti(s) + dols) - €i(s)] €i(s)
+ [TL(s) — k(s) No(s) + Go(s) - €s(s)] €s(s) = 0.

Buduéi da su vektori €1(s) i €3(s) linearno nezavisni, ta ¢e vektorska jednadzba biti zado-
voljena samo ako obje njezine skalarne komponente is¢eznu, pa su skalarne diferencijalne
jednadzbe ravnoteze sila iskazane u lokalnome koordinatnom sustavu

NL(s) + k(s) T(s) + Go(s)-€1(s) = 0, (106)
T.(s) — k() No(s) + Go(s) - €3(s) = 0. (107)

Vektorska je diferencijalna jednadzba ravnoteze momenata

—

M'(s) + 7'(s) x Q(s) + o(s) = 0.

U ravninskim su problemima vektori svih momenata okomiti na ravninu osi Stapa, te su

stoga —
M(s) = M(s)7 i mg(s) = mo(s)7]. (108)

Kako u izrazu za M (s) vektor 7 ima ulogu konstante, derivacija je
M'(s) = M'(s)7. (109)

Lako je pokazati da je i drugi pribrojnik u jednadzbi ravnoteze momenata usporedan s
vektorom 7

éi(s) 7 &ls)
P(s)x Q(s) = | v(s) 0 B(s) | = [B(s) Ne(s) — v(s) Tw(s)] 7
No(s) 0 Ty(s)

Uvrstavanjem prethodnih izraza u vektorsku jednadzbu dobivamo skalarnu diferencijalnu
jednadzbu ravnoteZe momenata iskazanu u lokalnome koordinatnom sustavu

M'(s) + B(s) Nu(s) — v(s) Tio(s) + mo(s) = 0. (110)
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Vektore u ravnini osi Stapa mozemo rastaviti i u komponente usporedne s globalnim
osima x 1 2:

F(s) = 2'(s)7 + #(s) k, (111)
Q(s) = H(s)T + V(s)k, (112)
3o(s) = qou(s)7 + qo.(s) K. (113)

Za razliku od rastava (100) vektora @ (s) u kojem su jedini¢ni vektori vrijednostt funkcija,
u (112) vektori 71 k ne ovise o s, pa je derivacija

Q'(s) = H'()T+ V'(s) k. (114)

Uvrstavanje u vektorsku diferencijalnu jednadzbu ravnoteze sila daje, uz zahtjev za iSceza-
vanjem obiju skalarnih komponenata, skalarne diferencijalne jednadzbe ravnoteze sila is-
kazane u globalnome koordinatnom sustavu:

H'(s) + qox(s) = 0, (115)
V'(s) + qo.(s) = 0. (116)

Izrazimo li drugi pribrojnik u vektorskoj jednadzbi ravnoteze momenata pomocu kom-
ponenata usporednih s globalnim osima,

T 7k
7'(s) x 6(3) = |2'(s) 0 Z(s)| = [z'(s) H(s) — 2/(s) V(s)] 7,
H(s) 0 V(s)

dobit ¢emo skalarnu diferencijalnu jednadzbu ravnotezZe momenata iskazanu u globalnome
koordinatnom sustavu:

M'(s) + 2'(s)H(s) — 2'(s) V(s) + mo(s) = 0. (117)
Prikazemo 1i vektor 7(s) s pomoc¢u pomaka iz poc¢etnoga polozaja,
F(s) = Tols) + Bls) = |a0(s) T+ 20(s) B | + [u(s) T+ w(s) E
= [wo(s) +u(s)] 7 + [20(s) + w(s)] &,
prethodna jednadzba uz

. P(s) = 7o(s) + B'(s) = [2p(s) + ()] T + [20(s) + /()] k.
prelazl u

M'(s) + [z(')(s) ~|—w’(s)] H(s) — [az{)(s) +u’(3)] V(s) + mo(s) = 0. (118)

Ravni stap mozemo smjestiti tako da njegova os lezi na osi x, s lijevim krajem u
ishodistu, i umjesto parametra s uvesti apscisu x. Tada su

To(z) = 27,
P(x) = [z +u(@)]7 + w)k,
Plz) = [1+d(2)]7 + o' (z)F, (119)



tako da je diferencijalna jednadzba ravnoteze momenata za ravni stap

M'(z) + w'(z) H(x

) — [T+ (2)] V(z) + mo(z) = 0, (120)
a skalarne jednadzbe ravnoteze sila (115) i (116) prelaze u

(

(

H'(z) + qox(x) = 0, (121)

V'(z) + qo.(z) = 0. (122)

3.2. Rjesenje za ravnu nerastezljivu Bernoulli-Eulerovu gredu

Prema Bernoulli-Eulerovoj pretpostavci pri deformiranju Stapa poprecni presjeci osta-
ju okomiti na deformiranu os (slika 26.). To, kao §to smo u odjeljku 2.3. pokazali, uvodi
ogranicenje f(z) =0 u rastav

r'(z) = v(z)é(z) + B(x) €(x)

vektora 7'(z). Koeficijent je rastezanja tada A(z) = |
ogranicenjem v(z) = 1. Pri rastavu (119) vektora 7
vamo prema izrazu

v(x)|, te se nerastezljivost izrazava
)

'(s) koeficijent rastezanja izracuna-

Aw) = A/ [1+w@] + [w@)]
Ako su pomaci w(x) mali, tada su i zaokreti osi ¢(x) = —w’(x) mali, pa je doprinos
pribrojnika [w’(ac)]2 zanemariv. Iz zahtjeva A(s) = 1 slijedi 1 + «/(z) = 1, odnosno
u'(z) =0, a otuda u(x) = ¢: uzduzni su pomaci svih tocaka osi jednaki; ako je uzduzni
pomak jedne tocke osi sprijecen, tocke osi mogu se gibati samo po pravcima okomitima
na nedeformiranu os u pocetnome polozaju:

P(z) =7+ w'(z)k
Diferencijalna jednadzba ravnoteze momenata (120) prelazi u
M'(z) + w'(z) H(z) — V(z) + mo(xz) = 0. (123)
Ako je my = 0, tu jednadzbu smijemo derivirati:
M"(z) + w"(z) H(z) + w'(x) H'(x) — V'(z) = 0.
Na temelju diferencijalnih jednadzbi ravnoteze sila (121) i (122) su
H'(z) = —qou(z) 1 V(2) = —qo.(2),

M"(z) + w"(z) H(z) — w'(2) qo.(z) + qo.(z) = 0.

Uzet ¢emo jos da je qo, = 0, paje H(x) = H zasve x € [0,(] i, potom,

te je

M"(z) + Hw"(xz) + qo.(x) = 0.
Iz konstitucijske jednadzbe za moment savijanja za Bernoulli-Eulerovu gredu,

M(z) = E(x)I(z)¥'(z) = —E(z)I(x)w"(z),
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dobivamo

M'(2) = ~[B@)I()v"(@)]"
a uz posljednju pojednostavnjujucu pretpostavku E(z)I(z) = EI bit ¢e
M"(z) = —ETw"(z),
tako da je, nakon sredivanja, skalarna diferencijalna jednadzba ravnoteze momenata
Elw"(x) — Huw"(z) = qo.(z). (124)

To je nehomogena linearna diferencijalna jednadzba cetvrtoga reda s konstantnim koefi-
cijentima s nepoznatom funkcijom w; pisat ¢emo je u obliku

w"(x) — %w”(aj) = %%S_x). (125)

Silu H ¢emo, iako djeluje po osi Stapa samo u njegovu pocetnom, nedeformiranom stanju,
zvati uzduznom silom. Kao Sto éemo u nastavku pokazati, rjesenja jednadzbe (124) za
tlacnu silu bitno se—po karakteru—razlikuju od rjesenja za vlac¢nu silu.

3.2.1. Utjecaj tlacne sile

Uzet ¢emo prvo da na stap djeluje tlacna sila intenziteta P, > 0. Uvrstimoli H = —F;
u jednadzbu (125), bit ée
Pt do z(x)
v /l — ) . 12
(@) + T u'(z) = B2 (126)

Uvedemo li bezdimenzionalni [provjerite!] koeficijent

h = ﬁ\/‘7 - ﬁ\/?t (127)

tako da su h? = Pt_ZQ i i = — . ta jednadzba prelazi u
~ Bl 'EIC p
h? .
w"(x) + g—Qw”(x) = QO,E(II)‘ (128)

Teorija diferencijalnih jednadzbi kaze da je opcée rjesenje nehomogene linearne diferen-
cijalne jednadzbe £[y| = f zbroj jednoga njezina posebnog rjesenja y,, i opéega rjesenja yy
pripadne homogene diferencijalne jednadzbe £[y] = 0. Neka je, naime,

Yo = Yn + Yp;
tada je
Lyl = Llyn + vl = Llwn] + Llypl,

pri cemu je druga jednakost u stvari odredbeno svojstvo linearnoga operatora £. Bududi
da y zadovoljava homogenu jednadzbu, £[y,] = 0, i da y, zadovoljava nehomogenu
jednadzbu, £[y,] = f, slijedi

£[yr] :0+f:f;

dakle, y, je rjesenje diferencijalne jednadzbe £[y] = f.
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Nehomogenoj diferencijalnoj jednadzbi (128) pripada homogena jednadzba

h2
w" (z) + g—zw”(a:) =0 (129)
Napisemo li je u obliku
h2
wh(@) = — ' (z),

vidjet ¢emo da trazimo funkciju kojoj je ¢etvrta derivacija jednaka drugoj derivaciji po-
mnozenoj stanovitom negativnom konstantom (h* >0 & (2 > 0, pa je —h?/(* <0).

Funkcije N
wy(z) = sin(ux) & wy(x) = cos(px),

uz pogodan izbor konstante pu, upravo su takve funkcije:

Bi(e) = P sin(ur) & W(a) = pt sin(u);

— % cos (ux) & wy(z) = p* cos (uzx).

g2

=

=
I

Po uvrstavanju tih izraza u jednadzbu (129) i sredivanju dobivamo

Kako te jednadzbe moraju biti zadovoljene za svaki x, a ne samo za one za koje su

sin(pux) =0 i(li) cos(ux) = 0, mora biti

h2
w? (u2 - 6—2> =0,

h2
a ta ¢e jednadzba biti zadovoljena ako je p? = 0 ili ako je u? = 2k pa su njezini korijeni
0 h . h
= = = —— 1 = —,
H1 M2 y M3 7 Ha /

Sinus je neparna, a kosinus parna funkcija,
sin(—pzx) = —sin(ux) & cos(—ux) = cos(ux),

pa mozemo uzeti da su za korijene pg i p4 rjesenja jednadzbe (129)
h h
wy3(z) = sin <Z x> & wpa(z) = cos (Z x)

Korijenima g = g2 = 0 odgovaraju funkcije

wyi(z) = cos0 = 1 & wpo(xr) = v cosO = x

(kako su z” = 0 1 ¥ = 0, funkcija wpo(x) = = uvrstena u jednadzbu (129) daje tri-
vijalnu tautologiju: 0 = 0).
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Bududi da je jednadzba (129) linearna, zadovoljava je i svaka linearna kombinacija
dobivenih rjeSenja:

wy(xr) = aywpi(r) + agwna(zr) + agwns(r) + ag wpa(x)

L ) (130)

h
a, + asx + asz sin <zx> + a4 cos <Z$

gdje su ay, as, az i ay neke konstante.

Ako je desna strana nehomogene diferencijalne jednadzbe s konstantnim koeficijen-
tima polinom, i njezino je posebno rjesenje polinom; stupanj polinoma u rjeSenju jednak
je zbroju stupnja polinoma na desnoj strani i reda najnize derivacije na lijevoj strani
jednadzbe.

U jednadzbi (128) najniza je derivacija druga derivacija. Uzet ¢emo da je go.(x) = qo,
tako da je jednadzba koju rjesavamo

h? 4o
w'(z) + s u'(z) = == 131
(x) (0) = (131)
slobodni je ¢lan, dakle, polinom nultoga stupnja. Rjesenje ¢emo stoga traziti u obliku

wy(z) = ¢ + 1 v + cpa’.

Uzastopnim deriviranjem dobivamo

w(z) = c1 + 2¢y, wy(z) = 2¢o 1 wi(z) = w)(zr) = 0.
h? 7?
U‘wétz?wanj.e u jednadzbu (131) daje 26_262 = %, paje ¢ = 221 2 Posebno je
rjeSenje te jednadzbe, prema tome,
qo (?
wp(x) = co + o + SR z?; (132)

konstante cq i ¢; naizgled ostaju neodredene.
Opce rjesenje nehomogene diferencijalne jednadzbe (131) dobit ¢emo pribrajanjem
njezina posebnog rjesenja (132) opéem rjesenju (130) pripadne homogene jednadzbe (129):
w(z) = wn(z) + wp(z)

QOEZ xz.
2FETh?2"

. (h h
= (a1 +¢y) + (ag +c1)x + as sin 70 tascos{ )+

umjesto aj +co 1 as +c; mozemo pisati a; i ag (to su samo »prazne« oznake neodredenih
konstanata), te je, na kraju,

() = a1 + + as si h + ay cos h +q0—£2 2 (133)
w(z) = a + a;x + agsin| S ay ke SEEY

Dobiveno opce rjesenje sadrzi cetiri zasada neodredene konstante aq, as, az i aq;
odreduju ih rubni uvjeti— potrebna su stoga cetiri rubna uvjeta.
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Za obostrano upetu gredu (s oslobodenim uzduznim pomakom na jednom kraju, kako
bi se mogla unijeti sila P;; slika 29.) rubni su uvjeti

Za drugi i ¢etvrti uvjet treba nam derivacija izraza (133):
4 A
4 _~% P,

\ ¢ \

Slika 29.

() N h h h . (h L W >
wi(zr) = a az—cos| —x) —ay—sin| -z x.
2Ty ( T ] EIh?
Rubni uvjeti daju sustav koji sadrzi cetiri jednadzbe s ¢etiri nepoznanice aq, as, a3 i ay:

’LU(O)ZO = CL1+CL4=0,

h
w’(O) =0 = a + (Igz = 0,
qo 0*
w(l) =0 = CL1+a2€+agsimh—i—a4(zosh+m:07
h /3

w'(l) =0 = a2+a3Z cosh—a4z sinh + gojlﬂ = 0.

Njegovo je rjesenje:
g l* 1+cosh o 03
a, = — Gy = ———o—
' 2EIR? sinh ' ? 2EIh?
g ! qt* 1+ cosh
as = ————= as, = .
S 2B YT 2FEIR sinh
I, : . a l+cosa . | , i} ‘
primjenom jednakosti ctg 5= o [zrazizaaria, moguse mozda malo pojedno-
sin v
stavniti:
q0 £4 ct h q0£4 ot h
a = — = = n
' 2EIR 82 4T S EIh 8y

Na slici 30. plavom je bojom prikazan graf funkcije w, dok je zelenom bojom usporedbe
radi prikazan graf rjesenja linearizirane jednadzbe

w _ D
lin.( ) - E]

(Zadane vrijednosti su: go = 50 kN/m, P, = 2500kN, ¢ = 5m, EI = 20250 kNm?.)
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-le-3
2e-3

3e-3

~4e-3-_ w € Wiin.

Slika 30.

Uvrstavanjem u izraz za drugu derivaciju funkcije w,

h? h h? h (>
w'(r) = —as 7z sin (? x> — 4 Co8 <Z .73) + %, (134)

dobivamo i izraz za moment savijanja

M(z) = —EIw"(z) = h [h sin (ﬁx) Lo leosh (ﬁ ) - 2]. (135)

- ‘ T
2 h? 14 sin h 14
Dijagrami M i My, = —EIwy, plavom su i zelenom bojom prikazani na slici 31.
100 ]
80 ]
60
40
20 ]
-20 4
-40
0 4 M & My,

Slika 31.

3.2.2. Utjecaj vlacne sile

Za vla¢énu je silu H = P,, P, > 0, postupak rjesavanja diferencijalne jednadzbe u
osnovnim koracima analogan. Nehomogena diferencijalna jednadzba, dobivena uvrstava-
njem H = P, u jednadzbu (125), sada je

Pv " QO,z(l')
- ¥ (x) = (136)

w" () oy
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odnosno,

h? qo.- ()
1% A _ X
wh(z) - () = 22 (137)
gdje je
_ ol R
h =1 5l = l T (138)
Pripadna homogena jednadzba
h?
w"(z) — g—zw”(m) = 0, (139)
napisana u obliku 32
wh(a) = ()

pokazuje da joj je rjesenje funkcija kojoj je cetvrta derivacija jednaka drugoj derivaciji
pomnozenoj stanovitom pozitivnom konstantom. Za funkcije

@n(e) = shiuz) &  Bule) = chua),
i(e) = Wlsh(ur) & @(x) = pt sh(u)

Bi@) = @t ch(u) & W) = ptch(ua).
Za konstantu p ponovno dobivamo jednadzbu

h2
s (/f — €—2> = 0;

Njezinim korijenima

0 h ) h
= = e _—— 1 —_— —
H1 H2 ’ H3 7 Ha /
odgovaraju rjeSenja homogene jednadzbe
wp1(z) = ch0 = 1, wpo(z) = x ch0 = z,

onste) - (1) o) - (1),

te je opce rjesenje homogene jednadzbe linearna kombinacija tih rjesenja:

h h

wy(z) = a1 + azx + ag sh (Z a:) + a4 ch <z x) (140)

Uzet ¢emo da je opet qo.(z) = qo, pa je nchomogena diferencijalna jednadzba koju
rjesavamo B2 .
v " _ 0

w" (z) — Y (x) = B (141)

Potrazimo li, kao i prije, njezino posebno rjesenja u obliku wy(z) = ¢y + ¢1 © + co 2, bit

h? 2
e —2 7 Ccy = % i, odatle, c; = —%, tako da je trazeno posebno rjesenje
_ @l
wp(x) = ¢ + v — ——= . (142)



Opce je rjesenje jednadzbe (141), prema tome,

(z) = ay + fagsh (Ma) ¢ asen(2a) - ©E (143)
w(z) = a1 + a2z + azsh| ;o agch| 5z YT

a njegova su prva i druga derivacija

2
w'(z) = as + (lg%Ch(%fE) + a4%sh (%x) — g(}—ghzx,

, W (h W (h go 22
w'(z) = a3 5y sh<za:> + a1 ch(zx) ~ I (144)

Rubni uvjeti daju sustav jednadzbi za odredivanje vrijednosti konstanata ai, as, ag i
ays. Primjerice, za nasu je obostrano upetu gredu (s moguénoséu unoSenja uzduzne sile;
slika 32.)

w(0) =0 = a +as =0,

h
w'(0) =0 = a tagy = 0,
qo !
wl) =0 = a; + ayl + agshh + a4 chh — SEIE 0,
h h qo 63
w'(l) =0 = ay+ a7 chh + asy shh — I = 0.
Z] S
ﬂ BN l)\
| ¢ |
Slika 32.
Rjesenje je toga sustava:
qgl* 1+chh qo 0* thh
a; = — = — cth —
' 2EIR? shh 2EIR 2
qo O
a =
> 2EIRY
_ qo !
Y
@pl¢* 1+chh qo thh
a = == C .
Y 2EIR® shh 2EIR? 2
I na kraju, izraz je za moment savijanja
qo (2 h 1+4+chh h
M = —— |hsh{- —h h (| - 2. 145
(=) 2h2l ; (ﬂ) s U\t (145)
Grafovi funkcija w 1 wyy,, prikazani su na slici 33., a dijagrami M i My, = —EIw|

na slici 34.
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3.2.3.
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M & j\']lin.

Copernicanski obrat v imaginarne »tmice, brez ikaksne luci«

Cvet zenski zemati i mleko prijemati,

znamenuvanje musko kak hostiju zemati,
na metle jasiti i purgere plasiti,

popa vu vrazju torbu zasiti,
prevréi se v cucka kaj s turna plucka

i luctvo jeno na drugo hucka,
vragoduha zvati, presveto olje zlejati,

rit si na dusici oltarskoj grejati,
z mackom se zmeSati, tolvaja veSati,

z kotrigov decjih mosta spresati,
spram coprarije te se to ni bilo nis,

kaj ja sem spoznal je, potari nas kriz!
V tmice, v pivnice, brez ikaksne luci,

cul se je veter kak v praznini huci.

Miroslav Krleza: Planetarijom

U udzbenicima se opca rjeSenja homogenih diferencijalnih jednadzbi (129) i (139) obi¢no

traze u »Eulerovu« obliku

Druga su i ¢etvrta derivacija te funkcije

wp(x) = el”

wi(z) = p*eh?

(z) = ptet®,



Uzmemo li, kao désada, da je uvijek p? > 0, ta je funkcija pogodna samo za rjesavanje jed-
nadzbe (139). Uvrstavanje u nju daje

AN
T (uQ — £2> et = 0,

a kako je uvijek e** # 0, mora biti

h2 h2
,u2 (uz — > = 0, odnosno ,u,2 =0 ili M2 = A

te su

h ) h
pro= p2 = 0, p3 = —— A

Korijenima p; = p2 = 0 i sada odgovaraju funkcije wy 1(z) = 1 i wpa(z) = , jer je € = 1.
Za korijene us i pg rjesenja su homogene jednadzbe (139) funkcije

wha(z) = e/t & wps(x) = et
pa joj je opce rjesenje

—zh/l zh/l

wh(z) = a1 + agx + bse + bge

Zamijenimo li b3 1 by s (—as +a4)/2 1 (az + a4)/2, bit ée

1 1
ar + a2z + 5 (—as + ag) e M + 2 (as + ay) €™’

wp ()

; (CL4 efzh/é T+ oay exh/@)

1
=a; +ax + 5 (—age*"”h/g + ageth) +

ezh/é _ ef:vh/é ewh/@ + ef:vh/ﬁ
ay + axx —l—agf —l—a;lf

te za opce rjesenje jednadzbe (139) dobivamo »naSe« rjeSenje

h h
wp(z) = a1 + azx + ag sh <£ iL') + a4 ch <£ :1:), (140)
jer su
T __ - T —x
shx = % & chx = %

Uvrstimo li pak funkciju wy(x) = e u jednadzbu (129), dobit ¢emo

2 2 h2
z (u + £2>e’“ =0,

pa mora biti
h2 h2
u? <u2 + > = 0, odnosno p? =0 ili p? = 2
ako se ne ograni¢imo na realne p, moze biti p? < 0.

Korijeni

>

py = —i & =i

)

h
‘

~

23



gdje je ¢ imaginarna jedinica, ¢ = 4/—1, daju funkcije
wh,3(ac) _ efxih/é &4 wh,4($) _ e:m'h/Z’

pa je opce rjesenje homogene jednadzbe (129)

—xih/l zih/e

wp(x) = a1 + azx + bse + bge

as | G4\ _yinje as | A4\ zine
ay + a2 + | —— + — ]e€ + =+ =€
b ( 2i 2> <2¢ 2>

1 A . 1 A .
=a +axr + 23 (—ag e Tl 4 gg e“h/g) + 3 (a4 e T 4 gy e“hM)
i

e:m'h/f _ e—m’h/ﬁ exih/€ + e—xih/f

= a1 + a2x + asg Y, + a4 5
)

Euler je »pokazao« (1748.) da su
e = cosx + isinz. & e = cosx — isinx
Zbrajanjem tih izraza dobivamo
2cosx = €% 4 e %,
a oduzimanje drugoga izraza od prvog daje
T —ix

2¢sinx = e — e ",

te je opée rjesenje jednadzbe (129) u stvari »naSe« rjeSenje

h h
wp(x) = a1 + agx + ag sin <£ a:> + a4 cos (E x> (133)

3.3. DMatrice krutosti
3.3.1. Tlacni stap

Izraz (130) za opce rjesenje wy, homogene diferencijalne jednadzbe (129) upotrijebit
¢emo u izvodu izraza za komponente matrice krutosti tlacnoga stapa.

Iz Gradevne je statike poznato da matrica krutosti k povezuje jednostupcanu ma-
tricu u orijentiranih duljina komponenata pomaka i kutova zaokreta krajeva stapa {i, j}
s jednostupcanom matricom f vrijednosti sila i momenata na krajevima:

f = ku, (146)

pri ¢emu su brojke na slici 35. indeksi o komponenata f, jednostupcane matrice f i
indeksi 8 komponenata ug jednostupcéane matrice u, tako da su
T . T
f= [ty miy tii my] iou = Jwy ey wi vl

Komponenta k, g matrice krutosti vrijednost je poopcene sile s indeksom «, f,, izazvane
jedini¢nim poopéenim pomakom s indeksom 3, ug = 1 (primjerice, slike 36.a. i b.).

o4



Slika 35.

_ k1 1
1l lj/ ks k2,2
h k21 a b
Slika, 36.

e

Funkecijski izrazi za progibne linije tlacnoga stapa zbog jedini¢nih poopéenih pomaka
njegovih krajeva rjesenja su homogene diferencijalne jednadzbe (129) uz nehomogene

geometrijske rubne uvjete. Iz izraza za opce rjeSenje te jednadzbe,

. (h h
wyp(x) = a1 + axx + ag sin Za: + a4 cos ZZL‘,

i izraza za njegovu prvu derivaciju,

, h (h ) h . <h )
wy () =a2+a3zcos —x| —a4—sin| —-z),

14 14 14
dobivamo

w;; = wh(O) = a1 + agq,

h
pij = —w,(0) = —ay — as 7
wj; = wp(f) = a1 + asl + as sinh + a4 cosh,

h

i = —wy(f) = —as — a3 7 cosh + a5 sin h,

ili, u matricnome obliku, uz oznake s = sinh i ¢ = cosh,

1 O 0 1 7
Wy ; h ay
0 -1 —— 0
©ij _ ? Qg
W 1 7 s c az |’
Yii h  h | L%
! _0 —1 —Z C Z S_

ili, matricnom stenografijom,

Momente savijanja i vrijednosti progiba povezuje konstitucijska jednadzba

M(z) = —Elwy(x),

95

(130)

(147)

(148)



a iz diferencijalne jednadzbe ravnoteze momenata (123) uz my(z) = 0 i H(z) = —F,

slijedi
V(z) = M'(z) — wj(z) P, = —EI lwﬁ’(a:) + %wg(:c)}
ili
V() = —EI {wﬁ'(:c) + Z—ng(x)], (149)

pa su, prema slici 37.,
2

= v = 21 [ugo) + o)
m;; = _M(O) = E]wﬁ(())?
tis = V() = —EI {wﬁ’(f) + _wm],

m; ltm‘ Ly

Slika 37.

Uzastopnim deriviranjem izraza (147) dobivamo

) W2 . (h h2
wy(z) = —ag 7 sin| g | = asgy cos
m h’ h -
wy (x) = —as 7 8| 57) t auygsin

h? h? h h?
ti,j = FI l—ag— + —= (CLQ + a3—>] = EI—CLQ,

3 2 12 2
h2
m;; = —FEI £_2 ay,
h? h3 h? h h h?
tjvz-——Ell—a3£—30+a4€—38+£—2<a2+a3zc—a4zs)] :_Ejg_QCLQ’
h? h?
mj; = K1 (6—25613 + 2—20&4>,
ili, matricno,
bij 001 0 0][a
. 2 _
mz,] _ Elh— 0 0 0 1 a9 ’
s 210 =10 0 ||as
uor 0 0 S Qg
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odnosno, sazeto,

f = Ga.

Da nademo neposrednu vezu izmedu matrica f i u, matricu a ¢emo pomocu jed-
nadzbe (148) prikazati kao funkciju matrice u,

a=B"lu,
i uvrstiti u prethodni izraz:
f = GB 'u; (150)
ocito je da je matrica GB™' matrica krutosti stapa:
k = GB™. (151)

Izraze za komponente matrice k razmjerno je lako izvesti primjenom programa SageMath

ili Mathematica:

h3s R (1-¢) B R (1-0)]
2 l 2 l
h? (1 — h? (1 —
I —% h(s—hc) % h(h—s)
k = (152)
((2—2c—hs) _h_33 h%(1—c) h_35 h%(1—c)
2 l 2 l
h?(1— h? (1 —
=9 h(h—s) (1=¢) h(s—hc)
B 14 V4 |
3.3.2. Elasticna i geometrijska matrica krutosti

Izrazi za komponente matrice krutosti funkcije su koeficijenta h koji se »skriva« i
u s=sinh i ¢ = cosh, pa ih u okolici vrijednosti h = 0 ($to prema definiciji (127)
koeficijenta h zapravo znaci u okolici vrijednosti P, = 0 tla¢ne sile) mozemo razviti u
Taylorove/Maclaurinove redove (ponovno uz malu pomo¢ programa SageMath); zadrzimo

li u razvojima samo prva dva c¢lana, bit ¢e

[ 12 6h? 6  h? 12 6h? 6  h?
2 52 1t Tetse it 10
6w 2n 6 W 5 I
k:ﬂ 14 107 15 V4 107 30 (153)
| 12 6n 6 K 12 6k 6 B
(2 502 ¢ 10/ 02 5 ¢2 ¢ 10¢
_§_|_h_2 2+h_2 §_h_2 _2_h2
I4 107 30 V4 10¢ 15
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Uvrstavanjem definicije koeficijenta h komponente se mogu izraziti i kao funkcije vrije-
dnosti sile F;:

C12EI 6P, 6EI P 12EI 6P GEI P
B 50 ¢ 10 e T e to
6FI P 4Bl _2R( GEI PR 2B Rl

. 2 "0 7 2 10 30
12EI 6P, GEI P, 12EI 6P 6EI P,
Iy A - T R Y ZRNET)
GBI P 2EI P! 6EI P, AEI 2P

2 10 . 30 2 10 ( 5

Kako je svaka komponenta matrice k zbroj dvaju pribrojnika, ta se matrica moze prikazati
i kao zbroj dviju matrica:
k = ke + kg (154)

Matrica
12/62 —6/¢ —12/€2 —6/¢
—6// 4 6/¢ 2
LS / | (155)
1 —12/62 6/ 12/€2 6/

—6/ 2 6/( 4

poznata iz linearne metode pomaka, naziva se sada elasticnom matricom krutosti. Ma-
tricom

[ —6/5  ¢/10 6/5 (/10
p | /10 —202/15 —¢/10  £2/30
kg = — / / / / , (156)
t{e6/5 —£/10 —6/5 —£/10

| (/10 2/30  —/10 —2(2/15 |

koja se naziva geometrijskom matricom krutosti (a katkada oznacava i s k,), izrazen
je nelinearni utjecaj tlacne sile. Sve su komponente na glavnoj dijagonali geometrijske
matrice negativne (P, > 0), dok su komponente na glavnoj dijagonali elasti¢ne matrice
pozitivne, tako da mozemo zakljuéiti da tla¢na sila smanjuje fleksijsku krutost stapa.’

3.3.3. Vlacni stap

Na analogan nacin mozemo izvesti izraze za komponente matrice krutosti vlacnoga
Stapa (slike 38.a. 1 b. primjerice). Uvrstavanje (nehomogenih) geometrijskih rubnih uvjeta
wn(0) = wig, w,(0) = —pi, wyl6) = wyi i wWh(€) = — iy u rjesenie

wp(z) = a1 + asx + ag sh(%:v) + a4 ch (%x)

5 Stovige, sve komponente geometrijske matrice, osim dvije (k2,4 1 k42), imaju predznake suprotne od
predznaka odgovarajué¢ih komponenata elasti¢ne matrice.
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1
]4)2,2 t11641,2

/<i3,1l k1,2 k3,2
k by . (%\Ll by
1,1 j_: 7

Slika 38.

homogene diferencijalne jednadzbe (139) i u njegovu derivaciju

h h h h
wy(x) = ag + as ch (zx> +oasy sh (Zx)

daje, uz oznake 5 =shh i ¢ = chh,

1 0 0 1
e 0 —1 L "
Pig | _ B 0 az
Wy ; 1 7 3 c as |’
i h h Qa
& 0 -1 —jc —55) !
ili, sazeto, _
u=Ba
i, odatle, _
a=B u

Za silu V(x) sada iz jednadzbe ravnoteze momenata (123) dobivamo, uz H(x) =
naravno, uz mg(z) = 0),

Vi) = M)+l B = B [ufle) - i),

pa iz ti,j = —V(O), m;; = —M(O), tj,i = V(f), m;; = M(f) i

slijedi
tij 0 -1 0 0][a
m; 210 0 0 1
I g - az :
tji 2o 1 0 0 as
m;; 0 0 -5 —cC ay



odnosno,

f = Ca,
pa je -
f = ku,
gdje je — = =1
k = GB (157)
ili, po komponentama,
[ h3s h*(1 —¢) s h*(1—¢) T
/2 I 02 l
2 _ = 2 _
. L ) <1€ ) hhe—s -l (1£ D hn-s)
k = — (158)
C2-2c+hs) | w35 K2(1-0) hs _h(1-o
/2 / 02 l
2(1_7 2(1—¢
h (16 ¢) —h(h—3) _—h (1£ ‘) h(héc—3)

Razvojem u Taylorove/Maclaurinove redove u okolici h = 0, zadrzavajuéi prva dva ¢lana,
dobivamo

[ 12 6h2 6 h? 12 6h? 6  h?
Z75e U100 ® 52 1100
6  h? 2 h? 6  h? h?
c_ B 7 100 T 7Tl T a0 (156)
El_lz_om 6 n 12 6k 6 h*
2 502 ¢ 104 2 50 ¢ 10¢
B O N 20
¢ 10¢ 30 ¢ 10/ 15
I tu matricu mozemo prikazati kao zbroj elasticne i geometrijske matrice:
k = ke + kg (160)

Elasti¢na je matrica, naravno, jednaka matrici (155), ke = ke. Geometrijska je pak
matrica, s komponentama izrazenima kao funkcijama vrijednosti P, vlacne sile:

6/5 —£/10 —6/5 —/10

_ —0/10 242/15 (/10 —{2/30
k, = Bt /15 4 / (161)

¢ | —6/5 /10 6/5 ¢/10

—0/10 —(2/30 £/10 2(%/15

Kako su komponente na njezinoj glavnoj dijagonali pozitivne, zaklju¢ujemo da vlacna
sila povecava fleksijsku krutost stapa.’

6 Sve komponente geometrijske matrice, osim kg 4 i ks 2, imaju iste predznake kao odgovarajuée kom-
ponente elasti¢ne matrice, pa se apsolutne vrijednosti zbrajanjem povecavaju.
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3.3.4. Opéi zapis geometrijske matrice krutosti

Usporedba geometrijske matrice k, tlacnoga Stapa, izraz (156), i geometrijske ma-
trice Rg vlacnoga Stapa, izraz (161), pokazuje da se njihove komponente razlikuju samo
po predznacima. Stoga predznak mozemo ukljuéiti u vrijednost H uzduzne sile (za tlaénu
je silu H < 0, dok je za vlatcnu H > 0) te za obje matrice pisati (zadrzavajuéi samo
oznaku k)

6/5 —¢/10 —-6/5 —¢/10
2 2
K - H /10 2¢2/15 (/10 —¢2/30 | (162)
¢ 1 —-6/5 (/10 6/5  £/10

—0/10 —£2/30 (/10 2¢%/15

No, treba jos jednom naglasiti da je prikaz matrice krutosti Stapa kao zbroja elasticne
i geometrijske matrice,
k = ke + kg,
samo aproksimacija »toéne« matrice krutosti koja je za tla¢ni stap dana izrazom (152), a
za vlaéni Stap izrazom (158); komponente »toéne« matrice krutosti tla¢noga Stapa sadrze
trigonometrijske, a komponente matrice krutosti vlacnoga Stapa hiperbolicke funkcije
koeficijenta h (odnosno, intenziteta |H| uzduzne sile).

3.4. Sile upetosti za jednoliko raspodijeljenu silu

3.4.1. Tlacni stap

U pododjeljku 3.2.1. izveli smo funkcijski izraz (135) za vrijednosti momenata savija-
nja u tla¢nom Stapu optereéenu jednoliko raspodijeljenom silom vrijednosti o .(x) = qo.
Vrijednosti momenata upetosti mozemo dobiti uvrstavanjem z =0 i x = ¢ uz, mozda,
promjenu predznaka.

Na lijevome je kraju M;; = —M(0) (usporedite sa slikom 37.) tako da je

2 2
W, = D! thC—Q]:Mlz—th]. (163)

I C2R2 S 2 h? S

Na desnome je pak kraju M,; = M({), te je

2 2
M--zﬂlhs+h1+cc—2] (i [h1+c—21,

b 2 h? S

odnosno,

J— q0€2 1+C —_—
Mj,i = _W [2 — h s ] = _Mi,j- (164)

Uvjet ravnoteze momenata oko desnoga kraja stapa (prema slici 39.),

M M q0_€2:07



daje (UZ Mjﬁ‘ = _Mi,j>
o] qo !
T;; = —5 (165)

a potom, iz uvjeta ravnoteze sila okomitih na os,
_Ti,j - Tj,i —qt =0,

slijedi i
Tji = —Tij — qol = ——-. (166)

Slika 39.

Izraze za ML ;i MM, shvacene kao funkcije koeficijenta h, mozemo u okolici vrijednosti
h = 0 razviti u Taylorove/Maclaurinove redove:
=7 Wl | @l

M;; = + + O(h*) =

QO«g2 n PtQO£4
12 720

12 T20E1

+ O(h%), (167)

V.. — _%62 - QO€2h2
b 12 720

@l P!
12 T20E1

+ O(h?) = + O(h?). (168)

U konstantnim je ¢lanovima lako prepoznati izraze za vrijednosti momenata upetosti u
linearnoj teoriji.

Ako funkcijski izraz za vrijednosti momenata savijanja nije poznat, izraze za vrije-
dnosti sila upetosti mozemo izvesti na postupkom sli¢cnim izvodu izraza za komponente
matrice krutosti. Pokazat ¢emo to u sljede¢em pododjeljku na primjeru vlacnoga stapa
takoder opterec¢enoga jednoliko raspodijeljenom silom.

3.4.2. Vlacni stap

Opée je rjesenje nehomogene diferencijalne jednadzbe (141) koja opisuje vlacni Stap
opterecen jednoliko raspodijeljenom silom dano izrazom (143):

h h 2
w(x) = a1 + asx + as sh (Zx> + a4 ch (Zx) — 2%]h2x2.

Homogeni geometrijski rubni uvjeti daju, uvrstavanjem = =0 i x = ¢ u izraz (143)
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i njegovu derivaciju, sustav jednadzbi za sneodredene« konstante a;:

10 0 1] T 0 ]
U)(O) h aq O O
—w'(0) 0 -1 7 0 as o 0 0
= + | = =
w(l) 1 ¢ 5 e as 2 FET h? 0
wiol g o e i led | we | Lo
i A | Eine

U stenografskom zapisu, iz

Ba+q=0, odnosno, Ba=—q

slijedi

pa je, uz malu pomo¢ programa SageMath,

Gpl* 1+¢]
2FEIR 3
C]of3
2 EI h?
qo !
C2EIh3
@l 1+¢é
| 2FTR3 5

Uvedemo li jednostupéanu matricu

wior - [1 2 () (2] e

rjeSenje nehomogene diferencijalne jednadzbe (141) s homogenim geometrijskim rubnim
uvjetima mozemo zapisati u obliku

qo 62 2 T qo 62 2
w(x) = wo(z)-a — gms e = [wo(z)]" a — sErE (170)
Uzastopne su njegove derivacije (do trece)
2 2
w'(x) = wy(z)-a — g}ghz r = [wg(:t)]Ta — g}% x, (171)
U qo 62 T qo 62
w'(z) = wg(x)-a — I [wg(x)] a— BIne (172)
w(z) = wi(x)-a = [wi(2)] a, (173)
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pri cemu su

g

o
&

[f
1

()
=
~| S

o
=
VR
~| S

]
N—
~| S

wn
=g
N\
~| S

]
N—
—_—
A

IR

h h?
wg(z) = |0 0 sh<zx) g_2Ch

[ K (h B (h\]"
wy(z) = |0 0 5_3Ch<zm) 5_35}1([33)] :

Izraze za sile upetosti dobit ¢emo uvrstimo li * = 0 i x = ¢ u konstitucijsku jed-

nadzbu
M(z) = —ElTw"(x)
iizraz B2
V(z) = —FI [w”’(x) + €—2w'($)]

(izveden iz diferencijalne jednadzbe ravnoteze momenata):

2 4 _ )
M;; = —M(0) = EIw"(0) = EI [h_ Qb 1+c qo !l ]

22FEIh3 5  EIh?

2 h? S
_ g PP @l PPe @l 1+e gl
B 2 2FE[h3 2 2FIh3 5 ET h2

S|
I

b = V) = B1|a"0) - 0]

_ EI[ h? gt h2< @l h gl >]
l

B 2FEIR 2 \2FEIh? 2EI h?
_ Wt
2 )
T n h2 /
T,i =V{) = —EI [w (0) g—Qw(ﬁ)]
h3e qol* hs qt* 1+¢
- _El[_ @ 2EIR® B 2EID s
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_h_2< qug _ h,_E q0£4 hs %54 1+¢ qug )]
02

2ETh? ¢ 2EIh3 ' ¢ 2FEIh® 5 ET h?
3= = 4 =

_ _Ey ke M+M 14:0
B 2EIR 03 2EIh3 5—

Go ! +h3é /99/64/ TS5l 1+¢ q0€]

2FE] 2FEIh3 3 2EIR —5— EI
%5
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3.5. Staticka kondenzacija

Svi su prethodni izrazi za komponente matrica krutosti i vrijednosti sila upetosti
izvedeni za obostrano upeti stap (s oslobodenim uzduznim pomakom na jednome kraju,
sto omogucuje unoSenje uzduzne sile). Ako je na jednome kraju stapa zglobna veza,
moment savijanja na tome kraju iS¢ezava; primjerice, za zglob je na i-tome kraju

M;; = kaqw;j + koo + kogw;; + kaapji + Mi,j =0

S pomocu toga uvjeta mozemo iz izraza za ostale sile ukloniti kut zaokreta i-toga kraja, ¢; ;.
Postupak ¢emo pokazati na primjeru izraza za M, ;.

U izrazu za M; ; se kut ¢; ; mnozi s ky o, a u izrazu za M;; s ks . Pomnozimo li izraz
za Mi,j S —]{?472/]{?272,

_ k4o
0 — k2,1wz',j + /{272 ©ij + k273 wj; + k2,4 Pji T Mi,j / X [——’ )

i potom pribrojimo izrazu za M, ;,

kao ko I
0= ———wiy — ki -
2,2

kao ko B ka2 ko Kao — .

koo " k2o Pid k22 (+)

M;,; = kiiwi; + kiapij + kasw;ii + kiapji + M;,;

dobit ¢emo kondenzirani izraz za M;; u kojem se kut ¢; ; viSe ne pojavljuje:

c kiok kiok
Mjf _ <k;4,1 _ Rap 2,1) wiy + <k:4,3 _ Ra2 2,3) w;
’ k2,2 k2,2

ko k — kyo —
+ <k4,4— %) Vi + <Mj,i—ﬁMi,j)~
2,2 2,2

) )

Poopcenje prethodnoga izvoda daje op¢i izraz za komponente matrice krutosti nakon
kondenzacije pomaka s indeksom ~:

c Ko k
kS = kap — k”—”ﬁ (174)
Y
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Naime, da bi se pri zbrajanju izraza za vrijednost f, sile s indeksom + i izraza za vrijednost
fa sile s indeksom « ponistili pribrojnici koji sadrze u, izraz f,
8 —Kasy/kyy-

Ako je 8 = v, onda je

= 0 treba pomnoziti

k
ko, = k:aﬁ—k:avﬁ = 0,
VoY
a isto je tako za a =~y
kS =k ——k%vk =0
776 77ﬁ k’yry ’YHB ’

Sto znad¢i da su komponente stupca koji odgovara oslobodenome pomaku i komponente
retka koji odgovara sili na pravcu oslobodenoga pomaka jednake nuli.

Primjenom izraza (174) za jednostrano upetu gredu sa zglobom na lijevome kraju
(v = 2), na koju djeluje tlacna sile, dobivamo

02 (2 1
Bl 0 0 0 0
k2 = — — 3 3 2 175
2 l(s—hc) _h% 0 R h%s | (175)
2 2 Y4
h?s h? s 5
|~ 0 7 ]

a zadrzimo li prva dva ¢lana razvoja u Taylorove/Maclaurinove redove, aproksimacija je

matrice krutosti

3 6n
2 50
0

Lo
502
3.
Y

odnosno, izrazimo li komponente kao funkcije sile F;,

k€2 =

[ 3EI 6P
B 50
0 0
3EI 6P
# 50
_3EL B
2

3,6r 3 M
2 502 ¢ 57
0 0
3 _6h2 3_ h?
2 50 ¢ 57
3 h2 2
3. g M
¢ 5/ 5
3EI 6P _SEI B
3 50 2 5
0 0
3E[_6Pt 3E[_Pt
03 50 2 5
SE]_Pt 3E]_Pt€
2 5 14 5
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Opdi je izraz za komponente jednostupcane matrice sila upetosti nakon kondenzacije
pomaka s indeksom y:

_ I
T (179
vy
Za o =7 je, dakako,
_ I
fycw = fv_%fv = 0.
VY

[Izvedite izraze za komponente jednostup¢ane matrice kondenziranih sila upetosti za
vlacni stap opterecen jednoliko raspodijeljenom silom. |

3.6. Teorem o virtualnim pomacima

The realism of the ordinary stage is something to which we can no longer
respond, because to us it is no longer realistic. We know now that the
gesture of daily existence is inadequate for the stage; instead of preten-
ding that the stage is a copy of reality, let us adopt a literal untruth, a
thorough—going convention, a ritual.

Thomas Stearns Eliot: Dramatis Persone

U dokazu teorema o virtulnim pomacima za deformabilne Stapne konstrukcije u li-
nearnoj teoriji, koji smo proveli u odjeljku 3. poglavlja Virtualni rad u biljeSkama s
predavanja iz Gradevne statike 1., pojedini su koraci imali fizicko znacenje. U istom je
odjeljku proveden i kraci, formalnomatematicki dokaz. Ovdje ¢emo se ograni¢iti na ana-
logni formalni dokaz prvoga dijela teorema u staticki nelinearnoj teoriji savijanja ravne
nerastezljive Bernoulli-Eulerove grede, odnosno, na izvod izraza za virtualni rad.

Uvjeti ravnoteze infinitezimalnoga odsjecka grede (os koje u pocetnome, nedeformi-
ranom stanju lezi na osi x) u deformiranom stanju [nacrtajte odsjecak!] izrazeni su
jednadzbama

V'(z) + q.(z) = 0 (122)
i (123) kojauz mo =01 g, =0, tako da je H(x) = H, prelazi u
M'(z)dz + Huw'(z)dr — V(xz)dz = 0. (179)
Polje virtualnih pomaka grede opisat ¢emo funkcijama
dw : x — dw(x) & dp o dp(x),

pri cemu dw izrazava orijentirane duljine komponenata translacijskih pomaka tocaka osi
grede usporednih s osi z, a dp kutove zaokreta ravnina poprecnih presjeka.

Buduéi da jednadzba (122) izrazava ravnotezu projekcija sila na os z, pomnozit ¢emo
je s dw(x). Jednazbu pak (179), koja izrazava ravnotezu momenata, pomnozit ¢emo
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s dp(z). Dobivene ¢emo jednadzbe integrirati po duljini grede i potom zbrojiti:

¢ ¢
/OV'(x) dw(x)dw +/0 M'(z) dp(z) da

¢ ¢ ¢
+/ Huw'(z) §p(x) dz —/ V(z)dp(x) dx +/ qo.-(z) dw(x)dz = 0.
0 0 0
Prva dva pribrojnika mozemo parcijalno integrirati:

/Oév’(x) dw(r)dr = /Oe [V (@) dw(z)] dz — /OZV(SL’) Sw'(x) dz

L

¢
= V(z)dw(z)| — /0 V(x)dw'(z) du,

0

[ @ spwar - /Og[zw )8i(a)] dx—/M )5 (0) o

/M ) 0¢' (x

U Bernoulli-Eulerovoj teoriji kutovi zaokreta ravnina poprec¢nih presjeka jednaki su ku-
tovima nagiba tangenata na deformiranu os, ¢ = —w'. Uzet ¢emo da to vrijedi i za polje

virtualnih pomaka:
dp = —duw’ & 50 = -du".
Slijedi
¢

V() dw(l) — V(0)dw(0) — [ V(Z)yrduwl(x)dx

¢
+ M) [-8w'(¢)] — M(0)[—dw'(0)] —I—/O M(z)dw"(x)dx

¢ ¢ ¢
_/ Huw'(z) dw'(z) dz +M+/ go.-(7) dw(x)dz = 0.
0 0 0

U krajnjim presjecima na gredu djeluju vanjske sile (reakcije ili sile zadane kao op-
terecenje),

V)= Ve, V(O =V. MO =-My i M) =M,

tako da je konacno, uz konstitucijsku vezu M = —ETw”,

_[ / BIu(e) 50 (x) i + /0 () 5 () dx]

0

+ Vo dw(0) + Vydw(l) — My dw'(0) — M, dw'(¢) (180)

¢
+/0 Q.-(z) dw(x)dz = 0.
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Izrazom u zagradama definiran je virtualni rad poopéenih unutarnjih sila M = —ETw”
i Hw' na diferencijalima 6¢'dxr = —dw”dzx polja virtualnih zaokreta i diferencijali-
ma dw'dx polja virtualnih pomaka’:

¢ i
o = EI/ w”(z) dw"(z) da + H/ w'(z) dw'(z) dx; (181)
0 0
preostali pak pribrojnici izrazavaju virtualni rad vanjskih sila na polju virtualnih pomaka:

30 = Vo dw(0) + Vpdw(l) — Mydw'(0) — M, duw'(¢) +/€ Qo (x) dw(z)dz.  (182)

Prema tome,

S+ 80 =0 il 8U = Bl (183)

Time smo dokazali: ako se greda pod zadanim opterecenjem nalazi u stanju ravnoteze,
onda je rad stvarnih vanjskih sila na bilo kojem, po volji odabranom polju virtualnih
pomaka jednak radu stvarnih unutarnjih sila na odgovarajucim diferencijalima tog polja.

Kao sto iz Gradevne statike 1. znamo, vrijedi i obrat: ako je rad stvarnih vanjskih sila
na svim poljima virtualnih pomaka jednak radu stvarnih unutarnjih sila na diferencijalima
tih polja, onda su vanjske i unutarnje sile u ravnotezi. [Provedite dokaz!]

3.7. Matrice krutosti, jos jednom; a i vektor® sila upetosti

Jednadzbu virtualnoga rada (180) upotrijebit ¢emo u izvodu izraza za aproksimacije
komponenata matrice krutosti ravnoga nerastezljivog Bernoulli-Eulerovog grednog ele-
menta u staticki nelinearnoj teoriji savijanja te izraza za aproksimacije vrijednost1 sila
upetosti. Krajeve elementa oznacit ¢emo, kao i prije, s ¢ i j, tako da su sada

V(O) - —EJ‘, V(ﬁ) - Y},i, M(O) - _Mi,j 1 M(£> = Mjﬂ'.

Polje stvarnih pomaka w pretpostavit ¢emo u obliku linearne kombinacije odabranih
medusobno linearno nezavisnih funkcija ¢g;, i = 1,...,n:

w(z) = crgi(x) + c292(x) + - + cpgnl).

Funkcije g; tvore bazu vektorskoga prostora funkcija &), koji ima n dimenzija. Uvedemo
li vektorsku funkciju g skalarne komponente koje su funkcije g;, a koeficijente ¢; uvrstimo
u vektor ¢, mozemo pisati

w(z) = gz) ¢ = [g(@)]"c, (184)

7 Kako funkcija w’ opisuje tangense kutova koje tangente na deformiranu os grede zatvaraju s osi z, sile
Hw' usporedne su s osi z.

8 Tako nerado, jednostupéane éemo matrice, kao §to je drugdje uobi¢ajeno, zvati vektorima, ali jasno je
da te vektore treba razlikovati od geometrijskih/fizickih vektora kojima prikazujemo sile i pomake.
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pri ¢emu simbol - oznacava skalarni produkt; u drugoj smo jednakosti umnozak jedno-
redne i jednostupcane matrice—matricu koja ima samo jednu komponentu— presutno
poistovijetili sa skalarom: [ Y}, gi(z) ;] = Y5, gi(2) .

U jednadzbi (180) pojavljuju se osim samoga polja pomaka i prva i druga njegova
derivacija. Budué¢i da komponente vektora ¢ ne ovise o x, bit ¢e

w'(z) = [g@]'e &  w'(r) =[g'@)] e (185)

U Galerkinovu postupku primjene teorema o virtualnim pomacima uzima se da i polje
virtualnih pomaka pripada funkcijskom prostoru &,,, tako da su

dw(z) = [g(x)]"8c, Suw'(z) = [g'(x)]Tdc 1 Suw'(x) = [g"(x)]" bc,  (186)
gdje je 8¢ = [6¢; 8¢y ... 8ey]

Prikaze pretpostavljenih polja pomaka w i dw i njihovih prvih i drugih derivacija
mozemo uvrstiti u u jednadzbu virtualnog rada (180):

(e [ {gnt g se}ar + # [ {igwn ef{igin sch )

+ T [8(0)]" 8¢ — M;; ['(0)]" 8¢ + Tj,; [g(0)]" 8¢ — M;; [g'(0)]" bc

+ /0 Zqoﬁz(x){[g(x)]T éc}dx — 0.

Kako mnozenje matrica u opéem slucaju nije komutativno, izdvajanje trazenih matrica
krutosti i vektora sila upetosti moramo provesti u nekoliko koraka. Ponajprije, umnosci
matrica unutar parova viticastih zagrada matrice su s po jednom komponentom (koje smo
poistovijetili sa skalarima), a njihovo mnozenje jest komutativno, tako da u podizrazu za
rad unutarnjih sila mozemo pisati

84 = EI /0 E{[g”(x)]T 6c}{[g”(x)]T c}dx +H /0 K{[g’(az)]Téc}{[g'(x)]Tc} da.
Za matrice s jednom komponentom trivijalno vrijedi AT = A, pa je
53— EI /O Z{[g”(x)]Téc}T{[g”(m)]T cldr + 1 /0 Z{[g’(m)]Téc}T{[g’(m)]T c} da.
a kako je (AB)' = BTAT slijedi
841 = EI/OE{SCTg”(x)}{[g”(x)]T c}dx + H/Og{éch/(:x)}{[g’(x)]Tc}dm.

Buduéi da je matriécno mnozenje asocijativno i da komponente vektora ¢ i dc ne ovise
o z, mozemo ih izluciti iz integrala:

S = oct [EI/OZ g’ (z) [g"(x)]* dx] c + oct [H/Oé g'(z) [g’(x)]deJ c.
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Matricu y
ke = EI / g () [g"(+)]" de (187)
0

nazvat ¢emo elasticnom matricom krutosti, a matricu

¢
, ~ H [ glo) [g@)]" o (188)
0
geometrigskom matricom krutosti. Obje su matrice tipa n x n. Sada mozemo pisati

S = dc' kec + dc' kyc = 5c (ke + ky) c.
Na slican nac¢in dobivamo

/05 ,-(2) {[g(l")]T 5C} dr = &ct [/OZ o (2) g(x) dx] _ 57T

T [g(0)]" 8¢ — M;; [g'(0)]F 8c + Tj, [g(0)]" 8¢ — M;,; [g'(¢)]" ¢
= oc’ (Ti,j g(0) — M;;g'(0) + Tjig(f) — My, g’(é)] = 5c"F,
tako da je jednadzba virtualnoga rada

—5¢T (ke + kg) € + 5T F + 5¢TF = 0

ili

5[ — (ke + k) c + f + f] = 0

Da bi gredni element bio u ravnotezi, ta jednakost mora vrijediti za bilo koji dc, pa je

odnosno, R _
f = (ke + kg) c —f, (189)

_ ¢
Fof - [ mewgds (190)
0
sile upetosti.

Kao i u linearnoj teoriji (odjeljak 3. predavanja O metodi konacnih elemenata iz
Gradevne statike 1.) polje pomaka mozemo pretpostaviti u obliku polinoma treéega
stupnja:

w(z) = ay + a1z + ayx® + az2z® = [m(2)]" a.
Tako pretpostavljeno polje pomaka omogucava prikaz pomaka grede kao krutoga tijela
(prva dva ¢lana) i prikaz stanja konstantne zakrivljenosti (treéi ¢lan), a uz to (bududéi da
ima ukupno ¢etiri ¢lana, odnosno, ¢etiri neodredena koeficijenta a;) omogucava i zadovo-
ljavanje sva Cetiri rubna uvjeta na krajevima (ili neprekinutost u spojevima sa susjednim
grednim elementima).
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Umyjesto u bazi monoma {1, x, 22, ZL‘S} vektorski prostor Ps polinoma tre¢ega stupnja
pogodnije je prikazati u bazi u kojoj su koeficijenti u linearnim kombinacijama baznih
funkcija orijentirane duljine pomaka krajeva grede i kutovi zaokreta njezine osi na kra-

jevima:
w(z) = [n(@)]" w; (191)
pritom su
_ 322 228 222 a3 322 228 22 2
-l g w2 w
! T
u = [wm Pij Wi, @j,i] . (193)

Slika 40. na kojoj su prikazani polinomi baze N besramno je ukradena iz predavanja O
metodi konacnih elemenata u kojem su izvedeni i navedeni funkcijski izrazi.

1 322 223
/ N1($):1_€72+£73

Slika 40.
Iz izraza (191) slijedi
w'(z) = [W@)]'u &  Ww'(z) = [n"(2)]",
gdje su
nm:[_ﬁ_wﬁ_x? w32 6r 62 2__3_]
(2 (3 l 02 (2 (3 14 (2
i T
" 6 12 4 O6x 6 12 2 6z
n(z) = | - + —— - — —— — ———
(2 (3 l 2 (2 (3 I
U Galerkinovu je postupku polje virtualnih pomaka
Sw(z) = [n(z)]* du (194)

uz

du = [6wi,j dpij dw;; 690J’7i]T'
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Za polinome baze A vrijedi
g(0) = [1 00 0],
g0 =0 -1 0 0],
g) = [0 01 0],
g(0) =1[000 -],

te je, stoga,
~ T
f =T, My T M.

Matrice k. i kg tipa su 4 x 4:

l
ke = EI /O n”(z) [n"(z)]" du, (195)

k, = H /0 n'(z) [n'(z)]" da. (196)

Pojedine su njihove komponente

4
ap = Kga = EI/O N, (z) Nj(z) dz, (197)
4
kas = Kbo = H/ N, (z) Nj(z) dz; (198)
0
primjerice,
. . , (4 6a)(2 6m _ 2EI

322 2¢  3x? HY
& = g = H N/ N/ = H ‘/I; —_— _—— = — .
k2’4 k4’2 / dSL’ / [ Iz ] [ 1 12 ] de 30

[Tzvedite izraze za ostale komponente geometrijske matrice krutosti!]

Vektor je sila upetosti

Fo /O do.(z) n(z) dz, (199)

s komponentama

¢
fa = —/O o,-() No(x) da. (200)

Prema tome, priblizni izrazi za vrijednosti sila upetosti izvedeni primjenom teorema o
virtualnim pomacima jednaki su izrazima u linearnoj teoriji. Primjerice, za ¢ . = qo bit

_ 4 V4 2]}2 $3 q0€2

ée



3.8. Geometrijske imperfekcije

Of Optimism I have said that “The world is the best of all
possible worlds, and everything in it is a necessary evil.”

Francis Herbert Bradley: Appearance and Reality

Pri izvodu diferencijalnih jednadzbi ravnoteze za ravnu gredu u ravnini u odjeljku 3.2.
pretpostavili smo da je u pocetnom stanju, prije nanosenja opterecenja, os grede savrseno
ravna’, podudarna s osi #. U stvarnosti, medutim, savrSeni sistem ne postoji. Ne-
savrsenosti se mogu iskazati na razli¢ite nacine: geometrijski nesavrseni oblik, nesavrseno
smjesteno ili usmjereno opterecenje, neravnomjeno rasporedena svojstva materijala ili
greSke u materijalu. . .

Ogranicit ¢emo se na nesavrsenost poc¢etnoga oblika—uzet ¢emo da os grede u nena-
pregnutome stanju nije ravna. Oblik osi nazvat ¢emo (poc¢etnom) imperfekcijom.

Pokazali smo u odjeljku 3.2. da je (linearizirana) jednadzba ravnoteze momenata
za ravnu nerastezljivu Bernoulli-Eulerovu gredu, uz mg = 0 i ¢, = 0 (tako da je
H(z) = H),

M'(z) + Hw' (z) — V(z) = 0. (201)
Funkcija w opisuje pomake tocaka osi grede od pocetnoga do ravnoteznoga polozaja.
Kako os (savrseno) ravne grede lezi na osi x, to su pomaci od osi x. Postoji li, medutim,
pocetna geometrijska imperfekcija, onda je

W = Wimp + Wel. (202)
Funkcija win,, opisuje pocetni, nesavrseni, zakrivljeni oblik osi, a funkcija we pomake

tocaka osi od toga pocCetnog oblika; funkcija w pak daje ravnotezne polozaje tocaka u
odnosu na os x (slika 41.).

“'imp('r)

Wel ()

Slika 41.

Formalnim integriranjem jednadzbe (201) od lijevoga kraja (u ishodistu) do nekoga
presjeka = (uz uvodenje pomoéne varijable £) dobit éemo

M(z) + Huw(z) —/OxV(f) e = 0,

9 Govoredi strogo geometrijski, »savrieno ravna« je, naravno, pleonazam — crta ne moze biti »nesavrseno
ravna<. Tu smo retoricku figuru upotrijebili da naglasimo razliku izmedu ideal(izira)noga matematickog
modela i stvarne, samo naizgled ravne grede.
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a potom, uvrstavanjem izraza (202),
M(z) + H[wel(x) + wimp(x)] —/ V(&) d¢ = 0,
0

odnosno,

M(z) + Hual(z) = —Huwm(z) + /0 V(e)de.

Iako nesavrseno, pocetno je stanje nenapregnuto, tako da naprezanja, a time i momenti
savijanja, ovise samo o pomacima od pocetnoga stanja Wimp:

M(z) = —FElw)(z). (203)
Uvrstavanje toga konstitucijskog izraza u prethodnu jednadzbu daje

BLuf(o) = Hua(o) = Humg(s) — [ V(E)de

Rijec je o linearnoj diferencijalnoj jednadzbi s konstantnim koeficijentima, tako da mozemo

primijeniti princip superpozicije i neovisno analizirati utjecaj (pocetne) imperfekcije:
Elwl)(z) — Hwa(z) = H wimp(z),

odnosno, nakon dijeljenja sa F1,

H H
wey(z) — Ewel(@") = Ewimp(x)' (204)

Opée je rjesenje nehomogene diferencijalne jednadzbe (204), kao Sto znamo, zbroj
opéega rjesSenja pripadne homogene jednadzbe i partikularnoga rjesenja:

Wel(T) = Wern(T) + Werp(T).

Pripadna je homogena diferencijalna jednadzba

H
wh(x) — Ewel(:ﬁ) = 0. (205)
I sada ¢emo morati razlikovati djelovanja tlacne i vlacne sile.
Za tlacnu silu intenziteta P, > 0 bit ¢e H = —PF,, pa je odgovarajuc¢a homogena
diferencijalna jednadzba
P,
W) + 5 wa() = 0,
ili, uz poznati nam koeficijent h = ¢ ,
El
h2
"
wh(x) + ﬁwel(x) = 0. (206)

Bududi da je rjesenje funkcija kojoj je druga derivacija jednaka samoj funkciji pomnozenoj
negativnom konstantom, ponovno ¢emo uzeti funkcije

Wy(z) = sin(pz) & wn(z) = cos(ux),
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jer su
2/

wy(z) = —p?sin(uz) G wy(r) = —p? cos (ux).

Po uvrstavanju u jednadzbu (206) dobivamo

) h2 ) ) h2
(u - g_2) sin(ux) = 0 & (u - 6_2) cos(uzx) = 0,

pa mora biti o
w—= 6_2 = 07
te su o i
Hi2 = + 87

tako da je opcée rjesenje homogene jednadzbe (206)
. (h h
Wen(z) = ap sin 77 + as cos 7%) (207)

Za vlacnu je pak silu H = P, > 0, te je homogena jednadzba

15

whle) = 2 wala) - 0
ili
" h2
we(z) — E—Qwel(x) = 0. (208)

Za rjesenja ¢emo uzeti funkcije
Wy(z) = sh(ux) &  wn(z) = ch(ux),

jer su im druge derivacije jednake samim funkcijama pomnozenima pozitivnom konstan-
tom:

I

Wy(x) = p*shpr) & wy(r) = p* ch(ux).
Uvrstavanje u jednadzbu (208) ponovno daje
h2
2
m = 6_2 = 07
odnosno o
Hi2 = +€

b

te je opce rjesenje jednadzbe (208)

Wen(z) = a; sh (% x) + ay ch (% {B) (209)

Partikularno rjesenje nehomogene jednadzbe ovisi o njezinoj desnoj strani, o funk-
ciji wimp. Neka je, primjerice, pocetna imperfekcija oblika kvadratne parabole koja os
sijeCe na krajevima grede, a tjeme joj je u polovini raspona. Napisemo li funkciju wimp u
obliku

Winp (T) = wo (az® + bz + ¢) = Wo Winp (),
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1 2 3 a 5
-0.2
0.4
-0.6
0.8 ] ~ Wimp
-1 4 - wimp

Slika 42.

gdje je wy velicina imperfekcije u ¢/2 (slika 42.), morat Ce biti

Wimp(0) = 0, Wimp (€/2) =1 1 Wimp (€) = 0.

Prvi uvjet daje ¢ = 0, a preostala dva sustav dviju jednadzbi za nepoznanice a i b:

> 14
ZCL + §b = ]_,
Pa+ b = 0;
njegovo je rjesenje
4 ) 4
a = —g—z 1 b = Z,
te je konaé¢ni izraz za odabranu imperfekciju
4 4
Wimp () = wp [ZiL‘ - 6—23:2] : (210)

Kako je desna strana nehomogene diferencijalne jednadzbe polinom drugoga stupnja
i kako jedan ¢lan te jednadzbe sadrzi nederiviranu nepoznatu funkciju, partikularno ¢e
rjeSenje takoder biti polinom drugoga stupnja:

Wap(T) = co+ 1+ ey 2

Nehomogena je diferencijalna jednadzba za tla¢nu silu

" h? h?
wel($> + E_Qwel(x) = _6_2 wimp(x)- (211)

Uvrstimo li u nju izraze za pretpostavljeno rjesenje i njegovu drugu derivaciju

wy (T) = 2¢

te izraz (210) za odabranu imperfekciju, dobit ¢emo

2

h h* (4 4
2¢9 + el (00+01{E+621‘2J = _wOE_Q [Zx — E—QxQ],

to jest,

h? h? 4wg h? h? 4wy h?
[202+€_200] + [g_261+—g?’> ]x+ [6_202_ ;1 ]x2=0.
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Ta ¢e jednadzba biti zadovoljena za svaki x samo ako su slobodni ¢lan i koeficijenti uz x
i 22 jednaki nuli. Iz tih uvjeta slijede, redom,

h2 4’(00 h2 4U}0
g T =0 T e=4
h? 4wy h? 4
E_ch + 112—03 =0 = cp = _$7
h? 8w
2co + 5_200 =0 = Co = _h_207

te je partikularno rjesenje

8 4 4 8w
wel,p(x) = Wy [_ﬁ - zl’ + E_ng] = 270 wimp(x). (212)

I napokon, opée je rjesenje nehomogene jednadzbe (211) za imperfekciju (210)

8’[1)0

. (h h
wel(z) = a; sin (Z x) + ay cos (z x) ~ e T Wimp (). (213)

Zasad neodredene konstante a; i ay ovise o zadanim rubnim uvjetima. Za slobodno su

oslonjenu gredu rubni uvjeti
U}el(O) =0 & U)e](g) = 0.

Ti uvjeti daju sustav dviju jednadzbi

8w
@G =0
8
ap sinh + ag cosh — % = 0,
rjesenje kojega je
8wy ¢ 8wy 1 —cosh 8wy ; h
ay = —— ay = = >
27 e LT TR sk EERD)
te je
8 h h 8 h 8
We(z) = % th sin (Z x) + % cos <Z :1:) - % — Wimp (7).

Ravnotezni je oblik osi grede u odnosu na os z

h h h
w = Wa(r) + Wipp(x) = 8o tg — sin (z x) + % cos <Z a:) - %

(slika 43.).

Za vlacnu je silu nehomogena diferencijalna jednadzba
) h2 h2

Wa (@) = 55 walz) = 55 Winp(@). (214)
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-0.01 4
-0.02 A
-0.03 A

-0.04

Slika 43.

Uvrstavanjem izraza za pretpostavljeno rjeSenje, njegovu drugu derivaciju i odabranu
pocetnu imperfekciju dobivamo

2c - [c + + 2] " [4 ! QJ
- — 1T +cx =w)— |- — s
2 £2 0 1 2 0 62 e 62
i odatle
2 4 wg h? 4w
_6_262 + E(‘)l = O = Co = 6_20’
h2 4w0h2 4w0
FaT e TV = e
h? 8w
262 - K_QCO =0 = Cop = h_QO’

tako da je partikularno rjesenje

4 4 8’11)0
Welp(T) = wo [ﬁ - + g_2$2] = Tz Wimp (),
dok je opée rjesenje nehomogene jednadzbe (214)
h h 8
we(z) = a; sh (Z :v) + ay ch <Z 3:) + % — Wimp (). (215)
Rubni uvjeti za slobodno oslonjenu gredu, we(0) = we(¢) = 0, daju sustav jednadzbi
8w
as + h_20 = 0,
ay sinh 4+ ag cosh + % = 0,
2
kojemu je rjesenje
a __8w0 ¢ 0 8wg 1 —cosh 8wot h
T T Y Ry A P S
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te je rjesenje diferencijalne jednadzbe (214) za slobodno oslonjenu gredu s imperfekei-
jom (210)
8w0 h h 821)0 h 8’[1)0
U)el(l') = ?th 5 sh (z Z‘) — ? ch (Z I‘> + W - wimp(x),

dok je ravnotezni oblik osi grede u odnosu na os x

W = Wei(T) + Wimp(T) = % tgg sh (%x) + % ch <ﬁx) + M

(slika 44.).

0.005

- Wimp

|
t
o

-0.005
-0.01
-0.015
0.02

-0.025

-0.03 4

Slika 44.
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4. Postupak P-DELTA

4.1. Skica postupka

Komponente matrice krutosti i vrijednostt sila upetosti, za koje smo izraze izveli u
prethodnom poglavlju funkcije su intenziteta uzduzne sile. No, vrijednosti uzduznih sila
u Stapovima nisu poznate prije pocetka proracuna.

Postupak P-DELTA iteracijski je postupak rjesavanja. U prvome koraku sistem rje-
Savamo »obi¢noms, iz Gradevne statike poznatom inzZenjerskom metodom pomaka. U
drugome koraku prorac¢un provodimo primjenom prije izvedenih izraza, s intenzitetima
uzduznih sila izracunanima u prvome koraku. Katkada Ce trebati provesti i treci, cet-
vrti, ... korak; u svakome od njih proracun provodimo s intenzitetima uzduznih sila
izracunanima u prethodnome koraku.

Razliku inteziteta sile ili momenta (u istome Stapu) u dva uzastopna koraka nazvat
¢emo prirastom intenziteta te sile ili momenta. Primjerice, prirast je intenziteta uzduzne
sile u stapu (4, j) u k-tome koraku

(k—l)Aaps.NiJ _ ‘(k)Ni,j‘ — |(k*1)Ni,j|;

taj prirast nazivamo i apsolutnim prirastom, dok je relativni prirast omjer apsolutnoga
prirasta i intenziteta sila iz prethodnoga koraka:

<k71)A aps. Ni,j

k=DA N, . =
rel. £Vi,j ‘(k—l)Nij‘

Postupak ponavljamo dok prirasti intenziteta (apsolutni ili relativni) uzduznih sila ne
postanu manji od odabrane to¢nosti.

Proracun u prvome koraku nazivat ¢emo linearnim, a u ostalima nelinearnim.

4.2. Pregled izraza

4.2.1. Tlacni stapovi

|H]| P,
h =0A— = l\—
ET EIl
s =sinh, c=cosh
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Obostrano upeti tlacni Stap

Vrijednosti momenata na krajevima Stapa zbog pomaka krajeva:

Mg = e(z—fi—hs) [_hme_C) wig + h(s=he) e,
+w%7i+h(h—s)gpj]
- e(2-f£—hs) s =he)er + b =s) ey - w (wi’j_wj’i)]
B 6(2—2E£—h8) s = he) g+ hih=s) gy = h*(1- )
my; = g(z—fcj—hs) :h(h—S) pi + h(s—hc)p; — M (wi,j—wm)]
_ K(Q_fi_hs) :h(h—s)% + h(s—he) g, — h2(1—c)¢]

Aproksimacije vrijednosti momenata zbog pomaka krajeva (prva dva ¢lana razvoja u
Maclaurinov red):

(4 E] 2Pt€] [2EI+Pt£‘ (6 El PtJ( )
mij = | —— — i —— t 55| %~ — 0 [(wi; —wj;
! L/ 15 )7 14 30 ) ¥ [ 2 10 J 7,
 (4EI 2Pt£] [2E1+Pt€\ (6 El Pter
I 15 )7 ¢ T30 )% T T 10
- f2E]+Pt€J N (4EI 2P, 07 (6 El H]( )
Mii = |7 30 J ¥ i 5 )7 e 10\ T W
- f2EI+Pt£} N [4EI 2P, 07 (6 El Ptz}w
T T3 )" i 15 )% ¢ 10

Vrijednosti momenata upetosti za jednoliko raspodijeljenu silu:

I qOEQ [ 1+C]
M. = ° o _
I 2 h2 h 5
— qo 02 l+¢ —
Mj,i = _2_h2 [2 —h 5 ] = _Mi,j

Aproksimacije vrijednostt momenata upetosti za jednoliko raspodijeljenu silu (prva dva
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¢lana razvoja u Maclaurinov red):

. — (1052 R;QO£4
b 12 T20 1
=7 4o 2 P qo I

M, = — —
7 12 720 E1

Vrijednosti momenata na krajevima stapa:
Mi; = mi; + M,
Mji = myji + My,

Jednostrano upeti tla¢ni Stap sa zglobom na lijevom kraju (v = 2)
Vrijednost momenta na desnom kraju zbog pomaka krajeva Stapa:

o EI h? s
My = m thS Yi T T (wi,j - wj,i)]

= ﬁ [h23 0, — h*s w)

Aproksimacija vrijednosti momenta zbog pomaka krajeva:

¢y 3EI P/l 3EI P,
= [—— ]%‘— [ Iz —g](wz‘,j—wm)

7 ¢ 5
_[3El_f%} '_[SEI_E%]w
I 5 )% / 5

Vrijednost momenta upetosti za jednoliko raspodijeljenu silu:

M = [1+ h_S]M

It s—hc J

___%P[ h—s]{ B 1+c]
- 2hK2 1+S—hC 2-h s

Aproksimacija vrijednosti momenta upetosti za jednoliko raspodijeljenu silu:

e — *qog2 B Pigo !
7t 3 240 ET

Jednostrano upeti tla¢ni Stap sa zglobom na desnom kraju (v = 4)

Vrijednost momenta na lijevom kraju zbog pomaka krajeva:

c EI N h? s
mgy = (s —ho) lh S Qi = (wi _wj,i)]

= ﬁ [h28 0, — h?s w]
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Aproksimacija vrijednosti momenta zbog pomaka krajeva:

My =

14 5

l 5

- [3E] Pt

¢, [3751 Pl

Jo-
Jo-

Vrijednost momenta upetosti za jednoliko raspodijeljenu silu:

M4 = [1+

i’j

qo ?

-1+

2 h?

h—s

s—hc

h

S —

— S 1+c
2 —h
) |

C S

]

3EI P,
[ /2 _g](wz‘u‘—wa‘,i)
3EI P/
[ I _?Jw
).,

Aproksimacija vrijednosti momenta upetosti za jednoliko raspodijeljenu silu:

Cy4

M;;
4.2.2. Vlacni stapovi
| H | P,
h =14 51 = l Vol
s =shh, c=chh

Obostrano upeti vlacni stap

q0 2

PtQ0€4

8

240 BT

Vrijednosti momenata na krajevima Stapa zbog pomaka krajeva:

EI [ h?(e—1
mi,j = £(2—25—h§) _h(h(_f_g) Wi + h(g—h) (,Oj — % (wi,j—wj7i)]
EI i _ _ _
— @ —2e_ 79 ¥h(hc—s)g0i + h(5—h)p; — h2(c—1)@/)]
- =i (- h(he—5 h(e—1)
Mii = f@—2c—hs) | (§=h)pi + h(hc—5)p; — T(wi,j—wj,i)]
El r
- e aehg (MW hlhe—9) ¢ - P (e—1)v]

Aproksimacije vrijednostt momenata zbog pomaka krajeva:

_[4E1+2Pv£] +{
Mg = |7 15 ¥

B [4EI+2PV£] L [
N ¢ 15 ’

2EI P¢ 61
2EL_RU), (05

14

2EI PJ¢ 61
2EL_RO) (02

14
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.,_[E_qu .+(@+M] ._[6E1+5J( = wy)
B G R ¢ )T e T\

2EI P¢ 4FEI 2P,/ 6EI P/
(475 (4214250 - (225

¢ 30 T / 10

Vrijednosti momenata upetosti za jednoliko raspodijeljenu silu:

—-— q0£2 1+e¢
Ly PRSI

S

S

N qOEQ 1+5 -

Aproksimacije vrijednostt momenata upetosti za jednoliko raspodijeljenu silu:

T _ QO£2 B quof4

M,

) 12 720 E1
_ 2 P,gyt*
M, = 4 do

’ 12 720 E1

Jednostrano upeti vla¢ni Stap sa zglobom na lijevom kraju (7 = 2)
Vrijednost momenta na desnom kraju zbog pomaka krajeva Stapa:
c EI o h?s
ET
= —— | W59, — h?5 )
o G

Aproksimacija vrijednosti momenta zbog pomaka krajeva:

¢ T3

- [3EI+PV€] B [3E1+Pv£Jw
B 5 ) ¥ / 5

cy 3EI P/ SEI P
my; = [_ }@j - [ 2 +?J(wi,j_wj:i)

Vrijednost momenta upetosti za jednoliko raspodijeljenu silu:

M = [1+ s h ] 3,

i hé—3
%ﬂ[ s—h][ 1+¢ ]
om U " he—s 5
Aproksimacija vrijednosti momenta upetosti za jednoliko raspodijeljenu silu:
T7¢ qo £* Pogo !
M2 =
It 8 * 240 BT
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Jednostrano upeti vlaéni Stap sa zglobom na desnom kraju (y = 4)

Vrijednost momenta na lijevom kraju zbog pomaka krajeva:

c EI . h?3s
mij = ((hc—3) [h ST = (wiy —wm‘)]
El

= e 9 [hgg ©; — h%5 1/)]

Aproksimacija vrijednosti momenta zbog pomaka krajeva:

cy [BEI PVEJ [3EI P,
m;% = | —— i —

i.j R 1z +g](wz‘,j—wayi)

B [3E1+PV€] N [3EI+PV€]w
B ¢ 5 ! ¢ 5

Vrijednost momenta upetosti za jednoliko raspodijeljenu silu:

.3

T - [1+ h _]M,j

Aproksimacija vrijednosti momenta upetosti za jednoliko raspodijeljenu silu:

W — Clof2 B Pv€10€4
J 8 240 FE1

4.3. Primjeri
4.3.1. Nepomicni sistem

Zadan je sistem sa slike 45. Neka su go = 50 kN/m, F; = 1000 kN i F, = 250 kN.

Fy

qo0
W ®

©
& 2EI 3 21 & B

@

™ -
|
1

Slika 45.
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Uzmemo li da je EI = 20250 kNm? relativne su krutosti stapova

EI 2FE]
kpay = Vi 5062,5kNm & kg3 = kg = — = 8100 kNm.

Buduéi da je postupak P-DELTA nelinearno »proSirenje« inzenjerske metode pomaka,
jedina je nepoznanica kut zaokreta ¢vora 3, ¢s.

Prvi korak: linearni proracun

U prvome ¢emo koraku, proracunu »klasicnom« inzenjerskom metodom pomaka, ne-
poznanicu oznaciti s M3, a sliéne ¢emo oznake upotrijebiti i za vrijednosti sila.

Izrazi linearne teorije za vrijednosti momenata na krajevima stapova su

WMis = 2k Yoz = 10125 Vs,
M5y = 4kpsy Vs = 20250 Vs,

(1)M3C’2 3 ]{3{273} (U(,Og = 24300 (1)@37

DMy, = 3kay Vs + VMg, = 24300 Vs + 156,25,

jer je vrijednost momenta upetosti na kraju 3 stapa {3, 4}

— 156,25 kNm.

n._ QO£{23’4} 1 _QO€{2374} _ QO£{23’4}
3 12 2 12 8

Jednadzba je ravnoteze momenata u ¢voru 3
1 1 ¢ 1 C
_( >]\4371 _ (>]\4372 _ (>M3,4 — 0’
odnosno, nakon uvrstavanja izraza za vrijednosti momenata i sredivanja,
68850 W3 = —156,25,

pa je Wp3 = —0,00226943. Uvrstimo li taj kut u izraze za vrijednosti momenata na
krajevima Stapova, dobit ¢emo

WM, = —22,98 kKNm, N, = —45,96 kNm,

Vrijednosti poprecnih sila na krajevima sStapova uz ¢vor 3 mozemo za svaki Stap
izracunati iz jednadzbe ravnoteze momenata oko njegovoga drugog kraja (slika 46.):

— T lagy + PMyg + PMzy = 0

= (1>T371 = ((1)M173+(1)M371) = —17,24 kN,

Ui 3y
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(1)]’3 1

N IO VA
: q0
fl(l)TB’Q lMM_UM
“’MSC\; DML, RED
FINOM, 5 b. c.
a.
Slika 46.
— T35 o3y + (1)M3C,2 =0
1
- <1)T372 == (1)M302 = _].]_703 kN,
bogy 7
c qo0 62 4
DT lzay + VMg, % =0
1 14
- 0Ty, = — (1)M3f4 _ o 2{3’4} = —145,22 kN.

U303

Vrijednost uzduzne sile u stapu (3, 4) dobivamo iz jednadzbe ravnoteze sila koje djeluju
usporedno s njegovom osi na odsjecku izmedu presjeka toga Stapa neposredno desno'’ od
¢vora 3 1 lezaja 4 (slika 47.a.):

ONgy + F, =0 = ONgy = —F, = —250,0kN

= OBy, = —"Nzu = 250,0kN.
'3
(1)]\/'3’2 (1)]\[374 (1)T3 QT l T(1)T3 4
> A > - T -— ’ - ’
Ny 4 = :El l
a. b. N3 1
Slika 47.

Uz poznatu vrijednost “Nj 4 vrijednost uzduzne sile u stapu (2, 3) izracunavamo iz jed-
nadzbe ravnoteze sila koje usporedno s njegovom osi djeluju na évor 3 (slika 47.b.):

_(1)N3’2 _ (1)T3’1 _ (1)N3’4 =0
= (1)N372 = —(1)N374 — (1)T371 = —(—250,0) - (—17,24) = 267,24 kN
= (1)P(\27’3) = (1)N3,2 == 267,24 kN

10 Uzduzna se sila uzduz $tapa ne mijenja, pa mozemo odabrati bilo koji presjek. U metodama pomaka
»>U pravilu« se racunaju sile na krajevima stapa.
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Vrijednost pak uzduzne sile u stapu (1,3) daje jednadzba ravnoteze sila usporednih s
njegovom osi koje djeluju na ¢vor 3 (slika 47.c.):

Fy — YT — W5, + ©N3y = 0
=  ON3y = —F + DTy + YTy,
= —1000,0 + (—11,03) + (—145,22) = —1156,25 kN
= OPlg = |"Nss| = 1156,25kN.

Drugi korak: »tocan<« nelinearni proracun

Nelinearni prora¢un provodimo s intenzitetima uzduznih sila koje smo izracunali u
prvome, linearnom koraku. U »to¢nim« izrazima, izvedenima rjesavanjem diferencijalnih
jednadzbi, o tim intenzitetima neposredno ovise koeficijenti h za pojedine Stapove:

(1,3) 1156,25
= 40402 = 14
ol 0\ Sogee = 0:955814,
“Ps 267,24
Vhiaz) = Ll 25}3) = 5,0- 320950 0,406 156,
250,0
Ohia = (s 25}4) = 5,0- 720950 0,392 837.

Dhaz = L

Sada su
We gy = cosWhi g = 0,576 944, Ws,3) = sinWhg g = 0,816 784,
(Ve = ch®hpgy = 1,08362, M55 = shOhps = 0417415,
ey = chWhgy = 1,07816, M550 = shWhg = 0,403019.

Vrijednost je momenta upetosti na kraju 3 stapa (3,4)

) ~ _
(2)M;4 _ do 6{374} [1 N W5(3.4) — VR34 ] [<1)h(3 Y 1+ M5 _ 2]
’ (3.4) ’

2 <1)h%374) Oh(3,0) V(3.4) — V5 W5 (3,4)

— 155,46 kNm,

dok su izrazi za vrijednosti momenata na krajevima Stapova

EI
OM, 53 = Ohra (Vhe s — Vsa) Ps
3T T (2200 — Wy Wsag) O (“has — Vsas)

— 10283,6 @,
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EI
@M, = Bhagy (Msas — Phag Ve s (2)903
S R S YT R (“s3) — “has Veas)

— 19625,9 @,

2FET
@pNe. = Wp2 (g 93 (2)903 = 245664 (2)9037
v li23y (Vhzs) Vs — V5e) @3) °@3)
2E1 i .
M4 = Ohiy g V5 Pz + DMy,

lis.ay (Dhsa) Veaa) — V5(,0))

— 24547,8 @5 + 155,46.

Uvrstimo li te izraze u jednadzbu ravnoteze momenata u ¢voru 3,
(2) (2) C (2) c
- M371 - M372 - M374 —_— 0,

dobit ¢emo jednadzbu
68 740,1 Pz = —155,46,

rjeSenje koje je @3 = —0,00226156, pa su nove vrijednosti momenata na krajevima
stapova

@M, 3 = —23,26 kNm, @Mz, = —44,39 kNm,

@My, = —55,56 kNm, @My, = 99,94 kNm.

Vrijednosti su poprecnih sila na krajevima stapova uz ¢vor 3 sada

1
OTy = 7 }(<2>M1,3+<2>M3,1) = —16,91kN,
1,3
1
OTs9 = 7 }<2)M3f2 = —11,11 kN,
2,3
1 /
Py = =g M, 0764 144,99 kN,
3,4

dok su novi intenziteti uzduznih sila u stapovima
®N3y = —F, = —250,0kN = (Q)P(};A) = 250,0 kN,
®N3y = —ON3y — @T3; = —(-250,0) — (—16,91) = 266,91 kN = <2)P(§73),
@N3; = —Fy + T35 + T34 = —1000,0 — 11,11 — 144,99 = —1156,10 kN
= (2>P(t173) = 1156,10 kN.

Buduéi da se intenziteti uzduznih sila nisu bitno promijenili (a u stvari, smanjili su
se: Aaps‘P(tlj?,) = (Q)P(tl’S) — (1)P(t173) = 1156,10 — 1156,25 = —0,15), proracun neéemo
nastavljati.
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1li, drugt korak: »priblizan« nelinearni proracun

Nelinearni dio proracuna mozemo provesti i prema pribliznim izrazima izvedenima
razvojem rjesenja diferencijalnih jednadzbi u Taylorove/Maclaurinove redove ili pak na
temelju teorema o virtualnim pomacima.

Izrazi za vrijednosti momenata upetosti izvedeni primjenom teorema o virtualnim
pomacima ne razlikuju se od linearnih izraza:

EWAS o 6?3 4}

(zadrzali smo stoga oznaku iz prvoga koraka). Uzmemo li pak prva dva ¢lana razvoja u
Maclaurinov red, bit ¢e
oy PP %0 s

ANfE = _ = 156.250 — = 155,45 kNm.
34 2 240 2 E1) 56,250 — 0,803 755 55,45 kNm

Izraz za vrijednost momenta na kraju 3 Stapa (3,4) u prvom je slucaju

3(2E1) N VPG 4 (s

OMS, = @ps + UMy, = 24550,0 Pps + 156,25,
) 6{374} 5 y

dok je u drugom slucaju

3Q2EI) | "Pay by

Cs 5 ]@)@3 + My, = 24550,0 “ps + 155,45,

@nfe
My, = [
Koeficijenti uz ®p3 u oba su izraza jednaki, jer oba nacina izvodenja daju jednake iste
izraze za elasticne i geometrijske dijelove komponenata matrice krutosti. Izrazi su za
vrijednosti ostalih momenata na krajevima stapova

(2oET WP} 4 lq,

@M, 5 = 7 + (1’;) (L3} Ppg = 10279,2 Pps,
L {1,3}
(4E]  2WPY . 0

My = | = I | gy = 196333 Yy,
L {1,3}
(32EI) P (e,

Mg, - 32 ), BY B | Wy — 245672 gy,
L {2,3}

U jednadzbama dobivenima uvrstavanjem tih izraza u jednadzbu ravnoteze momenata

2 2 C 2 C

razlikovat ¢e se stoga samo slobodni ¢lanovi:

687505 Ppy = —156,25 i 68750,5 Py = —155,45.
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Rjesenje je prve jednadzbe ®Vp3 = —0,00227271, a druge ®"p; = —0,002261 07, pa su
vrijednosti momenata na krajevima stapova uz »linearnu« vrijednost momenta upetosti

@M, 5 = —23,36 kNm, @My, = —44,62 kNm,
My, = —55,83 kNm, My, = 100,45 kNm,
a s vrijednoséu koju daju prva dva clana Maclaurinova reda te su vrijednosti
@M, 3 = —23,24 kNm, @Mz, = —44,39 kNm,
@My, = —55,55 kNm, Mg, = 99,94 kNm.
Vrijednosti poprecnih sila na krajevima stapova uz ¢vor 3 u prvom su slucaju
/ ]. / /
Ty, = (*"My5 + ®"Ms,) = —17,00kN,
by
@) L epye
b2y ’
/ 1 l
Oy = —— My, — KLRAED LAl — —15,09kN,
{34}

a u drugom
@7, = —1691kN,  @T3, = —11,11kN i @7y, = —14500kN.
I na kraju, u prvome su slucaju intenziteti uzduznih sila u stapovima

N34 = —F, = =2500kN = ®Pj, = 250,0kN,
“Ngy = PNy — T3 = 250,00 — (—16,95) = 267,00kN = “PJ 4,
Ny, = —F + DTy + @T3, = —1000,00 — 11,17 — 145,09 = —1156,26 kN

= <2’>P(§,3) = 1156,26 kN,
dok su u drugome slucaju ti intenziteti
PS4 = 250,0kN,  ®"Pgg = 26691kN i ®"Pj, = 1156,11kN.

Intenziteti uzduznih sila su se, kao i u »toénome« prorac¢unu, smanjili u odnosu na inten-
zitete dobivene u prvome, linearnom koraku (A ,ps. P(t1 5y = 1156,11 — 1156,25 = —0,14),
pa proracun nec¢emo nastavljati.

4.3.2. Pomi¢ni sistem

Sistem sa slike 48. razlikuje se od sistema iz prethodnoga primjera samo u tome sto
je lijevi zglobni lezaj sada pomican.

Stoga su nepoznanice sada @3 i U234, = u, te je (slika 49.)

Y3 =

u{27374} _ u

Clamy lusy
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©) " UHlHHHHHHMHf@
AN YTt ©) 2 BT =7
EI 4
@ o
| ° | ° |
Slika 48.
@ 17 e
i:§ U{2.3,4}
ey T I ey
|
! il = [ |
L

Slika 49.

Prvi korak: linearni proracun

Izrazi su za vrijednosti momenata na krajevima Stapova:

6 kyis
Mg = 2kag Ves — 6kas Mas) = 2kps Vs + é{{ }} My
13

= 10125 Wz + 7593,75 My,

6 kg3
M5y = 4kpsy Vs — 6kpg Pas) = 4k Yes + ﬁ My,
1,3

= 20250 W3 + 7593,75 Vu,
OMyy = 3kpgy Vps + My, = 24300 Vs,
My, = 3k Vps + Ms, = 24300 Vpy + 156,25.
Uvrstavanje u jednadzbu ravnoteze momenata u ¢voru 3,

(1) (1) c (1) c  __
- M3,1 - M3,2 - M3,4 — 0,

daje nakon sredivanja

68 850,00 V3 + 7593,75 Yu = —156,25.
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Za drugu jednadzbu mozemo uzeti jednadzbu ravnoteze horizontalnih sila na dijelu
sistema iznad presjeka kroz vrh stupa (slika 50.)

FQ — (1)T3’1 = 0.

Vrijednost 75 ; poprecne sile na vrhu stupa mozemo s pomocu jednadzbe ravnoteze mo-
menata oko njegovoga dna »zamijeniti« vrijednostima momenata na njegovim krajevima,

Fy — (VM5 + PM;y) = 0,

Ca sy

te je, nakon uvrstavanja i sredivanja,

7593,75 Vs + 3796,88 Vu = 250.

& 1 PN S
_ M3,
\/‘“)M:m
Mz
Slika 50.

Druga se jednadzba moze, znamo, izvesti i primjenom virtualnoga rada (slika 51.):

(PMys+ PMsq) - 8¢z + Fo-du = 0

du
Ui 3y

((1)M173 + (1)M3’1) : [— ] + F2 du = O;

kako jednakost mora vrijediti za bilo koji du, bit ¢e

1
Cia 3y

((I)MLg + (1)M371) + F5 = 0.

Sustav je dviju jednadzbi s dvjema napoznanicama
68 850,00 M3 + 7593,75 Pu = —156,25,
7593,75 Mg + 3796,88 Mu = 250,0,
a njegovo je rjeSenje

Mg, = —0,0122292 & Dy = 0,0903019 m.
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Fy do
/l‘l\lilllliilllllllllllll )
u
X — I PN
S NS \t/‘(”M&l MY , S L |
T 16% 3
(1>M1)3@ @\
Slika 51.
Vrijednosti su momenata na krajevima Stapova
(1)M173 = 561,91 kNrn, (1)M371 = 438,09 kNm,
(1)M3f2 = —297,17 kNm, “)]\436,4 = —140,92 kNm,

pa su vrijednosti poprecnih sila na krajevima stapova uz ¢vor 3 (ponovno prema slici 46.)

1 561,91 + 438,09
DTy, = 7 }(“>M1,3+“>M3,1) = — Z = 250,00 kN
1,3
(tek provjera, u stvari),
1 —297,1
Ty9 = 7 OMy, = —957’ T —59,43 kN,
{2,3} 7
1 l —140.92 .
Ty, = _g{ }“)]\/[354 D 2{3,4} _ 50,9 B 50,;] 5 _ 06,82 kN,
3.4

dok su intenziteti uzduznih sila u Stapovima (ponovno prema slici 47.)

N3, = —F, = —250,0 kN = (1)P(§’4) = —®N3, = 250,0 kN,

N3y = =Nz — VT3, = —(—250,0) — 250,0 = 0 = WPa3 = WN3s = 0,

N3y = —F) + WT39 + WT34 = —1000,00 + (—59,43) + (—96,82) = —1156,25 kN
= Pl = |“Nsy| = 1156,25kN

(da je ®N35 = 0 moze se bez racunanja zakljuciti iz uvjeta ravnoteze sila usporednih s

osi Stapa (2, 3) izmedu lezaja 2 i presjeka lijevo od ¢vora 3).

Drugt korak: »priblizan«< nelinearni proracun

Vrijednost je momenta upetosti i sada kao u prethodnom primjeru (s prva dva ¢lana

razvoja u red):
M, = 15545 kNm.
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Izrazi su za vrijednosti momenata na krajevima Stapova

onn . [2EL, CPis lasy ) Dy (6E1  "Pigs los O
7 \ 6{1,3} 30 J \ E{l’:j’} 10 ’
_ (2FET N (I)P(t1,3) sy @y 4 (6 E1 _ (1)P(1';173)] @),
2
[ Ci13) 30 (g 10

= 10279,2 @py + T478,13 P,

LHpt LHpt
4ET 20P, 6{1,3}] @y + [6E1 - P(1,3)] -

i) 15 Gy 10

o - |

= 19633,3 @py + T478,13 P,

QBT
@ME, = 3QED )%3 = 24300,0 @,
’ 2,3}

3(2EI) WP, e
UMy, = [ 2{3 " ), (3"2 BY | @py + @B, = 24550,0 @y + 155,45,

Nakon uvrstavanja izraza za momente i sredivanja jednadzba je ravnoteze momenata

u ¢voru 3
68483,3 Pps + T478,13 Pu = —155,45.

Jednadzba je ravnoteze horizontalnih sila na dijelu sistema iznad presjeka kroz vrh
stupa (slika 52.)
F2 — (2)T3’1 = 0.
Izraz za T3, izvest ¢emo iz jednadzbe ravnoteze momenata oko dna deformiranoga
stupa,
—(2>T371 5{1,3} _ <1>p(t173) @y + (2)]\41’3 + (2)]\43’1 =0
1

- Ty, = (PMys + @My — OPS ., ),
5{173} (1,3)

pa je jednadzba ravnoteze sila

1
Fy, — ; ((2)]\/[173 + (2)]\4371 _ <1)p(tl73) (2>u) =0
{1,3}

i, nakon uvrstavanja i sredivanja,

7478,13 D3 + 3450,03 Pu = 250,0.

Izvodimo li drugu jednadzbu primjenom virtualnoga rada, treba takoder poceti od
>pomaknutoga« sistema (slika 53.).

Izraze za kutove virtualnih zaokreta i orijentirane duljine virtualnih pomaka odreduje-
mo s pomocu dijagrama projekcija pomaka na horizontalne i vertikalne pravce prikazanih
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AN T N

NN\ - WFQ

(1)P(tl 3)l

_Y  OT5,

(2)M371
(’1-’)]\41)3
@y
[~
Slika 52.
@y |
X A T
AN BN
a3)
Slika 53.

na slici 54.; za crtanje dijagrama projekcija pomaka na vertikalne pravce dovoljno je znati
da su apsolutni polovi 2 i 3 tijela Il i ll na vertikalnim pravcima koji prolaze pomiénim
zglobnim lezajevima. Virtualne kutove zaokreta izrazit ¢emo kao funkcije orijentirane
duljine neovisnoga virtualnog pomaka du:

du
dug) = Oy = “las
dwis @y
> = oy = — Z = - du,
Y(2,3) iy Tom T b
dwis @y
3t gy = oYy = UL du,

lay Loy Usa

pri cemu je
&)

dwis = Pu-|dth] = du = dws.

Ui 3y
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1,2
I 1,3 1l Su
& EAY
|
l |

® 69|
<
6w1’§ -

Em || / dbn

‘ - J / : Il

. e

Slika 54.

Jednadzba vritualnoga rada (sastavljena s pomocu slike 55.)

((2)M1,3 + <2)M3,1) : 6¢(1,3) + (Q)M?f,z ) 5¢(273) + (2)M§,4 ) 6¢(374)

d
+ FQ&U + F1-5w3 + (ﬁﬂ{&“'% = O,

uvrStavanjem izraza za virtualne kutove zaokreta i za orijentiran duljinu dws postaje

5 @)
—(PMys + OMs,y) - — OME,
sy T Ly by
@y (@)
+(2)M§4-—6u+F2-5u+F1- du
’ 5{1,3} 5{3,4} 5{1,3}
+ qu 3,4} ° u = 0.
{3,4} 201 3
Fll qo
/AR du
“AW R C/\ J\(z)Mc SSY
( >]\/‘/'3,2 <2)M3 ) 3,4 |
—/10v%,3)]
@M 5 |:
S ou l
5w3
16¢(2,3)] / 0 (3,4)
' z / ¥

I Il

Slika 55.
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Bududi da jednakost mora vrijediti za bilo koji du, slijedi (uz jos malo sredivanja)

@)y, @) fe @) fe ;
Fy — ((2)M173+(2)M3,1) n [F1 B 32 34 4 oo (3,4} ] — 0
6{173} £{1,3} 5{2,3} 6{3,4} 2
W_/ < ~— )
@3 —T34
i, najzad,

Fy —

7 (PMy 5+ PMsy — VPS4 Pu) = 0,
{1,3}

jer je (1)P(tl 3) = F1 — <1)7"372 — (l)T374.
Rjesenje sustava jednadzbi

68483,3 Pz + 7478,13 Py = —155,45,

7478,13 oy + 3450,03 Pu = 250,0
jest
o, = —0,0133401 & @y = 0,101378 m,

pa su vrijednosti momenata na krajevima Stapova
@M, 5 = 620,99 kNm, @Mz, = 496,21 kNm,

dok su vrijednosti poprecnih sila na krajevima Stapova uz ¢vor 3

1

BTy, = ﬁ (<2)M173 + OMs, — <1)P(tl’3) (2)u) = 250,0 kN (provjera),
13
1
2,3
1 /
VT =~ M BUEG 90,59 kN.
3,4

I na kraju, intenziteti su uzduznih sila u stapovima
(Q)NQ,S =0 = (I)P(z,s) =0
WN3, = —F, = —250,0kN = ”’P(;A) = —"N3, = 250,0 kN,
@N3y; = —F; + PT39 + T3, = —1000,00 — —64,83 — 90,59 = —1155,42kN

= Py = |“Ns4| = 115542kN.

Kako se intenzitet uzduzne sile u stupu tek neznatno promijenio (i k tome jos smanjio),
ne¢emo nastavljati proracun.
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Usporedit ¢emo jos duljine neovisnoga translacijskog pomaka i intenzitete momenata
u prvom i drugom koraku. Apsolutni su i relativni prirasti duljine pomaka

Agpst = |Pul — |Yu| = 0,101378 — 0,0903019 = 0,0110761 m

Aot 00110761
Apu = T2l 2 — 0,1227 = 12.27%.
YT o[ T 0,0903019 %

Apsolutni su prirasti intenziteta momenata

ANops. My = |PMys| — |V M5 = 620,99 — 561,91 = 59,08,
Aups My = 496,21 — 438,09 = 58,12,

Aops Msp = |—324,16] — |-297,17| = 26,99,

Agps M3y = |—172,05] — |-140,92| = 31,13,

dok su im relativni prirasti

A aps. M3 59,08

A Mz = = = 0,1051 = 10,51 %,
PR oM T 561,01 i’
58,12
A My = —2= = 0,1327 = 13,27%,
1. M3 138.09 0,1327 3,27 %
26,99
AvaMsp = oo = 00908 = 9,08%,
31,13
AwaMsa = T = 02209 = 22,09%.

1li, drugt korak: »toCan« nelinearni prorac¢un

Uz izracunane su intezitete uzduznih sila koeficijenti h Stapova

1156,25
“hs) = la\| g7 = 40\ gogrg. = 0:955814,
(UP O
(2.3)
hes) = e\ 5pr = 0\ 709~ ©
WP 250,0
(l)h(374) = 6{3,4} 25}4) = 5,() m = 0,392 837,

te su
We gy = cosWhg = 0,576 944, Ws,3) = sinWha g = 0,816 784,
Vs = chVhgy = 1, D53 = shVhps = 0,
(1)5(374) = Ch<1)h(3,4) = 1,078 16, (1)5(3’4) = sh (1)h(374) = 0,403019.
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Vrijednost je momenta upetosti na kraju 3 stapa (3,4) kao u prethodnom primjeru
@M ,, = 155,46 kNm.

Izrazi su za vrijednosti momenata na krajevima stapova (1,3) i (3,4)

ET

OM, 5 =
Tl (2 - 2% s — Dhg) Vs)

@),
' l<1)h(1,3) ((l)h(173) B (1)8(173)) <2)903 + (1)h%173) (1 _ (1)0(1,3)) K{l 3}]

= 10283,6 @3 + 7477,38 P,

ET

My =
D Ly (2203 — Vhag) Vs )

@)y,
: [“%(1,3) (Vss) — Phag Veas) Pes + (l)h%1,3) (1—eqy) ]

= 19625,9 @5 + T477,38 P,

2ET

Uy (Dhaa) Veea) — V5Ea)

2 c 1)7,2 1)= 2 DNV
( )M3,4 ( )h(3’4) ( )8(374) ( )¢3 + ( )M3,4

= 245478 @py + 155,46.

Medutim, uvrstavanje u izraz za moment na kraju 3 stapa (2, 3) daje

. o ) 2FI 0
M, = o ey e VSes Pes = 5 Yes.
Uazy (Vhia3) Vea3) — V5(2)) l2.3) 0
Neka su
Fihe— B shh & g:hw hchh—shh.
Tada su

lim f(h) = 0 ¢ limg(z) = 0

h—0 h—0

(pretpostavili smo da je sila u stapu (2, 3), koja is¢ezava, vlacna). Prema I’'Hospitalovu

lim @ = lim fn)

h—0 g(h) h—0 g'(h)

je pravilu

No,
" h— h®chh+2hshh &9 "+ h — hshh
f g ,
pa su ponovno
. / _ : / _
}lLl_r%f(h)—O & }LliI(l)g(I)—O.

Daljnja deriviranja daju

f" : h ~— h*chh+6hshh+6chh & g" : h — hshh+2chh.
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Kako su
. /A _ : n —
lim f%(h) =6 & limg"(z) = 2,

uzastopna primjena I'Hospitalova pravila daje

(DN ()

im ~——~ = lim =
h—0 g(h> h—0 g///(h) )
pa za Pj 4 — 0 izraz za @My, prelazi u »klasi¢ni« linearni izraz

3(2EI
OMg, = 3Q2ED )%3 — 24300,0 @,
2,3y

(i u »pribliznome« je proracunu ostao samo elasti¢ni dio izraza).

Jednadzba je ravnoteze momenata sada
68473,7 Pp3 + T477,38 Pu = —155,46,

dok je jednadzba ravnoteze horizontalnih sila na dijelu sistema iznad presjeka kroz vrh

stupa
7477,38 Pps + 3449,63 Pu = 250,0.

Rjesenje je sustava

@y = —0,0133425 & @y = 0,101393 m.

[Izracunajte vrijednosti momenata na krajevima stapova, vrijednosti poprecnih sila uz
¢vor 3 i intenzitete uzduznih sila u Stapovima te ih usporedite s vrijednostima dobivenima
»>pribliznim« prorac¢unom! |
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5. Proracun prema teoriji plasti¢nosti

5.1. Linearno elastican—idealno plastican materijal

Poveca li se opterecenje toliko da naprezanja u dijelovima nekih poprec¢nih presjeka
dosegnu granicu popustanja/tecenja, deformacijsko stanje postaje u tim presjecima elas-
toplasticno, a daljnjim povecanjem opterecenja i potpuno plasticno, pri ¢emu dolazi do
»otvaranja« plasticnih zglobova. Otvori li se dovoljan broj zglobova, konstrukcija postaje
mehanizmom; obi¢no se govori o mehanizmu sloma.

U proracunu granicénih nosivosti ne mogu se pretpostaviti linearnoelastiéni odnosi
naprezanja i deformacija— stvarni su o —e dijagrami gradevinskih (i ne samo gradevin-
skih) materijala nelinearni u podruc¢jima velikih deformacija i naprezanja, a povratne
grane pri rastere¢ivanju ne podudaraju se s granama opterec¢ivanja.

Jednostavnosti proracuna radi stvarni se c—¢ dijagrami najces¢e aproksimiraju ideali-
ziranima. Tako se za linearno elastican—idealno plastican materijal, nazvan i Prandtlovim
materijalom, pretpostavlja linearnoelasticno ponasanje do granice popustanja oy, a po-
tom deformacije rastu (u beskraj) bez daljnjega povecanja naprezanja:

o(e) = —oy za € € (—00, —&y),
ole) = Fe za € € [—ey, &y,
o(e) = oy za € € (ey,00);

prema tome, dio dijagrama u elasticnome podru¢ju dio je pravca kroz ishodiste, s na-
gibom F, dok su dijelovi dijagrama u plasticnim podrucjima dijelovi pravaca usporedni
s osi €, pa su vlacna i tlatna grana dijagrama bilinearne (slika 56.). Takav je model
prilicno dobra aproksimacija ponasanja mekoga celika (ali se o¢vrséivanje ne uzima u
obzir, a ne¢emo se baviti ni povratnim granama).

|Uy|

Slika 56.
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Emax o Lqm»\ £ Emax — 00 .
Slika 57.

Ogranicit ¢emo se na ravninske sisteme s ravnim Stapovima konstantnoga pravokut-
nog poprecnog presjeka (slika 57.a). Prema Bernoulli-Eulerovoj pretpostaveci popreéni
presjeci pri savijanju ostaju ravni, a zaokretu se oko neutralnih osi presjeka (i ostaju
okomiti na deformiranu os $tapa), tako da je raspodjela uzduznih deformacija uzduznih
vlakanaca Stapa po visini poprec¢noga presjeka linearna (slika e.; uzet ¢emo da je moment
savijanja u presjeku pozitivan, tako da se vlakanca u donjoj zoni rastezu). U linearno-
elasticnom podrucju uzduzna su naprezanja proporcionalna uzduznim deformacijama, pa
su i naprezanja linearno raspodijeljena po visini poprecnoga presjeka (slika b.; za pozitivni
su moment savijanja naprezanja u donjoj zoni vlacna, a u gornjoj tla¢na). Intenziteti su
naprezanja na donjem i gornjem rubu poprecnoga presjeka

6 M
Omax = |O-min‘ = W (216)

Naime, intenzitet je rezultanata naprezanja u vlacnoj i tlacnoj zoni

1 h 1

= 3 max’_‘b:_ max’h‘b-
=5 0w 5 17
Te dvije rezultante tvore spreg s krakom d = % h, pa je
1 2 1
M =R-d=-0pax - h-b-=h = —0pax-h*-b
R 40 3 60

Za rubno naprezanje mozemo dalje pisati

6 M

Omax = W :

SIS
Il
Il

pa je deformacija rubnih vlakanaca

M
gmax - E E]—

o



ili je, obratno, zakrivljenost osi Stapa
2€max
— . 217
w22 (217)

Poveca li se opteretenje, povecat ¢e se i moment savijanja, a time i naprezanja u pre-

sjeku i deformacije vlakanaca. Kad rubno naprezanje oyax dosegne granicu popustanja oy,
deformacije rubnih vlakanaca dosegnut ¢e granié¢nu vrijednost elasticne deformacije ey,
te zapocinje plastifikacija poprecnoga presjeka. U tome je trenutku vrijednost momenta
savijanja 1

My = 2oy h? - b. (218)

Nastavi li se optere¢enje poveCavati, nastavit ¢e se povecavati i moment savijanja i
zakrivljenost grede zbog savijanja. Pretpostavka o ravnim popre¢nim presjecima (oko-
mitima na os) kinematicka je, a ne konstitucijska pretpostavka, pa ¢emo je zadrzati i
u plasticnome podrucju. Iz en.c = kh/2 tada slijedi da ¢e se i deformacije uzduznih
vlakanaca nastaviti povecavati (slika 57.f.). Naprezanja se, medutim, ne mogu povecati
preko oy, pa e raspodjela naprezanja po visini poprecnoga presjeka izgledati kao na
slici ¢. (to je, u stvari, dijagram sa slike 56. sa zamijenjenim osima). Zone plastifikacije
sirit ¢e se od rubova presjeka prema osi; poprecni je presjek djelomice plastificiran. 1 na
kraju, kad se donja i gornja zona plastifikacije sastanu, poprecni ¢e presjek biti potpuno
plastificiran; raspodjela naprezanja u potpuno plastificiranome presjeku prikazana je na
slici 57.d.

Prema slici 57.f. zakrivljenosti osi Stapa pri djelomi¢noj plastifikaciji presjeka mozemo
izraziti 1 u ovisnosti o &y: 9e
—. (219)

K =
(&

pritom je e visina neplastificiranoga dijela popre¢noga presjeka, nazvanoga i elasticnom
jezgrom presjeka. Pri potpunoj plastifikaciji presjeka elasticna jezgra iscezava (e = 0),
pa iz prethodnoga izraza slijedi da zakrivljenost osi postaje beskrajno velikom. To pak
znaci da se progibna linija stapa »lomi«—u plastificiranome se presjeku »otvara« zglob.
Za razliku od »klasicnoga« idealnog zgloba, plasti¢ni zglob prenosi moment savijanja
nepromjenjivoga intenziteta M, koji ¢emo nazvati plasticnim momentom.

Kako je intenzitet R, rezultanata naprezanja u vlacnoj i tlacnoj zoni pri potpunoj
plastifikaciji presjeka

h
Rp = O'y . 5 b
i kako je krak njihovoga sprega d, = %h, vrijednost je plasticnoga momenta
1
M, = oy h? - b. (220)

Omjer M, /M, naziva se plasticnom rezervom popre¢noga presjeka. Njezina vrijednost
ovisi o obliku presjeka; lako je vidjeti, uvrstavanjem izraza (220) i (218), da je za pravo-
kutni poprecni presjek M,/M, = 3/2 = 1,5 dok se za razlicite I-presjeke ta vrijednost
kre¢e u uskom rasponu izmedu 1,151 1,17.

Spomenut ¢emo jos da iz izraza (217) slijedi da su u potpuno plastificiranome presjeku
deformacije rubnih vlakanaca neizmjerno velike (slika 57.g.).
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5.2. Jednostavno oslonjena greda

Neka je jednostavno oslonjena greda konstantnoga pravokutnog poprecnog presjeka i
raspona ¢ optere¢ena koncentriranom silom vrijednosti /' (F > 0) u polovini raspona
(slika 58.a.). Poveca li se intenzitet sile tako da intenzitet momenta savijanja u njezinu
hvatistu dosegne vrijednost M, u toj ¢e se tocki »otvoriti« plasticni zglob. Iako se
otvaranjem zgloba pretvara u mehanizam, pri grani¢nome je intenzitetu sile sistem u
ravnotezi. No, budu¢i da intenzitet momenta ne moze rasti preko M, do sloma ¢e doci
pri bilo kakvome, pa i infinitezimalnom, pove¢anju intenziteta sile.

w] — %
. 1
r | —1 v
20
<
I
g PaN
&5 T~ 2
Slika 58.
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Granicni intenzitet sile — intenzitet sile sloma — lako je izracunati iz izraza za moment
savijanja u polovini raspona (slika 58.b.):
4 M
F. = / k. (221)

U ostalim je presjecima intenzitet momenta savijanja manji od My, pa se u ideali-
ziranoj analizi uzima da je njihovo ponasanje i dalje elasticno. Povecanje progiba u

slomu uzrokuje stoga samo zaokret u plasticnome zglobu, dok se zakrivljenost u drugim
tockama ne mijenja; na slici 58.e. siva je linija skica elasti¢ne progibne linije, a crna pro-
gibne linije nakon otvaranja plasticnoga zgloba. U stvarnosti, kad naprezanja u rubnim
vlakancima dosegnu oy, zapocinje plastifikacija presjeka. Pri daljnjem povecanju op-
tereéenja plasti¢na se zona $iri prema osi, ali i prema susjednim presjecima (slika d.), jer
i u njihovim rubnim vlakancima naprezanja dosezu oy. Naime, kako se u sredisnjem pre-
sjeku vrijednost momenta savijanja povecava od M, prema M, u susjednim presjecima
vrijednosti momenata pocinju dosezati M, (slika c.). Stoga se i u susjednim presjecima
(ubrzano) povecava zakrivljenost osi, te se povecavaju i progibi.

Intenzitet sile sloma mozemo izracunati i primjenom teorema o virtualnom radu (za
kruta tijela) na virtualnim pomacima mehanizma sloma. Buduéi da pretpostavljamo da
se pri otvaranju plasticnoga zgloba greda nigdje drugdje dodatno ne deformira, dijelove
grede lijevo i desno od tog zgloba mozemo smatrati krutim tijelima i uzeti da na mehani-
zam djeluju samo zadana sila, sada intenziteta F,, i plasticni momenti neposredno lijevo
i neposredno desno od zgloba (slika 58.g.). Dijagram projekcija virtualnih pomaka meha-
nizma na vertikalnu os prikazan je na slici f. Ako je kut virtualnoga zaokreta u plasti¢nom
zglobu &1, kutovi su zaokreta lijevoga i desnoga dijela grede, zbog simetrije, %6@[1 u su-
protnom smislu, pa je rad plasticnih momenata —2 (Mp . % 6@[1); taj je rad negativan zato
Sto se momenti »odupiru« zaokretu. Mehanizam sloma ima jedan stupanj slobode, pa
se duljina virtualnoga pomaka hvatista vanjske sile moze izraziti u ovisnosti o kutu dt:

1

dwyp = 7 6 L. Ukupan je virtualni rad, stoga,

oW = Fe-dout - 2(My-3ov) = (LFRL— M) 8y
Kako su u trenutku otvaranja plasticnoga zgloba sila sloma i plasticni momenti u rav-

notezi, taj rad, prema teoremu o virtualnim pomacima za kruta tijela, mora biti za bilo
koji virtualni zaokret jednak nuli,

W =0 V&,
pa slijedi

5.3. Obostrano upeta greda

Ako je obostrano upeta greda optere¢ena koncentriranom silom intenziteta F' u po-
lovini raspona (slika 59.a.), intenziteti su momenata savijanja u lezajevima i u polovini

raspona (slika b.) Ft
MO = M) = M(t/2) =

107



0/2 0/2

| |5
b. ‘
L
Y B
) Jr | xx Lpove
"
N /li e
d %J M:. /Mp \%
Slika 59

Kada ti intenziteti dosegnu M,,, u navedenim ¢e se presjecima otvoriti plasticni zglobovi,

pa je intenzitet sile sloma
8 M,
F. = =
¢ l

I sada taj intenzitet mozemo izrac¢unati primjenom teorema o virtualnim pomacima.

Mehanizam sloma ponovo je mehanizam s jednim stupnjem slobode (slika 59.d.), pa
su njegovi pomaci odredeni jednim kinematickim parametrom (slika c.). Odabrali smo
kut zaokreta desnoga dijela grede, 61; lijevi se dio, zbog simetrije, zaokrece za isti kut,
ali u suprotnom smislu, a lako je izraziti i duljinu pomaka hvatista sile u ovisnosti o
tom kutu (6wF = %5@& E). Osim zadane sile na mehanizam djeluju i plasti¢ni momenti
u lezajevima i par plastiénih momenata u srednjem zglobu (slika d.). Formalni iskaz
pretpostavke teorema o virtualnom radu,

Fo-3800 —4(M,-8p) =0 V&,

daje ravnoteznu vrijednost sile sloma:

Sluc¢aj jednoliko raspodijeljene sile nesto je slozeniji (slika 60.a.). Intenziteti momenata
savijanja u lezajevima sada su



a.
| ¢ |
‘ 2
12
b. ]
N /‘ e -
12 - p
C. } ]

\ K
2
d. ' ché
Mp
8¢
e. ! { 1 L8y
f t
8¢
04t | (/4 0/4 [5w]
%ch %QCK
¢ %‘\ ' ' 'Y
S TRTSE TS
Slika 60.

dok je intenzitet momenta u polovini raspona manji (slika b.),

ql?
M()2) = —.
02 = L
Pove¢avamo i intenzitet ¢ raspodijeljene sile, prvo e, pri intenzitetu qgl), intenziteti

|IM(0)| i |M(¢)] momenata u lezajevima dosegnuti vrijednost M, (slika c., dijagram na-
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crtan sivom linijom), pa ¢e se u tim presjecima otvoriti plastiéni zglobovi. Time se sistem
spretvara«< u jednostavno oslonjenu gredu, tako da njegova nosivost jos nije iscrpljena,
Sto znaci da se intenzitet ¢ moze i dalje povecavati. Pritom se, medutim, intenzitet mo-
menata u lezajevima ne mijenja (|M(0)] = |M(€)| = M,); povecava se samo intenzitet
momenta u polovini raspona (slika c., dijagram nacrtan crnom linijom). Treéi ¢e se zglob
otvoriti kad taj intenzitet dosegne vrijednost M, (slika d.). Uvjet za stvaranje mehanizma
sloma je, prema tome,

[M(O)] = [M(O)] = M(£/2) = M,.

Iz toga uvjeta (i elementarne statike) slijedi

1%
M)+ M(e/2) = £,
odnosno, 2
dc
2M, = —
p 8 ’
pa je granicni intenzitet ¢. raspodijeljene sile
16 M,
qc = /2 .

Za primjenu teorema o virtualnom radu crtamo dijagram virtualnih pomaka meha-
nizma sloma—mehanizma, naravno, s jednim stupnjem slobode (slika 60.e.). Na slici f.
naznacene su sve (poopéene) sile koje »rade« na tim pomacima. Dijelove distribuirane sile
na lijevom i desnom disku zamjenjujemo njihovim rezultantama; pripadne smo virtualne
pomake naznacili na slici e. Iz pretpostavke

2(Sact-fouwe) —4(My-80) =0 vy
slijedi

16 M,
Gc = /2 .

5.4. Distribuirana sila

Djeluju li na gredu koncentrirane sile, plasti¢ni ¢e se zglob otvoriti u hvatistu jedne
od njih. Medutim, djeluje li na gredu distribuirana sila, u vecini sluc¢ajeva ne mozemo
odmah, bez malo ra¢unanja, re¢i u kojem ¢e se presjeku zglob otvoriti. (Na obostrano je
upetoj gredi zbog simetrije bilo ocito da ¢e to biti u polovistu raspona.)

Kao primjer uzet ¢emo jednostrano upetu gredu prikazanu na slici 61.a. U elasticnome
je stanju intenzitet momenta savijanja u desnom lezaju |M (¢)| = ¢¢*/8 (slika b.). U svim

su ostalim presjecima intenziteti momenata manji od te vrijednosti.

Kada intenzitet opterecenja dosegne vrijednost q((;l) = 8M,/¢* u desnome e se

lezaju otvoriti plasti¢ni zglob. Buduéi da se intenzitet momenta u lezaju ne moze dalje
povecavati, nastavimo li povecavati opterecenje, ¢ > q((zl), polozaj momenta najvetega

intenziteta u polju pomicat ¢e se prema polovistu raspona (slika c.).
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qﬁlgﬂ = M,
c.
xmax
5 =T
d 1 ‘ ‘ { 5 &
T | {—Z |
[ I | 6w
qz q(t—1)
Lo ! s
e. A
LT
Slika 61.
Uz poznatu vrijednost momenta u desnom lezaju, |M(¢)| = M,, zadatak postaje

staticki odredenim. Iz uvjeta ravnoteze momenata oko desnoga lezaja mozemo izracunati
vrijednost reakcije u lijevom lezaju,

gt M,
2
pa je izraz za vrijednost momenta savijanja u presjeku x
q - q o qt M,
M(z) = Az — J2° = —s2° + -0 — — 1.
(x) T =52 5T 5 7 °
Iz uvjeta za tocku u kojoj moment poprima najvecu vrijednost,
dM (x) ql M,
—F = —qr + — — — =0,
dx 7= 2 l
slijedi
) ¢ M,
Tmax = 5 — >
2 qt
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te je ,
ql? 2 M,

e = — 1 — .

M nax M (2 max) 3 < 2

Plasticni e se zglob otvoriti za Muyax = My:

qc 2 2 M\
vy 28 (225

M, \ M,
(1-208) sab -0

mozemo smatrati kvadratnom jednadzbom s nepoznanicom M, /(¢.¢?); njezina su rjeSenja

M, R
(QC€2>1,2 2 (3 i 2\@)

Jednadzbu

Odatle je
2 M.
(@e)1p = 57am 5
14 (3 T 2\/5)
Mogucnost
2 M, M
Do = _ 0,343 2
el = Bt ava) P
otpada, jer je (g.), < qél), tako da je
2 M. M
g = (¢), = == = 11,657 —".

2 (3-2v2) (?

Uvrstimo li ¢ = q. u izraz za xn.y, dobit ¢emo da ¢e se plasticni zglob otvoriti u tocki
x, = 0,414 ¢.

Trazena vrijednost ¢. moze se na¢i i primjenom teorema o virtualnom radu. Me-
hanizam sa slike 61.e. ima, osim zglobova u lezajevima, i zglob u zasada nepoznatome
presjeku z. Zaokrene li se lijevi dio oko lijevoga lezaja za kut 01 u smislu vrtnje kazaljke
na satu, srednji ¢e se zglob pomaknuti prema dolje za d1 7, pa Ce se desni dio oko desnoga

lezaja zaokrenuti za kut 6v ﬁ u smislu suprotnom od smisla vrtnje kazaljke na satu
(slika d.).

Vrijednosti su rezultanata distribuiranih sila koje djeluju na lijevome i desnome dijelu
gz i q({ —z), a duljine su pomaka njihovih hvatista 3 8¢ z. Jednadzba je virtualnoga
rada

(a7 + a(t—2)) éwx -~ M, [w + zw%] _ 0 Vo

odnosno,
1 (+x
ZglE — M. =
g 107 vz
pa je
(+ 7
g = 2 M.
1 Pl (l—1z)
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Time je vrijednost ¢ izrazena u ovisnosti o polozaju zgloba . Zamislimo li da intenzitet ¢
distribuirane sile postupno raste od vrijednosti qél) pri kojoj se otvorio plasticni zglob u
desnome lezaju, zglob u polju ¢e se otvoriti pri najmanjoj mogucoj vrijednosti § = ¢..

Uvjet za apscisu najmanje vrijednosti funkcije ¢,

dg(z)  2M,(Z* + 207 — (?)
dz 2 (0 —z)2z2

=0,

daje kvadratnu jednadzbu
2+ 207 — 02 =0
rjeSenja koje su
T2 = (FV2-1)C
Rjesenje
Zf‘l - (_\/§ - ].) é
geometrijski je besmisleno. Plasti¢ni ¢e se zglob stoga otvoriti u presjeku
T = Ty = (V2-1)¢ = 0414/

uz distribuiranu silu intenziteta

_ M
¢ = q(z,) = 11,657 £_2p'

5.5. Okviri

Pri odredivanju intenziteta sila sloma pretpostavljat ¢emo da se sile koje djeluju na
sistem ne mogu mijenjati »slu¢ajno« i neovisno jedne o drugima, nego da se sve mijenjaju
istodobno i proporcionalno, mnozenjem koeficijentom «. Zanimat ¢e nas vrijednost a
pri kojoj dolazi do sloma konstrukcije.

5.5.1. Staticki postupak

U statickome postupku pratimo slijed »otvaranja« plasti¢nih zglobova pri proporcio-
nalnom povecavanju vanjskih sila.

Sistem sa zadanim optere¢enjem prikazan je na slici 62.a., pri ¢emu su H = 50,0 kN,
F =100,0kN i M, = 100,0 kNm. Na slici b. prikazan je pripadni dijagram momenata
savijanja.

Plasti¢ni se zglobovi mogu otvoriti u presjecima koji odgovaraju skarakteristicnim
tockamas« (»8iljcima«) momentnoga dijagrama. Zglobovi se pritom nece otvoriti u ¢voro-
vima (u tockama u kojima se sijeku ost grede i stupova), nego ili na vrhovima stupova
ili na krajevima grede (slika 63.a.), ovisno o omjerima intenziteta njihovih plasti¢nih mo-
menata. U naSem je primjeru intenzitet plasticnoga momenta grede veci od intenziteta
plastiénih momenata stupova, pa ¢e se zglobovi otvoriti na vrhovima stupova (slika b.).
Ipak, jednostavnosti i obi¢aja/navike radi, zglobove ¢emo crtati u ¢vorovima (slika c.).
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H
SET 4Mp Y 34,74 63,15
EI EI 96,01
MP MP 4
~ i . | 4401 | 58,10
a. 3 2 b,
Slika 62.
&° % 5 o)
a N&W NS NS NN b
O QO
C NSNS K
Slika 63.

Iako je intenzitet momenta savijanja u gredi u hvatistu sile koja na nju djeluje veci od
intenziteta momenta na vrhu desnoga stupa, plasticni je moment grede cetiri puta veci
od plasticnih momenata stupova, pa mozemo pretpostaviti da ¢e se prvi plasti¢ni zglob
otvoriti na vrhu desnoga stupa. Iz uvjeta o M,4s = M, dobivamo

M,  100,0
Mus 63,15

pasu Hi = oy H = 7920kN i F; = oy F = 158,40 kN, a dijagram je momenata za
opterecenje silama tih intenziteta (slika 64.a.) prikazan na slici 64.b.

— 1,584,

o1 =

Na vrhu desnoga stupa otvorit ¢e se plastic¢ni zglob. Prorac¢un nastavljamo na okviru
s jednim zglobom na koji osim sila s intenzitetima H; i F} djeluje i par uravnotezenih
momenata »oko zgloba« (na vrhu desnoga stupa i desnome kraju grede) s intenzitetima
jednakima intenzitetu plasti¢noga momenta (slika 65.a.).

Prema dijagramu momenata sa slike 65.b. mozemo pretpostaviti da ce se sljedec¢i
plasti¢ni zglob otvoriti na dnu desnoga stupa. Intenzitete sila proporcionalno pove¢avamo
do njegove pojave, pa ¢e se zglob otvoriti ako je zbroj intenziteta momenta u toj tocki u
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Fll
H,
55,04 100,0
152,07
. . —_ 69,70 L__1 L 92,03
a b.
Slika 64.
Fll Mp
H, ~
\ j)Mp 55,05 100,0
152,10
- < 69,72 | L1 92,03
a b.
Slika 65.

dijagramu sa slike 65.b. i intenziteta momenta u istoj tocki u dijagramu sa slike 66.b., na

okviru sa zglobom koji je optereéen silama intenziteta H i F' (slika 66.a.), pomnozenoga

odgovorajué¢im koeficijentom ozgl), jednak intenzitetu plasticnoga momenta:

ofY 49,51 + 92,03 = 100,0;

slijedi
100,0 — 92,03
(1) ) )
- = 0,161.
@2 49,51 0.16

Za opterecenje silama intenziteta Hél) = agl) H = 8,06 kN i FQ(U = agl) F = 16,10 kN
(slika 67.a.) dijagram je momenata prikazan na slici 67.b.

i
H
O

T 67,30

146,92

8320, | | 49,51

Slika 66.
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10,83 0
23,65

— ~ 13,39 J_k 7,97

Slika 67.

Dijagram momenata na slici 68.b. zbroj je dijagrama momenata sa slika 65.b. i 67.b.
To je dijagram momenata na sistemu s jednim zglobom, optere¢enom silama intenziteta
Hy+ H2(1) = 87,25 kN i Fy + F2(1) = 174,50 kN i parom »plasticnih momenata«, od kojih
jedan djeluje na vrhu stupa, a drugi na kraju grede (slika 68.a.).

4+ Fd M
Hy+HY) ’ ~
M, 65,88 100,0
175,75
4 L 8311/ | /1 100,
a b.

Slika 68.

Napomenut ¢emo da smo na temelju dijagrama momenata (slika 66.b.) na sistemu s
jednim zglobom, optere¢enom silama intenziteta H; i F} (slika 66.a.), mogli pretpostaviti
i da ¢e se drugi plasticni zglob otvoriti na dnu lijevoga stupa; za to treba zbroj intenziteta
momenta u toj tocki u tome dijagramu, pomnozenoga odgovarajué¢im koeficijentom aéQ),
i intenziteta momenta u istoj tocki u dijagramu sa slike 65.b. biti jednak intenzitetu
plasti¢noga momenta,

af? 83,20 + 69,70 = 100,0,
pa je
100,0 — 69,70

@)
@2 83,20 ’

Za opterecenje silama intenziteta HS? = of” H = 1820kN i F\¥ = of? F = 36,40 kN
dijagram je momenata prikazan na slici 69.b.

Zbrajanjem dijagrama momenata sa slika 65.b. i 69.b. dobivamo dijagram momenata
na slici 70.b. Kao §to smo pretpostavili, na dnu je lijevoga stupa intenzitet momenta
jednak intenzitetu plasticnoga momenta. Medutim, intenzitet je momenta na dnu desnoga
stupa vec¢i od M, Sto znaci da je koeficijent agZ) prevelik (i zaista, 0452) > ag) = 0,161),
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Q 24,50 0
53,48

30,28 L 18,02

Slika 69.

a to pak znaci da je pretpostavka da ¢e se drugi plasti¢ni zglob otvoriti na dnu lijevoga
stupa pogresna; prije njega otvorit ¢e se zglob na dnu desnoga stupa, jer taj presjek, kao
ni bilo koji drugi, ne moze preuzeti moment intenziteta ve¢ega od intenziteta plasticnoga
momenta.

Hy+H FﬁFéZ)i ~
M, 75,55 100,0
205,58
4 L 100,0 | | 110,05
a b.
Slika 70.

Potpunosti pogresaka radi pretpostavit ¢emo jos da bi se plasticni zglob mogao otvoriti
na vrhu lijevoga stupa:

100,0 — 55,05
oy 67,30 + 5505 = 1000 = oy = =T = 0,661,

Bududi da je 0453) > agz) > agl), i ta mogucénost otpada.

Drugi e se plasticni zglob, prema tome, otvoriti na dnu desnoga stupa, pa proracun
nastavljamo na okviru s dva zgloba optere¢enom silama intenziteta Hy = oy H = 87,25kN
i Fy =ao F =1745kN, gdje je as = ay + agl) = 1,745, parom »plasticnih momenata«
»0ko zgloba« na vrhu desnoga stupa i »plasticnim momentom« »iznad zgloba« na njegovu

dnu (slika 71.).

Da izracunamo daljnje proporcionalno povec¢anje intenziteta sila potrebno za po-
javu trecega plasti¢nog zgloba, opteretit ¢emo taj okvir samo silama intenziteta H i F
(slika 72.).

Ocito je da ¢e se treci plasti¢ni zglob otvoriti na dnu lijevoga stupa:

100,0 — 83,11

of” 109,19 + 83,11 = 1000 = o) = 019 = 0155
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le M,
H, =
< j)Mp 65,89 100,0
175,76
~ Mp@ 83,11/ | /1 1000
a b.
Slika 71.
§
H
e 90,81
156,32
~ < 109,19 L &
a b.
Slika 72.

lTako su intenziteti momenata na dnu stupa u oba dijagrama (na slikama 71.b. i 72.b.),
vec¢i od intenziteta na njegovu vrhu, provjerit ¢emo i tu moguénost otvaranja plasticnoga
zgloba:

@) 100,0 — 65,89

al’ 90,81 + 65,89 = 1000 =  af = TS = 0,376.

Kako je a;(f) > a:())l), ocitost je i formalnomatematicki potvrdena. Opteretimo li sistem

silama intenziteta H{" = oV H = 775kN i " = ol) F = 155 kN (slika 73.a.),
dobivamo dijagram momenata prikazan na slici 73.b.

j28)
H?En 3

q 14,08 9
24,23

S5 KT 16,92 -

Slika 73.
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Zbroj je dijagrama momenata sa slika 71.b. i 73.b. prikazan na slici 74.b. (Nezna-
tno prekoracenje intenziteta plasticnoga momenta na dnu lijevoga stupa posljedica je
pogresaka zaokrezivanja, pa ¢emo ga zanemariti.)

H. H(l) F2 + Fél)l MP
2 + 3
(\:)Mp 79,97 100,0
199,99
< MP@ 100,03 L /L 100,0
a b.

Slika 74.

Proracun nastavljamo na okviru s tri zgloba koji je, s optere¢enjem, prikazan na
slici 75.a.; pri tome su

Hy = Hy + Hy" = (0o +a{’)H = ay H = 950kN i Fy = ayF = 190,0kN

uz a3 = Qg + aél) =a; + ozél) + Oéél) = 1,90. Na slici 75.b. prikazan je pripadni dijagram
momenata savijanja.
Fgl M,
Hj3
(\’?)Mp 80,0 100,0
200,0
Mp@ Mp@ 1000/ L /1 1000
a b.

Slika 75.

Opteretimo li pak taj sistem silama intenziteta H i F' (slika 76.a.), dobit ¢emo dijagram
momenata prikazan na slici 76.b.

Iz uvjeta da je na vrhu lijevoga stupa

ot .200,0 + 80,0 = 100,0
slijedi
@ 100,0 —80,0

B L (R T
%4 200,0 0

pasu H" =alV H =50kN i FY = oY F = 10,0kN (slika 77.).
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T 200,0 7

/ 200,0
R S\ - -

Slika 76.

20,0 |
20,0

Slika 77.

Zbroj je dijagrama momenata sa slika 75.b. i 77.b. prikazan na slici 78.b. Posljednji ¢e
se, cetvrti, plasticni zglob otvoriti, o¢ekivano, na vrhu lijevoga stupa. Intenzitet momenta
savijanja u gredi u hvatistu sile koja na nju djeluje manji je od intenziteta plasticnoga
momenta grede, 220,0 < 4 M, = 400,0, pa se plasticni moment u tom presjeku nece
otvoriti.

H g Iy + Fél)l M, /
2T (\:)Mp 100,0 100,0
Mo TN 1000 - 1000
a b.
Slika 78.

S Cetiri se zgloba sistem pretvorio u mehanizam (slika 79.), pa je

(1) (1)

Qe = a3+ 0oy = a1+ Qy (1)

+alV +alV = 20,

a intenziteti su sila sloma H. = a. H = 100,0kN i F, = a. F = 200,0 kN.
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M, Fcl M,
He N o
AL M, 100,0 100,0
ANE
Y Y 220,0
AN AN 1000/ L /) 1000
a b.

Slika 79.

5.5.2. Kinematicki postupak

Something appealing,
Something appalling,
Something for everyone:
A comedy tonight!

Old situations,

New complications,

Nothing portentous or polite;
Tragedy tomorrow,

Comedy tonight!

Stephen Sondheim: Comedy Tonight

U kinematickome postupku uravnotezujemo optereéenje pomnozeno odgovarajuéim
koeficijentom « i plasticne momente na svim smislenim mehanizmima s jednim stup-
njem slobode. (Pokusajte na trenutak zaboraviti da smo zadatak veé rijesili statickim
postupkom i da nam je mehanizam sloma poznat!)

Mehanizam (slika 80.b.) koji bi nastao kad bi se na sistemu koji rjesavamo (slika a.)
plasti¢éni zglobovi otvorili u svim »karakteristicnim presjecima« (na krajevima stupova
i(li) grede i u hvatistu koncentrirane sila koja djeluje na gredi) ima dva stupnja slobode.
Broj je stupnjeva slobode takvoga mehanizma ng = np,, —Nsne, gdje je ny, broj plastiénih

aFl
aH

Slika 80.

121



zglobova koji se mogu otvoriti, dok je ng,, stupanj staticke neodredenosti sistema; u nasem
je primjeru ng =5 —3 = 2.

Mehanizam s dva stupnja slobode pretvaramo u mehanizam s jednim stupnjem slo-
bode tako da sprije¢imo jedan od moguc¢ih pomaka. Pomak mozemo sprijeciti, kao na
slici 81.a., spojem s podlogom s pomocu zglobnoga stapa (8to je u nekim sluc¢ajevima
Medutim, to mozemo napraviti i »zatvaranjem«/uklanjanjem zgloba, pa se horizontalni
pomak (dijelova) grede moze sprijeciti uklanjanjem zgloba na dnu lijevoga (slika b.), ali
i zgloba na dnu desnoga stupa (slika c.). U stvari, mogu se ukloniti oba zgloba (slika d.);
rijeC je o posebnom slucaju, »djelomi¢nom« mehanizmu, s manje zglobova no sto ih ima
¢etverozglobni okvir.

Slika 81.

Prema slici 82. jednadzba je virtualnoga rada na tom mehanizmu
aVF - sw — (Mp +4Mp) 0y — (4Mp + Mp) 0Py = 0
ili, uz 8¢, = dwW/3 i &y, = dw/y,

5 5
aVF - sw — 5Mp-?w - 5Mp-7w — 0 VYouw,
pa je
oaVF = == M,
i, na kraju,
25 M, 25
M = 2P = 5 = 4167
“ 6 F 6

Drugi ¢emo mehanizam oblikovati tako da dopustimo pomak koji je u prvome bio
sprije¢en i sprije¢imo pomak koji je bio dopusten (na slici 83.a. s pomoéu zglobnoga
Stapa, na slici b. uklanjanjem zgloba).
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M, M,

4AM, “4M,
A BN
) i y
51/4 dw 6wn
Slika, 82.
a S 3 b.
Slika 83.

Jednadzba je virtualnoga rada sada, prema slici 84.,

o@H-Su —4M,-8) =0
ili, uz dip = du/y,

5

aDH - su — 4MP~I“ —0  VYou
paiz a®H = M, slijedi a® = Mp/H = 2.
a®H du
M, ]
MP
{5
M, M,
Slika 84.

Mehanizmi sa slika 81. i 83. nisu, medutim, jedini mehanizmi s jednim stupnjem stup-
njem koji mogu nastati iz mehanizma s dva stupnja slobode sa slike 80.b. oduzimanjem
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jednoga stupnja slobode. Ta smo dva mehanizma oblikovali smo onemogucivsi jedan
od dva neovisna translacijska pomaka. No, stupanj slobode mozemo oduzeti i tako da
sprije¢imo relativni zaokret lijevoga dijela grede u odnosu na lijevi stup (slike 85.a. 1 b.)
ili relativni zaokret desnoga dijela grede u odnosu na desni stup (slike c. i d.). Oba ¢e
translacijska pomaka tada postojati, ali ne¢e biti neovisni.

a. N N \\Z\/\ b'
c. S S ;Z l d.

Slika 85.

Relativno zaokretanje dijela grede u odnosu na stup mozemo onemoguciti tako da
dodavanjem zglobnoga Stapa dio okvira »zatvorimo« u trokut zglobnih stapova (slike 85.a.
i ¢.) ili uklanjanjem zgloba u spoju stupa i grede (slike b. i d.).

Uzmemo li da je du neovisni translacijski pomak, onda su prema slici 86. na prvome
mehanizmu 81, = dib, = U/ te, potom, dw = &v,-3 = 3/48u i dih, = dW /o = 3/g bu,

3,
6,ll)lll

I i i
81y Sw O

Slika 86.
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pa je jednadzba virtualnoga rada
a®H su + ¥ F - 5w — (M, +4M,) 8% — (4 M, + M) -8, — 2 M, - 8y,

3 29
=a(S)H-f)quZ—la(?’)F-éu—gMp-éu=O V du

1 odatle
3) 29 M, 29

G- % _ 2099
“ SAH+3F) 10

Na drugome su pak mehanizmu prema slici 87.

6¢| = 61/4“ = 6”/4; dw = 6¢|l|'2 = 6u/2’ 5% = 6w/3 = 6”/6

odWH - su — aWF - dw — 2M, -8, — (M, +4M,) -5, — (4 M, + M,) - 5y,
p p p p p

1 1
:@(4)H-6u—§a(4)F-5u—?—2 boou =0 Vou,

te je

du

ey
61blll

1 [

iy dw Oy

Slika 87.

U nasem slucaju, u kojem su H = 50kN i F' = 100kN, bit ée a® = co. Ta je nemoguca
vrijednost posljedica odnosa omjera intenziteta H i F (H/p = 1/9) i omjera duljina du
i Sw (8u/gy, = 2) za koji je zbroj virtualnih radova sila % i # jednak nuli. Promjenom
omjera /p (ili omjera 9u/s,,) promijenit ¢e se i vrijednost a®: ako su, primjerice,
H =51kN i F =100kN, bit ¢e a® = 258,333; ako su pak H = 50kN i F = 102 kN,
bit ée a® = —258,333. No, u svakome ¢e sluc¢aju rad sile 7 biti negativan, jer je pomak
njezina hvatista suprotan smislu njezina djelovanja. Mehanizam sa slike 85.d. stoga nije
vjerojatan mehanizam sloma, barem ne s pretpostavljenim pomakom. Pretpostavimo
li da je pomak du suprotnoga smisla, zdesna nalijevo, ¢ime ¢e se promijeniti i smisao

pomaka 8w (slika 88.a.), bit ¢e negativan rad sile #. Da na okvir djeluju sile kao na
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Slika 88.

slici 88.b., taj bi mehanizam, s tako pretpostavljenim pomakom, bio vjerojatniji mehani-
zam sloma od mehanizma i pomaka sa slike 85.b. [Je li mehanizam s te slike sa suprotnim
pomakom vjerojatan mehanizam sloma? |

Za izracunane koeficijente o) = 4,167, a® = 2 i a® = 2,9 vrijedi a® < a® < o).
Zamislimo li da se intenziteti sila postupno povec¢avaju mnozenjem pocetnih intenziteta
koeficijentom « koji se postupno povec¢ava (od vrijednosti 1), do sloma okvira ¢e doéi pri
intenzitetima sila dobivenima mnozenjem najmanjim koeficijentom o(?, jer éemo prvo
naiéi na njega. Prema tome, o, = a®, a mehanizam je sloma mehanizam sa slike 83.b.

Dakako, to je mehanizam koji smo u prethodnom odjeljku nasli statickim postupkom
(slika 79.a.).

U kinematickom postupku, medutim, u tome mehanizmu ne znamo nista o intenzitetu
momenta savijanja u gredi u hvatistu sile 7. Ali kako smo izracunali koeficijente oV,
a® i (nemoguéi) a™® kojima odgovaraju mehanizmi sa zglobom u gredi i kako su ta
Getiri mehanizma jedini moguéi mehanizmi i kako je oo > a® > a® > o), znamo da
mehanizam sloma nije mehanizam sa zglobom u gredi.

Za slozenije okvire katkada mozda neé¢emo biti sigurni da smo ispitali sve smislene
mehanizme. Tada treba napraviti i staticku provjeru. U nasem (jednostavnom) primjeru
uvjet ravnoteze momenata u odnosu na desni kraj grede (slika 89.a.) daje vrijednost
poprecne sile u presjeku na njezinu lijevom kraju,

~Ty 5 — 100,0 + 200,0-2 — 1000 = 0 = Ty = 40,0,

-
a potom iz uvjeta ravnoteze momenata za lijevi dio grede u odnosu na hvatiste sile F
(slika b.) izracunavamo i vrijednost momenta savijanja u tom presjeku,

40,03 — 1000 = Mp = My = 220,0.

Bududi da je 220,0 < 4 M, = 400,0, intenzitet plasticnoga momenta grede nije premasen.

200
100 l 100

L0 9 100 Mp
2 . WD,

Slika 89.
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Prema tome, nasli smo ravnotezno stanje okvira s dovoljnim brojem plasticnih zglo-
bova za nastanak mehanizma sloma, pri ¢emu ni u jednom drugom presjeku nije premasen
intenzitet plasticnoga momenta. Na temelju teorema koje ¢emo navesti (i dokazati :0) u
odjeljku 5.6., tom ravnoteznom stanju i tom mehanizmu odgovara koeficijent a. pri kojem
dolazi do sloma sistema. I kao §to Sir John Baker i Jacques Heyman!! kazu, ». .. daljnja
analiza nije potrebna. [...] Ispravno je rjeSenje ispravno rjesenje; nemoguce je da do
sloma dode pri manjoj vrijednosti «, na nekom jos neispitanom mehanizmu.«

5.5.3. Kombinacije mehanizama

Mehanizme prikazane na slikama 85.b. i d. mozemo shvatiti kombinacijama mehani-
zama sa slika 81.d. i 83.b.

Primjerice, ako su kutovi koje smo na slikama 90.b. i c. oznacili sa 81, jednaki, lijevi
se stup i lijevi dio grede zaokrec¢u za isti kut, pa se kut izmedu njih ne mijenja, ostaje
pravim kutom. Uzmemo li stupove iz mehanizma sa slike c. i dijelove grede iz mehanizma
sa slike b. dobit ¢emo mehanizam sa slike a. —buduc¢i da se kut izmedu lijevoga stupa i
lijevoga dijela grede nije promijenio, »novi« se mehanizam ponasa kao da u spoju lijevoga
stupa i grede nema zgloba.

du
1ot
6/lljlll
i !
Y Sw Oy a.
du
O\/r) ]
8,
5’(/}lll
SN SN R R
13
O Fw Ot b. c.

Slika 90.

Na slican nacin, prikladnim izjednacavanjem kutova i »zbrajanjem« mehanizama sa
slika 90.b. i ¢. mozemo oblikovati mehanizam sa slike 85.d.: kutovi 81, sa slike 90.c.

1 Sir John Baker & Jacques Heyman: Plastic Design of Frames. 1. Fundamentals, Cambridge Univer-
sity Press, 1969

127



i 81, sa slike b. moraju biti jednaki (kut 87/, mora promijeniti smisao vrtnje); istodobno,
kutovi koji su na obje slike oznaceni sa 81/, ne mogu biti jednaki.

Mehanizme prikazane na slikama 90.b. i c¢. nazvat ¢emo elementarnim mehanizmima
(mehanizam sa slike ¢. mozemo nazvati njihajem etaze, a mehanizam sa slike b. grednim
mehanizmom). Ostali moguéi/smisleni mehanizmi nastaju kao kombinacije elementarnih
mehanizama.

Broj je elementarnih mehanizama jednak broju stupnjeva slobode mehanizma s plasti-
¢nim zglobovima u svim karakteristicnim presjecima: Nem = Nl = Npy — Neno-

5.5.4. Uvod u jos jedan primjer

Na slici 91.b. prikazan je mehanizam s plasticnim zglobovima u svim karakteristi¢nim
presjecima za dvorasponski okvir s optere¢enjem prikazan na slici a. Zglobove na vrhu
srednjega stupa, na desnome kraju lijeve grede i na lijevome kraju desne grede ne mozemo
zamijeniti jednim zglobom u ¢voru u kojem se spajuju grede i stup.

i

a. b.
Slika 91.

Broj je stupnjeva slobode mehanizma sa slike 91.b. ng = n, — nNgpo = 9 — 6 = 3;
to je, kao Sto smo rekli, ujedno i broj elementarnih mehanizama. Dva su elementarna
mehanizma gredni mehanizam (slike 92.a. i b.) i njihaj etaze (slike c. i d.). Treéi je me-
hanizam zaokret ¢vora (slike e. i f.), neophodan za oblikovanje kombinacija elementarnih
mehanizama.

5.6. Teoremi teorije plasti¢nosti
5.6.1. Uvjeti pri slomu

Na temelju prethodnih primjera mozemo zakljuciti da pri slomu konstrukcije moraju
biti zadovoljena tri uvjeta.

Ponajprije, mora se »otvoriti« dovoljan broj plasti¢nih zglobova da se konstrukcija
ili barem jedan njezin dio »pretvore« u mehanizam. Taj ¢emo zahtjev nazvati uvjetom
mehanizma.

Nadalje, kao i uvijek, uvjet ravnoteZe mora biti zadovoljen: unutarnje sile i reakcije
moraju biti u ravnotezi sa zadanim opterecenjem.
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a.
C.
e

N
N N

J«
|
|

Slika 92.

I napokon, za linearno elastican—idealno plastican materijal postoji grani¢na, najveca
vrijednost momenta savijanja koju neki popreéni presjek moze preuzeti— vrijednost od-
govarajucega plasticnog momenta. Stoga u trenutku sloma (a i nakon toga) raspodjela
momenata savijanja mora zadovoljiti uvjet popustanja: vrijednost plasticnoga momenta
ne smije biti premasena ni u jednom presjeku.

5.6.2. Teoremi

Gdo tak ne misli, z Zzveplenom
ga smolom trijeb je peklenom
zesmudit v pepel s pepelom.

Miroslav Krleza: Verboczy

Tri osnovna teorema teorije plasticnosti naizgled su tako trivijalna da se ¢ini da nji-
hovu valjanost i ne treba strogoformalno dokazati.

Uzet ¢emo, kao i u prethodnome odjeljku, da se sve sile koje djeluju na konstrukciju
istodobno mijenjaju mnozenjem koeficijentom «, tako da njihovi omjeri ostaju stalnima.

Prvi »samorazumljivi« teorem kaze da postoji jedna (i samo jedna, i to kona¢na) vri-
jednost a.: postupno povec¢avanje vrijednosti koeficijenta o znaci postupno povec¢avanje
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intenziteta opterec¢enja, pa ¢e pri dovoljno velikom optere¢enju—kada « naraste do vri-
jednosti a, —doc¢i do sloma konstrukcije.

Drugi teorem poblize odreduje vrijednost a~ koju smo izracunali u kinematickom
postupku pretpostavivsi neki mehanizam sloma. Ako je to mehanizam po kojem c¢e se
konstrukcija zaista slomiti, tada je, naravno, a~ = a.. Teorem kaze da ¢e u protivnom
dobivena vrijednost o~ biti ve¢a od vrijednosti a.. Naime, zamislimo li da se intezitet
opterecenja postupno proporcionalno povec¢ava, do sloma ¢e konstrukcije do¢i po pretpo-
stavljenome mehanizmu samo ako do njega ve¢ nije doslo po spravome« mehanizmu.
Dakle, vrijednost o~ na nesigurnoj je strani u odnosu na a..

Pretpostavimo sada da smo za odredenu vrijednost «_ nasli neko ravnotezno stanje
u kojem vrijednosti momenata savijanja ni u jednom presjeku ne premasuju vrijedno-
sti plasticnih momenata, iako su ih negdje mozda dosegnule. To ne mora biti stvarno
ravnotezno stanje, dovoljno je da su unutanje sile i reakcije u ravnotezi s opterec¢enjem,;
primjerice, unutarnje se sile mogu izracunati na bilo kojem osnovnom sistemu metode
sila. Naravno, takva raspodjela unutarnjih sila u opéem slucaju neé¢e odgovarati nekom
mehanizmu sloma, a ako ipak odgovara, tada je do sloma netom doslo, jer, kao Sto smo
rekli, vrijednosti momenata savijanja nigdje nisu premasile, nego su tek dosegnule vrije-
dnosti plasticnih momenata. Prema tre¢emu je teoremu vrijednost a_ stoga uvijek manja
od vrijednosti «. ili joj je, u najgorem slucaju, jednaka. No, to znac¢i da, moze li se pri
vrijednosti o~ naéi bilo koje ravnotezno stanje koje ne odgovara ni jednom mehanizmu
sloma, pri toj vrijednosti do sloma neé¢e doé¢i ni po kojem mehanizmu. Vrijednost a_ je,
prema tome, na sigurnoj strani.

5.6.3. Jedinstvenost

Da dokazemo da postoji jedna (i samo jedna) vrijednost «. pri kojoj dolazi do sloma
konstrukcije, pretpostavit ¢emo suprotno i vidjeti kuda ¢ée nas to odvesti.

Pretpostavit ¢emo, dakle, da se konstrukcija moze slomiti pri dvije razlic¢ite vrijedno-
sti o 1 ap, oblikovanjem dvaju mehanizama. Neka su 0%, ; kutovi virtualnih zaokreta u
plasticnim zglobovima u presjecima x; ; prvoga mehanizma, a dw; ; duljine virtualnih po-
maka hvatista zadanih sila koje djeluju na njega. Prvi mehanizam sloma mozemo opisati
skupom {éwu, 6w1,j}. Analogno, drugi ¢emo mehanizam opisati skupom {61/}11-, 6w2,j}.

Na prvi mehanizam sloma djeluje sustav sila {quk}, a na drugi sustav sila {ang};
pocetni je sustav sila {Fk} koje mnozimo vrijednostima a; i ap 1 oba slucaja, naravno, isti.
Raspodjelu momenata savijanja u prvom mehanizmu opisuje funkcija M7, a u drugome
funkcija M,. U oba su slucaja zadovoljeni uvjeti ravnoteze i popustanja:

& momenti savijanja opisani funkcijom M; u ravnotezi su sa sustavom sila {ale} i
| M, (x)| < M, u svim presjecima x (iako vrijednosti M, mogu u razli¢itim presje-
cima biti razli¢ite, ne¢emo uvoditi posebne oznake);

& momenti savijanja opisani funkcijom M, u ravnotezi su sa sustavom sila {ang} i
|Ms(x)| < M, u svim presjecima x;
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Jednadzba je virtualnoga rada na prvom mehanizmu sloma

Ej Oéle 5w1,j - 21 Ml(xl,z‘) &Pu = 0,
odnosno

Zj a1 F;dw, ; = ZZ M (214) 01 ;.

Buduéi da funkcija M; opisuje momente savijanja u prvom mehanizmu, njezine su vri-
jednosti u svim plasticnim zglobovima +M,, a kako je rad plasticnih momenata na za-
okretima u plasticnim zglobovima pripadnoga mehanizma sloma uvijek negativan, svi su
pribrojnici na desnoj strani jednadzbe pozitivni:

(051 2]' Fj 6w17j = Zz Mp 6@0171‘. (222)

Virtualni su pomaci neovisni o (uravnotezenim) silama u konstrukciji, pa mozemo
napisati i jednadzbu rada sila s drugog mehanizma na virtualnim pomacima prvoga:

ep) Zj Fjdwy; = ZZ My(1:) 8¢ ;.

Imaju li oba mehanizma u presjeku z;; plastiéni zglob, bit ¢e |Ma(z1,)| = M,; ako ne,
onda je |Ms(xy;)| < M,. Stoga je

ZZ. My(z1;) 0 ; < Zl My, 891 4,
tako da je
[6%) Zj F} 611}17]‘ < Zz Mp Swl,i (223)
Usporedba izraza (222) i (223) daje
g < Qf.

Napisemo li jednadzbu rada sila s drugoga mehanizma na njegovim virtualnim poma-
cima i jednadzbu rada sila s prvoga mehanizma na istim pomacima, na slican ¢emo nacin

dobiti
a1 < Qo.
Slijedi da su vrijednosti a; i s jednake:

ap = g = Q. (224)

QED

Treba napomenuti da smo dokazali da je vrijednost a. pri kojoj dolazi do sloma
samo jedna, ali ne i da je samo jedan mehanizam sloma ili da je samo jedna raspodjela
unutarnjih sila pri slomu—uz istu vrijednost a. mogu postojati razlic¢iti mehanizmi sloma
s razlicitim raspodjelama unutarnjih sila.

131



5.6.4. Gornja granic¢na vrijednost

Teorem. Izracunamo li vrijednost o~ na nekom pretpostavljenom mehanizmu sloma,
onda je ta vrijednost veca od vrijednosti a. pri kojoj dolazi do sloma ili joj je jednaka:

a” = Q.

Dokaz. Raspodjelu momenata savijanja pri slomu opisat ¢emo funkcijom M., a pretpo-
stavljeni mehanizam sloma skupom {&pi, Swj}. Jednadzba je virtualnoga rada na pretpo-
stavljenom mehanizmu

a Zij dwy = . My, 8¢. (225)

S druge strane, jednadzba je rada sila sa stvarnoga mehanizma sloma na virtualnim
pomacima pretpostavljenoga mehanizma

Qe Zj Fydw; = Y Mc(x;) 8.

Kako je |M.(z;)| < M,, bit ¢e

S Fosw, < S M, s, 226

a Zj 3 OWj Zl p Ot (226)
pa usporedba s izrazom (225) daje

a. < a. (227)

QED

5.6.5. Donja grani¢na vrijednost

Teorem. Ako za neku vrijednost o mozemo naci raspodjelu unutarnjih sila koja zado-
voljava uvjet ravnoteze i uvjet popustanja, onda je ta vrijednost manja od vrijednosti c
pri kojoj dolazi do sloma ili joj je jednaka: a_ < a.

Dokaz. Raspodjelu momenata savijanja koja je u ravnotezi sa sustavom sila {a_ Fk}
opisat ¢emo funkcijom M_. Prema pretpostavci teorema funkcija M_ zadovoljava i uvjet
popustanja: |M_(z)| < M, u svim presjecima z. Kao i prije, raspodjelu momenata pri
slomu opisat ¢emo funkcijom M., a stvarni mehanizam sloma skupom {ch,i, chyj}.

Jednadzba je virtualnoga rada na stvarnom mehanizmu sloma
¢ Zj Ej 6wc,j = ZZ Mp 6wc,i: (228)

dok je jednadzba rada sustava sila {oz, Fk} i momenata savijanja opisanih funkcijom M_
na virtualnim pomacima stvarnoga mehanizma sloma

Fdw.; = M (i) e < ) My d¢es, 229

a*Zj]wJ ZZ (@) O, ZZ p O, (229)
pa, kao i prije, slijedi

o < ae. (230)

QED
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5.7.

Umjesto zakljucka

I na kraju, umjesta zakljucka, jedan —usamljeni — glas protiv:

Staticki neodredena konstrukcija ostaje staticki neodredenom i onda kada su granica
proporcionalnosti ili granica popustanja premasene u nekom presjeku. To znaci da i
u postelasticnom stanju uz uvjete ravnoteze ostaju valjani i uvjeti kompatibilnosti.
Nedostatnost i neprimjerenost metode grani¢nih nosivosti proizlaze iz pogresnoga
odnosa prema toj temeljnoj ¢injenici, tako da podrobniji pogled razotkriva njezinu
»jednostavnost« kao neprihvatljivu nedoraslost... Ako se pak metoda grani¢nih
nosivosti zagovara kako bi se umirilo one koji ne mogu svladati i, uz prosjecnu
nadarenost, ne mogu nauciti uobic¢ajene postupke proracuna staticki neodredenih
konstrukcija, onda uvodenje takve »gradevne statike za idiote!'?« svakako treba od-
baciti.

F. Stiissi:  Gegen das Traglastverfahren, Schweizerische Bauzeitung,

80 (1962) 4, pp. 53-57.

12 fSuorns (gré.): nestruénjak, laik, obican ¢ovjek
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6. Prednapeti vlacni i vlacno—tla¢ni sistemi zglobnih
stapova

6.1. Linearna meduigra: linearnoalgebarska analiza sistema

zglobnih stapova

Iskovao sam divan istrument, moram ga razbiti.

Stanko Lasié: Struktura Krlezinih Zastava

Analizirat ¢emo geometrijsku (ne)promjenjivost, staticku (ne)odredenost i moguénost
izracunavanja vrijednostt uzduznih sila u stapovima prostornih sistema zglobnih Stapova
poput sistema prikazanih na slici 93. (bijele su »kuglice« slobodni, a crne lezajni ¢vorovi).

Neka su n i b broj évorova i broj stapova sistema koji analiziramo. Cvorove ¢emo
oznacCiti uzastopnim brojevima od 1 do n tako da prvo pobrojimo slobodne, a potom
lezajne ¢vorove: ako je mg ¢vorova slobodno, oznake ¢e slobodnih ¢vorova biti brojevi
1,2,...,ng, aoznake lezajnih brojevi ng+1,..., n.

Stap izmedu Evorova i i j oznadit éemo s {i,7}; jasno je da je uvijek i # j te da
{i,j} 1 {j,1} oznacavaju isti stap. Pogodno je Stapove oznaciti i uzastopnim brojevima
od 1 do b.

Prema Maxwellovu pravilu, poznatom iz Mehanike 1., za geometrijsku nepromjenji-
vost prostornoga sistema koji sadrzi ns slobodnih &vorova i podlogu!® treba najmanje
b = 3n¢ ispravno rasporedenih zglobnih stapova. Naglasak je u prethodnoj recenici na
»ispravno rasporedenih«—iako sistemi na slikama 93.a. i d. imaju po b = 3-8 = 24
Stapa, samo su u sistemu na slici a. ti Stapovi ispravno rasporedeni, te je samo taj sistem
geometrijski nepromjenjiv.

Znamo i da je sistem s n¢ slobodnih ¢vorova i b = 3n; ispravno rasporedenih zglobnih
Stapova staticki odreden.

Razlika broja slobodnih ¢vorova pomnozenoga s tri i broja stapova, My, = 3ng — b,
najmanji je moguci broj stupnjeva slobode sistema: za sistem sa slike 93.d. taj je broj
jednak nuli, a ipak je rije¢ o mehanizmu, odnosno o geometrijski promjenjivom sistemu,
odnosno o sistemu sa stanovitim brojem stupnjeva slobode. Broj stupnjeva slobode si-

13 Podrazumijevat ¢emo u nastavku, do odjeljka 6.4., da sistemi sadrze podlogu, te je neéemo spominjati.
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Slika 93.

stema, prema tome, moze biti jednak broju mpy,., a moze biti i veéi od njega (ali ne moze
biti manji).

Ako je broj muy,. veéi od nule, sistemu snedostaju« Stapovi te postoje stupnjevi
slobode (njih barem my;, ), tako da je sistem geometrijski promjenjiv ili je geometrijski
promjenjiv barem jedan njegov dio; ako je pak broj mpy;,. manji od nule, sistem ima
»visak« Stapova, pa je staticki neodreden kao cjelina ili je barem jedan njegov dio staticki
neodreden.

6.1.1. Jednadzbe ravnoteze

Neka su €; ; i €;; jediniéni vektori na osi Stapa {i, j}, pri ¢emu je vektor €; ; orijentiran
od ¢vora 7 prema cvoru j, dok je vektor €;; orijentiran od ¢vora j prema ¢voru 4, tako
da je €;;, = —€;; (slika 94.a.). Vanjska je normala na ravninu popre¢noga presjeka na
kraju ¢ orijentirana kao vektor €;;, a na kraju j kao vektor €;; (slika b.).
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Slika 94.

Ako su (z;,yi,2) 1 (xj,y;,2;) koordinate évorova ¢ i j, vektori €;; i €;; dani su

1zrazima
- Lj— Tj, i Y5 | R TR
6,’7]' = J 7 + yj Y ] + J k’,
i gy i gy i gy
(231)
€5y i gy Ui gy
gdje je
bigy = \/(%‘ —xi)? + (Y —ui)* + (7 — 2)° (232)
duljina stapa {7, j}. Uvedemo li oznake
" Ui gy " i gy " Cii gy
mozemo pisati
Gj = cli+ T+ ek i & = chT+ T+ ik (233)

Uzduzna sila na kraju i (sila kojom évor i djeluje na stap) odredena je vektorom
Sij = Sy (234)

(slika 95.a.). Skalar S;; njezina je vrijednost; za vla¢nu je silu, orijentiranu kao na slici,
Si; > 0, dok je za tlacnu silu S; ; < 0, Sto znaci da joj se orijentacija mijenja. Analogno,
vektor je uzduzne sile na kraju j

= —
Sji = S5 €ij-

)
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wl
©l

— /7, \: ©J4
_Sms
c. F;
Slika 95.
Kako je za uravnotezeni neoptereceni Stap S;; = —9; ;, bit ¢e, s druge strane,

R
Sji = —(5i€.4) = Sij (=€) = Sij €y,

pa je, dakako, S;; = S;;; uvest cemo oznaku Sy j; = Sj; = 5.

Rezultantu vanjskih sila koje djeluju na slobodni ¢vor ¢ oznacit ¢emo s }_W)i; njezine su
skalarne komponente F; ,, F;, i F; .. Stap {i,j} pak na ¢vor i djeluje silom

—

—Sij = =S € = Stiy iy (235)
(slika 95.b.).

Za svaki se slobodni ¢vor ¢ = 1,..., ny moze napisati vektorska jednadzba ravnoteze
sila koje na nj djeluju (slika 95.c.):

jeN;
ili

> Sy @y + Fr =0, (236)

JEN;

pri cemu je N; skup indeksa ¢vorova koji su Stapovima povezani sa ¢vorom i.
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Ta je jednadzba, znamo, istovrijedna trima skalarnim jednadzbama koje izrazavaju
iStezavanje zbrojeva projekcija sila na koordinatne osi:

Z ¢l Sy + Fip = 0,

JEN;
2, b Sigy + Fiy = 0, (237)
JEN;
Z CiZJ S{i,j} + F;"Z =0
JEN;
za © = 1,...,ng. Dobiveni sustav sadrzi 3ns jednadzbi, dok je broj vrijednosti sila u

Stapovima b.

»Klasi¢ni« je zadatak teorije resetkastih sistema, kao sto ste naucili jos u Mehanici 1.,
izracunavanje vrijednosti sila u Stapovima za zadano/poznato optereéenje uz poznatu
»geometriju« sistema, koja obuhvaca njegovu »topologiju« (podjelu ¢vorova u slobodne
i lezajne te povezanost ¢vorova i Stapova: ¢vorove spojene nekim Stapom, Stapove pri-
klju¢ene u neki évor) i smjestaj u prostoru (koordinate lezajnih i slobodnih ¢vorova).

Sustav jednadzbi ravnoteze (237) je, prema tome, sustav linearnih jednadzbi u kojem su
T &Y.
ij0 “ig  Yig
jedinicnih vektora na osima stapova i skalarne komponente F; ., F;, i F; . vanjskih sila u

nepoznanice vrijednosti Sy; ;, sila u Stapovima, dok su skalarne komponente c

¢vorovima poznate.

Za analizu uvjeta rjesivosti pogodno je sustav (237) zapisati u matricnom obliku, pa
¢e sazeto, matricnom stenografijom, biti

As +f =20
ili
As = —f. (238)

Vrijednosti sila u Stapovima poredane su pritom u jednostup¢anu matricu s prema brojcanim
oznakama Stapova:

[ Si12) ] [ 51 ]
S1,3) Sy
s — : _ : :
Sti,j) Sk
[ Spay [ Sp

ako je k brojcana oznaka Stapa {i,j}, onda je Sy ;; komponenta s matrice s, S, = Sy; ;.

Koeficijenti uz Sy j; = Sk u jednadzbama ravnoteze cvora ¢ komponente su matrice
sustava A u sjecistima redaka 3(i—1)+1, 3(i—1)+2 1 3(i—1)+3 sa stupcem k:

_ x _ Y 3 _ z
a3(i-1)+1,x = Gy as(i-1)+2,k = Cij 1 a3(i-1)+3,x = C;js (239)
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Vrijednost Sy; ;3 = Sk ulazi i u jednadzbe ravnoteze ¢vora j, kojima odgovaraju redci
3(j—1)+1, 3(j—1)+2 i 3(j—1)+3 matrice A, pa su, u istome stupcu,

_ T _ ) : _ z
az(j-1)+1,5 = Cjis a3(-1+2,k = C; 1 A3Ga)+3. = Cjye (240)

Matrica A ima 3n¢ redaka i b stupaca; broj je stupaca jednak broju komponenata jedno-
stupcane matrice s, dok je broj redaka, naravno, jednak broju jednadzbi ravnoteze:

1 2 K b
! [ Fluay |
’ Fay
3(171)4’1 C;:I:] - ~ F{l,iﬂ}
3 (i—1)+2 C,z/’] Sl F{i,y}
. z 82
3 (i—1)+3 Ci j F{z,z}
= — : : (241)
Sk
3(j—1)+1 i : Fija
3 (j—1)+2 ¢ S, iy
3(j—1)+3 cjZ Fijz
3 (neg—1)+2 F{"f,y}
3ng | | _F{”fvz} _

Komponente jednostupcane matrice f s indeksima 3(i—1)+1, 3(i—1)+2 i 3(i—1)+3
skalarne su komponente F; ,, F;, i F; , vanjske sile F; koja djeluje u ¢voru 7. Matrica f
stoga ima 3ns komponenata.

Matricu A nazivamo ravnoteznom ili statickom matricom.

6.1.2. Gauflov eliminacijski postupak i uvrStavanje unazad

Na slici 96. (a. aksonometrijski prikaz, b. tlocrt i nacrt) prikazan je jednostavan
sistem u kojem je jedan slobodni ¢vor trima zglobnim Stapovima spojen s podlogom
(bijela je »kuglica« slobodni ¢évor, a crne su »kuglice« lezajni ¢vorovi). Koordinate su
évorova 1(0;0;0), 2(4;1,5;0), 3(2;3,5;0) i 4(1,5;2;3). Stap 1 povezuje évorove 1 i 4,
Stap 2 ¢vorove 2 i 4, a stap 3 ¢vorove 3 i 4. U ¢voru 4 djeluje sila zadana vektorom
F=1757+1007— 25 .

Za taj je sistem sustav jednadzbi ravnoteze (237) sustav triju jednadzbi s trima nepo-
znanicama (tri skalarne jednadzbe ravnoteze ¢vora 4, vrijednosti sila u tri Stapa); rijesit
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Slika 96.

¢emo ga GauBBovim eliminacijskim postupkom s izborom uporisnih komponenata po stup-
cima te uvrstavanjem unazad.

Komponente stupaca ravnotezne matrice skalarne su komponente jedini¢nih vek-
tora €41, €42 1 €43 na osima Stapova. Ravnoteznu ¢emo matricu prosiriti stupcem koji
sadrzi skalarne komponente sile pomnozene s —1, jer je jednostupcana matrica f u ma-
tricnoj jednadzbe (238) s desne strane znaka jednakosti:

—0,384 111 0,635 001 0,147 442 —175,0000
-0,512148  —0,127000 0,442 326 —100,000
—0,768221  —0,762001  —0,884652 25,0000

Bududi da je proSirena matrica sazetiji zapis sustava jednadzbi, »elementarne« operacije
s jednadzbama postaju »elementarnim« operacijama s redcima matrice.

U prvome je stupcu najveéa (po apsolutnoj vrijednosti) tre¢a komponenta. Zamijenit
¢emo prvi i treé¢i redak matrice:

~0,768221  —0,762001  —0,884 652 25,0000 (a, — a,)
—0,512148  —0,127000 0,442 326 —100,000
—0,384111 0,635 001 0,147 442 —75,0000 (a, « aj)

Komponente novoga prvog retka podijelit ¢emo njegovom prvom komponentom,

1,000 00 0,991903  1,15156 —32,5427 [gl/uu]
—0,512148  —0,127000 0,442 326 —100,000
—0,384 111 0,635001  0,147442 —175,0000
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Dobivene ¢emo vrijednosti, pomnozene prvom komponentom drugoga retka, oduzeti od
komponenata drugoga retka u istim stupcima, a potom ih, pomnozene prvom komponen-
tom trecega retka, oduzeti od odgovarajuc¢ih komponenata tre¢ega retka:

1,000 00 0,991 903 1,151 56 —32,5427
—0,512148 —0,127000 0,442 326 —100,000
—(-0,512148 —(-0,512148 —(-0,512148 —(-0,512148
- 1,000 00) +0,991903) - 1,151 56) - (—32,5427))
—0,384 111 0,635 001 0,147 442 —175,0000
—(-0,384111 —(-0,384111 —(—0,384111 —(-0,384111
| - 1,000 00) +0,991903) - 1,151 56) - (—32,5427)) |
1,00000  0,991903  1,15156 —32,5427
= | 0,000000 0,381001  1,03209 —116,667 (ay — as;1a,)
0,000000  1,01600 0,589 769 —87,5000 (a3 — asq1a,)

Kako su komponente prvoga stupca u drugome i tre¢em retku dobivene matrice nule,
druga su i treca jednadzba »novoga« sustava jednadzbi jednadzbe s dvjema nepoznani-
cama.

Dijeljenje brojem moguce je samo ako je taj broj razli¢it od nule. No, i ako je taj broj
razlicit od nule, ali je po apsolutnoj vrijednosti vrlo malen, blizak nuli, prora¢cun moze
postati besmislenim: rezultat ¢e dijeljenja biti vrlo velik broj, te ¢e mnozenje tim bro-
jem u nastavku postupka nedopustivo poveca(va)ti numericke pogreske. Za numericku je
stabilnost prora¢una povoljno uvijek dijeliti najve¢om (po apsolutnoj vrijednosti) kompo-
nentom stupca ili dijela stupca koji ulazi u nastavak proracuna. Tu komponentu nazivamo
uporisnom komponentom. U prvome je stupcu to bila tre¢a komponenta. U dijelu dru-
goga stupca ispod komponente u prvome retku, s kojim smo zasada zavrsili, najveca je
komponenta ponovno u tre¢em retku, pa ¢emo zamijeniti drugi i trec¢i redak:

1,000 00 0,991903  1,15156 —32,5427
0,000000 1,016 00 0,589 769 —87,5000 (a, — ay)
0,000000  0,381001  1,03209 —116,667 (a, < a,)

Komponente novoga drugog retka (od druge niddesno) podijelit éemo drugom njegovom
komponentom (prvom razli¢itom od nule) te dobivene vrijednosti, pomnozene drugom
komponentom tre¢ega retka, oduzeti od komponenata treéega retka u istim stupcima (od
druge nadalje):

1,000 00 0,991903  1,15156 —32,5427
0,000000  1,00000 0,580 480 —86,1219 [92/(122]
0,000000  0,000000  0,810931 —83,854 1 [gg — azqa, ]
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I druga je komponenta tre¢ega retka sada nula, Sto znaci da je tre¢a jednadzba prevedena
u jednadzbu s jednom nepoznanicom. Preostaje jos da komponente treéega retka (od
trece nadalje) podijelimo njegovom tre¢om komponentom (prvom razli¢itom od nule):

1,000 00 0,991903  1,15156 —32,5427
0,000 000  1,00000 0,580 480 —86,1219
0,000 000  0,000000  1,00000 —103,405 [93/(1,3*;; ]

Prosirena je matrica zapis sustava jednadzbi u kojem nepoznanice nisu navedene, nego
se podrazumijevaju. Vratimo li se na uobicajeni zapis, trec¢a je jednadzba
1,00000 - S3 = —103,405,

pa neposredno dobivamo

S3 = —103,405.

Vrijednosti ostalih nepoznanica izracunavamo uvrstavanjem unazad:

& Druga je jednadzba
1,00000 - .Sy + 0,580480 - S5 = —86,12109.

Buduéi da je vrijednost S3 poznata, slijedi

Sy = —86,1219 — 0,580480 - (—103,405) = —26,097 4.

& Prva je jednadzba
1,00000 - .S7 + 0,991903 - S + 1,15156 - S5 = —32,5427,
a kako je sada poznata i vrijednost Sy, bit ¢e
S1 = —32,5427 — 0,991903 - (—26,0974) — 1,15156 - (—103,405) = 112,420.

Rjesavanjem sustava jednadzbi ravnoteze dobiven je samo jedan skup vrijednostr sila
u Stapovima, Sto znaci da je na$ sistem zglobnih stapova staticki odreden. Uz to, lako je
vidjeti da moguénost rjeSavanja ne ovisi o brojevima u zadnjem stupcu prosirene matrice:
kakvi god ti brojevi bili, opisanim ¢emo postupkom dobiti neko rjesenje; rje¢nikom statike
receno, ne postoji vanjska sila koju sile u Stapovima ne mogu uravnoteziti, pa je taj sistem
i geometrijski nepromjenjiv.

I u sistemu prikazanom na slici 97. (a. aksonometrijski prikaz, b. tlocrt) jedan je ¢vor
trima Stapovima spojen s podlogom. Koordinate su ¢évorova 1(—2,—1,0), 2(0,0,0),
3(2,1,0) i 4(0,0,%2, dok je topologija jednaka onoj u prethodnom primjeru. Sila je
zadana vektorom F; = 1007 + 50 7.

Prosirena je ravnotezna matrica

—2/3 0 2/3 —100
—1/3 0 /3 ~50
—2/3 -1 —2/3 0
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Slika 97.

Prva i tre¢a komponenta prvoga stupca medusobno su jednake, a po apsolutnoj vrijedno-
sti vece od druge komponente, pa retke ne treba zamjenjivati. Komponente prvoga retka
podijelit ¢emo njegovom prvom komponentom te potom dobivene vrijednosti, pomnozene
prvim komponentama drugoga, odnosno trecega retka, oduzeti od komponenata tih re-
daka u istim stupcima:

10 -1 | 150 (ay/ar,)
0 0 0 0 (ay — azia,]
0 -1  —4/3 | 100 (a5 — as1a,)

Na taj smo nacin ponistili prve komponente drugoga i tre¢ega retka. I druga je kompo-
nenta drugoga retka nula (u stvari, sve su komponente toga retka nula), pa é¢emo drugi i
tre¢i redak zamijeniti:

1 0 -1 150
0 -1 —4/3 100 (a, — ay)
0 0 0 0 (a, < a;)

Dijeljenje komponenata drugoga retka njegovom drugom komponentom posljednji je ko-
rak, jer su druga, tre¢a i cetvrta komponenta trecega retka nule:

1 0 -1 150
0 1 4/3 —100 (a,/as2:2)
0 0 0 0

Kako su sve komponente trecega retka nule, tre¢a jednadzba trivijalno izrice da je

0 =0.

Druga je jednadzba jednadzba s dvije nepoznanice:

Napisemo li je u obliku
Sy = —100 — 4/3 - Ss,
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zakljucit ¢emo da S5 moze biti bilo koji broj,

ngc, CER7

pa je
Sy, = —100 — 4/3-C.

Sli¢no tome, iz prve jednadzbe,

1-S, +0-S, —1-8; = 150,
slijedi
S, = 150 + C.

Vrijednosti sila ovise o broju koji smo oznacili s C', a kako to moze biti bilo koji broj,
sustav jednadzbi ravnoteze ima ool rjesenja: ako je, recimo, C' = 0, jednadzbe ravnoteze
zadovoljavaju sile vrijednosti kojih su S; = 150, S; = —100 i S5 = 0:

—2/3.150 + 0-(—100) + 2/3-0 = —100,
—1/3.150 + 0-(~100) + 1/3-0 = —50,
—2/3.150 — 1-(—100) — 2/3-0 = 0;

ako je pak C' = 75, ravnotezne su vrijednosti sila u stapovima S; = 225, S5 = —200 i
Sg = 75:

—2/3.225 4+ 0-(—200) + 2/3-75 = —100,

—1/3.225 4+ 0-(—200) + 1/3.75 = —50,

—2/3.225 — 1-(~100) — 2/3-75 = 0;
i tako dalje. ..

Ako pripadajuc¢i mu sustav jednadzbi ravnoteze ima oo™ rjesenja, sistem je zglobnih
Stapova n puta staticki neodreden. Pogled »odozgo« (slika 97.b.) pokazuje da su osi svih
triju Stapova nasega sistema u jednoj ravnini, u kojoj je i zadana sila, te bi se moglo reci
da je rije¢ o ravninskome sistemu, a u ravnini se za jedan zglobni ¢vor mogu postaviti
samo dvije neovisne jednadzbe ravnoteze. Dobiveni ¢e sustav jednadzbi imati samo jedno
rjeSenje jedino ako su to jednadzbe s dvjema nepoznanicama.

No, na$ je sistem zadan kao sistem u prostoru, pa na njegov slobodni ¢vor mogu
djelovati i sile koje nisu u ravnini ost Stapova. Sile koje djeluju okomito na tu ravninu
(slika 98.a.) sistem ne moze uravnoteziti. Primjerice, za silu Fy = 507 — 1007 prosirena
je ravnotezna matrica

—2/3 0 2/3 | —50
i3 0 13 100
—2/3 -1 23 0
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Slika 98.

Ponistavanje druge i tre¢e komponente prvoga stupca daje

1 0 -1 75 {Ql/(lmJ
0 0 0 125 (a, — az1a,)
0 -1 —4/3 50 (a; — asia,)

Za razliku od matrice dobivene ponistavanjem komponenata prvoga stupca prosirene ma-
trice za silu Fl, cetvrta komponenta drugoga retka sada nije nula. Nakon zamjene drugoga
i tre¢ega retka i dijeljenja komponenata drugoga retka njegovom drugom komponentom
dobivamo

1 0 -1 75
0 1 43 —50 (a; — aj) (ay/a2:2)
0 0 0 125 (a, < aj)

Sustav jednadzbi ravnoteze sada je nerjesiv— treca je jednadzba besmislena:
0 = 125.

Vanjska sila ne mora djelovati okomito na ravninu sistema da bi bila neuravnoteziva;
dovoljno je da je jedna njezina komponenta okomita na tu ravninu (slika 98.b.). Prosirena
ravnotezna matrica za silu F3 = 1007,

“2/3 0  2/3 | —100
—1/3 0 1/ 0|,
—2/3 -1 23 0

Gauflovim eliminacijskim postupkom prelazi u

1 0 -1 150
0 1 4/3 —100 |,
0 0 0 50

pa je tre¢a jednadzba ponovno besmislena.
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Ako ne moze uravnotreziti sve sile koje mogu na njega djelovati, sistem je geometrijski
promjenjiv; geometrijski je nepromjenjiv samo za sile koje moze uravnoteziti.

Uklonimo i treéi stap (slika 99.a.), prosirena ¢e ravnotezna matrica za silu F 1 prije i
nakon Gauflova eliminacaijskog postupka biti

—2/3 0 —100 1 0 150
—1/3 0 —50 — 0 1 —100
—2/3 -1 0 0 0 0
3
‘F1
1
Yy
26/\
a. T b.

Slika 99.

Druga jednadzba sada neposredno daje Sy = —100, a prva S; = 150. Kako sada postoji
samo jedno rjeSenje, sistem je, za sile koje moze uravnoteziti, staticki odreden.

Sistem na slici 99.b.—slobodni ¢vor s podlogom spojen s pet zglobnih Stapova—
geometrijski je nepromjenjiv i staticki neodreden: osi Stapova nisu u jednoj ravnini,
a kako su za geometrijsku nepromjenjivost dovoljno tri Stapa (osi kojih nisu u jednoj
ravnini), Stapova je »previSe«: sistem triju jednadzbi s pet nepoznanica ne moze imati
samo jedno rjesenje.

Koordinate su ¢vorova
1(—4,0,0), 2(0,0,0), 3(4,0,0); 4(0,—4,0); 5(0,4,0) i 6(0,0,3),

a sila je zadana vektorom F=1007+ 507, pa je prosSirena ravnotezna matrica

—0,8 0,0 0,8 0,0 0,0 ~100,0
0,0 0,0 0,0 —08 0,8 —50,0
-06 1,0 -06 -06 —06 0,0

Prvi je korak Gauflova eliminacijskog postupka ponistavanje svih komponenata prvoga
stupca osim prve:

1,0 00 -10 00 00 125,0 (a,/a1.)
00 00 00 08 08 | —500 (ay — as;a,)
00 -1,0 -12 06 —06 75,0 (a; — az1a,)
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Prva je komponenta drugoga retka i u izvornoj matrici nula, pa se taj redak nije promije-
nio: a,—ag;a; = a,—0-a,; = a,. Drugi je korak eliminacijskoga postupka ponistavanje
tre¢e komponenta drugoga stupca. Kako je druga komponenta drugoga retka nula, treba
zamijeniti drugi i treéi redak:

1,0 00 -1,0 0,0 0,0 125,0
00 -1,0 -12 -06 —06 75,0 (a, — ay)
0,0 0,0 0,0 —0.8 0,8 —50,0 (a, < ay)

Druga je komponenta »novoga« treCeg retka nula, pa se drugi korak (osim provedene
zamjene redaka) svodi na dijeljenje drugoga retka njegovom drugom komponentom:

10 00 —1,0 0,0 0,0 125,0
0,0 1,0 1,2 0,6 0,6 —175,0 (ay/asz)
0,0 00 00 -08 08 —50,0 (a3 — asoa,)

I treca je komponenta tre¢ega retka nula, pa ¢emo u posljednjem koraku komponente
tre¢ega retka podijeliti prvom njegovom od nule razli¢itom komponentom:

1,0 00 —10 00 0,0 1250
00 1,0 12 06 0,6 —75.,0
0,0 00 0,0 1,0 —1,0 62,5 (ay/as.4)

Za matricu dobivenu Gaufovim eliminacijskim postupkom kazemo da je u gornjem
stepenicastom obliku. Za nju vrijedi:

1. svi redci, sve komponente kojih su nule (nulredci), ako takvih redaka ima, nalaze
se ispod redaka koji sadrze barem jednu od nule razlicitu komponentu;

2. u svakome retku, koji nije nulredak, prva komponenta razlicita od nule jest 1; to je
uporisna komponenta podijeljena samom sobom, pa ¢emo i nju zvati uporisnom;

3. u stupcu koji sadrzi uporisnu komponentu, nazvanom baznim stupcem, sve su kom-
ponente ispod nje nule;

4. nalaze li se uporisne komponente i-toga i (i+1)-og retka u stupcima j; i j;+1, onda
je Jiv1 > Ji-
I stupce izvorne matrice koji su prevedeni u bazne stupce zvat ¢emo baznima.

Preostaje jos da uvrstavanjem unazad zavrSimo izracunavanje vrijednosti sila u Sta-
povima:

& [z trece jednadzbe,
1,0-54 — 1,0-55 = 62,5,

koja je jednadzba s dvjema nepoznanicama, slijedi

Sy = 62,5 + S5,
pa S5 moze biti bilo koji broj.
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& Uz »poznate« Sy i S5 i druga je jednadzba,
1,0-5y +1,2-53 +0,6-S4 + 0,6-S5 = —75,0,
jednadzba s dvjema nepozanicama, Sy i S3, pa i S3 moze biti bilo koji broj:
Sy = =750—-12-5 —-06-S, —06-5;5 = —1125 —1,2-53 — 1,2-S;.
& Na kraju, prva jednadzba,

1,0- 581 — 1,055 = 1250,
daje
Sp = 1250 + S;.
Nepoznanice S5 i S5, koje mogu poprimiti bilo koju vrijednost, zvat ¢emo slobodnim, a
nepoznanice S, S 1S4 temeljnim nepoznicama. Temeljne nepoznanice imaju iste indekse
kao bazni, a slobodne kao preostali stupci ravnotezne matrice (pritom nas, dakako, ne

zanima stupac vrijednosti vanjskih sila kojim je matrica prosirena).

U matricnom je zapisu

EN i 125,0 + S3 ] [ 125,0]] [ 1,0] [ 0,0]
S, —1125 — 1,2- 83 — 1,2- S5 —~112,5 1,2 1,2
Sy | = S = 00| + S5 10| + S5| 00
Sy 62,5 + S; 62,5 0,0 1,0
| S | | S | | 0,0 | 0,0] | 1,0

ili, matricnom stenografijom,
S = Sy + 8353 + 5555.

Komponente jednostupcane matrice s, mozemo izrac¢unati i uvrstavanjem unazad, pri
¢emu ¢emo za nepoznanice uzeti temeljne nepoznanice, a slobodnima dati vrijednost 0,0:

o 10-5—-10-5 =10-S4 —1,0-0,0 = 62,5 = Sy = 62,5;

® 10-5 +12-53+06-54 + 0,6-.95;5
=10-5+12-00+ 0,6-625 + 0,6-0,0 = —75,0
= Sy = —112,5;

o 10-5 —1,0-5 = 1250 = S; = 125,0.

Komponente jednostupcane matrice s3 ¢emo takoder izracunati uvrsStavanjem unazad.
Nepoznanice su ponovno temeljne nepoznanice, slobodnoj nepoznanici S3 dat ¢emo vri-
jednost 1,0, slobodnoj nepoznanici S5 vrijednost 0,0, a rjeSavat ¢emo homogeni sustav
jednadzbi u kojem su slobodni ¢lanovi (¢lanovi s desnih strana znakova jednakosti) svih
jednadzbi nule:

o 105, —10-S =10-S,—10-00 =00 = S, = 0,0;
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o 10-85 +12-5 +06-Sy +0,6-955
= 1,08 +12-1,0 + 0,6-0,0 + 0,6-0,0 = 0,0
= 52 = —1,2,

o 105 —10-8 =10-8 —1,0-1,0 =00 = S = 10

Na slican ¢emo nacin izracunati i komponente jednostupcane matrice s5; razlika je samo

u tome da ¢emo slobodnoj nepoznanici S3 dati vrijednost 0,0, a nepoznanici S; vrije-
dnost 1,0: o

o 105, —10-8 =10-S,—10-10 = 00 = S, = 10;

o 10-Sy+12-53+4+06-5; + 0,6-.55
— 1.0-5 +12:00+06-1,0 + 06-1,0 = 0,0
= 8 = 12

o 10-5-10-59 =10-5 —1,0-0,0 = 0,0 = S1 = 0,0.
6.1.3. Kinematicke jednadzbe

Kinematicke jednadzbe povezuju promjene duljina Stapova i pomake ¢vorova. Izvest
¢emo ih u okviru teorije »malih« pomaka.

Slika 100.

Prikazemo li pomake ¢vorova i i j vektorima ; i 4; (slika 100.), nove ¢e koordinate
tih ¢vorova biti (z; + w;, y; + vi, 2 +w;) 1 (25 + wj, y; + v, 2 + w;).

Promjenu duljine Stapa {4, j} oznacit ¢emo s dy; ;; za dgj;; > 0 rijec je o produlje-
nju, a za dgj3 < 0 o skracenju Stapa. Nova je duljina Stapa fy; ;, + dy; j;, a primjena
Pitagorina poucka daje

(Cgy + diigy)”

= [(l’J + Uj> — (iL‘l + Ul)]2 + [(yj + Uj) — (yl + Ui)]Q + [(Zj + U)j) — (Zi + wl)]z
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ili, druk¢ije grupirano,
2
(Lhigy + diigy)
= [(zj — i) + (uj—w)* + [(y5 —vi) + (v =) + [(25 = 2) + (w; —wi)]”.

Kvadriranjem podizraza te promjenom redoslijeda i grupiranjem pribrojnika na desnoj
strani dobivamo

€{2i7j} + QE{Z,J}d{l’J} + d{QiJ-}
= [(&j —2)* + (5 —w)* + (2 — 2)*]
+ 2[(5 =) (uy —vi) + (g5 — %) (05 —vi) + (25— 2) (W — wy)]

)7+ (w; —w;)?].

Prvi podizraz s desne strane znaka jednakosti, obuhvacen uglatim zagradama, jednak je
kvadratu duljine £y, ;, Stapa, tako da ¢e se 6{21.7 i) s lijeve i s desne strane znaka jednakosti
ponistiti. Podizraz u posljednjem retku jednak je kvadratu duljine razlike pomaka u;
i U, ||i; —u;|% a kako su su pomaci mali, bit ¢e dy jy < Ly, U] < Oy 1G] < L,
tako da se vrijednosti déj} i |d; —1;]* mogu zanemariti u odnosu na 2 €y jdg ;3 (drugi
pribrojnik slijéva) i na drugi podizraz zdésna, pa ostaje

206y = 2[(x; — x) (wj —wi) + (Y5 —yi) (v; —vi) + (25 — 2) (w; — wy)].

Slijedi

Tj— Ty Yi —Yi Zj — %

diijy = 2 (uj — ;) + 2 (vj —vi) + 2 (wj — w;),
{3,5} {3,5} {3.5}
odnosno
iy i gy i)
i xj ’LLj + yi_yj ’Uj + —Zi_Zj wj]
i gy €5y i gy
ili, sazetije,
dijy = _(CZj u; + cgj vi + ¢ wi + cfuy + cjyZ v; + c;iwj]. (242)

Promjene duljina stapova poredat ¢emo u jednostupcanu matricu d prema brojcanim
oznakama Stapova, dok ¢emo orijentirane duljine komponenata pomaka ¢vorova svrstati
u jednostup¢anu matricu u tako da su w;, v; i w; na mjestima 3(¢—1)+1, 3(i—1)+2
i 3(¢—1)+3. Drugim rije¢ima, poredak promjena duljina stapova u matrici d odgovara
poretku vrijednostt uzduznih sila u jednostupc¢anoj matrici s, a poredak skalarnih kom-
ponenata pomaka ¢vorova u matrici u poretku skalarnih komponenata vanjskih sila u
jednostupcanoj matrici f.
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Sada izraze (242) za sve Stapove mozemo sazeto zapisati u obliku

d = —Bu
ili
Bu = —d,
gdje je B matrica komponente koje su
b/@,3(7ﬁ—1)+1 = Cffja bm3(i—1)+2 = Czy,j’
br,3(j-1)+1 = ngfia bi,3(j-1)+2 = ij,i’

br,3(j-1)+3 = Cj;-

z
bn,3(i—1)+3 = G j

z

(243)

(244)

Jednostupcane matrice d i u sadrze b i 3n; komponenata, pa matrica B ima b redaka

i 3ng stupaca:

Uy

U1

3(i—1) + 1
3(i—1)+2
3(i—1) +3
3(-1)+1

3(j—-1)+2
3(7—-1)+3
3(ng—1)+2

3ng

(%

wy

ij Cij Cig gi i G

Usporedba izraza (244) s izrazima (239) i (240) pokazuje da je
B = A"

Matricu B nazivamo kinematickom matricom.

6.1.4. Geometrija linearne algebre

3(i—1) +1
3(i—1) +2

3(i—1)+3

3G -1 +1

3(j—1)+2

3(7-1)+3

3(ng—1)+2

3 ng

ds

(245)

(246)

Neka su V™ i W™ vektorski prostori dimenzija n i m i neka je £ linearni operator
koji prostor ™ preslikava u prostor W™ £ : Y™ — W™ Prostor V" podrucje je de-

finicije, dok je prostor W™ podrucje vrijednosti operatora £. Prostori ™ i W™ mogu
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se podudarati (ako je m = n) ili jedan moze biti potprostor drugoga (m 2 n). Skup
{1—5 =L0e W Ve ’V”} slika je operatora £; slika se moze podudarati s prostorom
vrijednosti, a moze biti i njegov potprostor.

Odaberu li se u prostorima %" i W™ baze, koodinatni su zapisi vektora v € V"
i We W™ jednostupcane matrice v = [v; vy - v, [T € R i w = [wy wy -+ wy,]T € R™
koje su takoder vektori (vektorskih prostora R™ i R™). Operator £ pak prikazuje se
matricom L koja ima m redaka i n stupaca, L € R™*".

Ako su £y, £y,..., £, € R™ stupci matrice L i ako je v € R"™ koordinatni zapis
vektora ¥ u podrucju definicije 9™ onda je

U1

U2
Lv = [El 462 En] . = ’Ulel + U2£2 + -0+ vnén e R™. (247)

Un,

Posebno, ako je U = €;, gdje je €; i-ti vektor baze prostora 9" s koordinatnim zapisom

e =[ei1 €ia - €in]’ ukojem su

1 zai=7,
Cij = . .
K 0 zai #J,

bit ¢ée

Prema tome, i-ti je stupac matrice L koordinatni zapis vektora Z u podrucju vrijedno-
stT W™ u koji se preslikava i-ti vektor baze podrucja definicije.

Y

prikaz je operatora 2 : 2 — W? koji bazne vektore €; i &, podruéja definicije, u koor-
dinatnim zapisima

Primjerice, matrica

Vektori d; i ds linearno su nezavisni: ne postoji broj « takav da je ds = ad;. Prema
tome, vektori a; i dp razapinju dvodimenzionalni prostor— slika je operatora 2l cijelo
njegovo podruéje vrijednostt W2
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Prema (247) je

U1
Av = [a1 ag][U] = via; + VA
2

za bilo koji vektor ¥ u podrucju definicije 9’2 operatora 2A; posebno je

SRS RHEY

Operator 9B : 2 — W? prikazan matricom

o[

— —
vektore €; 1 €y preslikava u vektore by 1 by sa koordinatnim zapisima

[l

Kako je by = 3/4 31, vektori by i by linearno su zavisni. Prema (247) je, kao 1 prije,

U1
Bv = [bl bg][ ] = ’U1b1 + Ugbg,
%)
ali je sada
U1 b1 + vy bQ = b1 + vy (3/4 bl) = (Ul + 3/4 Ug) b1
ili
viby + vaby = vy (4/3b2) + vaby = (4/301 +U2) by;
posebno,

I | Y o S CERt] A R

Slika je operatora 8, prema tome, jednodimenzionalni potprostor dvodimenzionalnoga
prostora W? srazapet« ili vektorom El ili vektorom 32 (ili bilo kojim s njima kolinearnim
vektorom b = ﬁgl s BeR).

U geometrijskoj je interpretaciji dvodimenzionalni prostor 4’2 ravnina'% pa su po-
drucja definicija operatora 2 i B ravnine. Geometrijski, i njihova su podruc¢ja vrije-
dnostt W? ravnine, ali slika je operatora 2 cijela ravnina (slika 101.a.), dok je slika
operatora B pravac u ravnini koji prolazi ishodistem (slika 101.b.).

Vektorski (pot)prostor koji razapinju stupci matrice, osnosno vektori kojima su ti
stupci koordinatni zapisi, naziva se prostorom stupaca matrice ili, neovisno o odabranim

14 Vektor mozemo smatrati vektorom polozaja (radijvektorom) tocke u kojoj je njegov vrsak (pa i
poistovjetiti ga s tom tockom) smjestimo li pocetne tocke svih vektora u jednu tocku, ishodiste.

153



Y Y
a1 + a2
€1 T €2
a.
g T x
ay
v, v
] €1 + €2
b. ‘
’ m \ x
])]
b1 + 52

Slika 101.

bazama prostora definicije i prostora vrijednosti, prostorom stupaca operatora; taj prostor
moze biti cijeli prostor vrijednosti, kao u slucaju operatora 2l i njegove matrice A, ili neki
njegov potprostor, kao u slucaju operatora 8 i matrice B. Prostor stupaca operatora i
njegova slika isti su (pot)prostor.

Jednu bazu prostora stupaca tvore linearno nezavisni stupci matrice operatora. Tako
su stupci a; i ag, odnosno njima prikazani vektori d@; i ds, jedna baza prostora stupaca
matrice A/operatora 2, dok za bazu prostora stupaca matrice B/operatora B mozemo
uzeti ili stupac by /vektor b1 ili stupac by /vektor bg

Kako je podruéja definicije 92 operatora B ravnina, a njegova slika pravac u rav-
nini W?2 mozemo reéi da taj operator ravninu steze u pravac, §to zna¢i da se u jednu
tocku slike preslikava bezbroj tocaka podrucja definicije. Moze se postaviti pitanje koje
tocke ravnine operator preslikava u razlicite tocke pravca, a koje u iste.

Prostorom redaka matrice/operatora naziva se vektorski (pot)prostor koji razapinju
redci matrice, shvaceni kao koordinatni zapisi vektora prostora definicije u odabranoj
bazi. Prostor je redaka ili cijeli prostor definicije operatora prikazanoga matricom ili neki
potprostor toga prostora.

Buduéi da su vektori

W[

linearno zavisni, prostor je redaka matrice B/operatora 8 jednodimenzionalan, s bazom

l=x2

(Y]
|

[
SCIINN
S

|
|

l=2

by
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koja sadrzi samo, recimo, vektor b,; geometrijski je to, znamo, pravac kroz ishodiste.
Vektori

’ 3, 12/95 . 1, 16/95 . 7, 28 /95
= Sp = R . .= b =
25" | 9/95 2571 | 12/95 25" | 21/95

tri su razlic¢ita vektora u tom prostoru. Kako su i

oo [2] o[ e[

medusobno razli¢iti, mozemo zakljuciti da operator B razlicite vektore prostora redaka

preslikava u razli¢ite vektore prostora stupacal®

Vektor k = [—3 4]T okomit'® je na vektor b:

-3
b,-k =14 3 = 0.
il
Ako su

Ao - 3. [ R
Vi = Vi opR =g VT Ve T s T g P Ve T Ve T s T

bit ¢ée

B—3—B B—4—B’B—7—B'
V4—_3—V17 V5—_4—V2 1 V6—_7—V3,

pribrojimo li, dakle, vektoru iz prostora redaka vektor £k, & € R, operator B ¢e dobiveni
vektor preslikati u isti vektor u koji je preslikao vektor iz prostora redaka. To znaci da
vektor £k pri preslikavanju iscezava:

o[l Lo - [

Potprostor prostora definicije, okomit na prostor redaka, naziva se nulprostorom ili
jezgrom operatora/matrice.

Jezgra operatora B jednodimenzionalni je prostor kojemu je baza vektor k. Ponovno
je to, geometrijski, pravac kroz ishodiste (slika 102. lijevo: p.r.— prostor redaka, j.— jez-
gra). Pomaknemo li se iz tocke prostora redaka u smjeru jezgre, tocka u koju dodemo
preslikat ¢e se u tocku u koju se preslikala tocka iz koje smo krenuli. Ako je jezgra
viSedimenzionalna, pomacima po pravcima usporednima s jezgrom ne mijenja se tocka u
koje se odredisne tocke preslikavaju.

15 (Odsada éemo, kao u ovom odlomku, poistovieéivati vektore T i v te vektorske prostore ¥™ i R”, pa
i operator £ i matricu L, iako komponente vektora v € R" koji je koordinatni zapis vektora ¥, ovise
o izboru baze u prostoru %", a komponente matrice L, prikaza operatora £, o izborima baza prostora
definicije i vrijednost1— promjenom baza mijenjaju se komponente, no uzet ¢éemo da su baze odabrane
i utvrdene »jednom zésvagdax.

16 Prisjetite se: ako su vektori b # 0 i k # 0 medusobno okomiti, onda je b-k = 0; i obratno, ako za

vektore b # 0 i k # 0 vrijedi b -k = 0, onda su ti vektori medusobno okomiti.
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Slika 102.

Baza prostora redaka i baza jezgre nemaju, dakako, zajednickih elemenata (osim
bezdimenzionalnoga ishodista, nulvektora [0 0]T), a zajedno razapinju prostor definicije
operatora; drugim rijeCima, zbroj je dimenzija prostora redaka i jezgre jednak dimenziji
prostora definicije. (Jezgra je ortogonalni komplement prostora redaka!”.) Za operator 98
je1+1=2.

Operator 2 nema jezgre —nulvektor [0 0] jedini je vektor koji taj operator presli-
kava u nulvektor. Prostor redaka operatora 2 poklapa se s njegovim prostorom definicije,
ravninom, pa je 2+ 0 = 2.

Na slici 102. desno prikazane su geometrijske interpretacije prostora stupaca (p.s.) i,
okomito na njega, lijeve jezgre (l.j.) operatora B. Lijeva je jezgra potprostor prostora
vrijednost1 operatora, okomit na prostor stupaca, a njezina baza zajedno s bazom prostora
stupaca razapinje prostor vrijednosti, pa je zbroj dimenzija prostora stupaca i lijeve jezgre
jednak dimenziji prostora vrijednosti. (Lijeva je jezgra ortogonalni komplement prostora
stupaca.) Za operator B je 1 + 1 = 2, dok je za operator 2 2+ 0 = 2.

Budu¢i da je slika nekog operatora njegov prostor stupaca, tocke izvan toga pro-
stora tim su operatorom nedohvatne; pomacima iz tocaka prostora stupaca po pravcima
usporednima s lijevom jezgrom snajbrze« ulazimo u to »zabranjeno« podrucje.

Operator B : W? — ¥? prikazan matricom

preslikava vektore e; i e; u vektore

S

Geometrijska je interpretacija prikazana na slici 103.a.

17 Ortogonalni komplement potprostora @™ prostora 9™ potprostor je U™ koji sadrzi sve vektore
prostora ™ koji su okomiti na sve vektore potprostora U.
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P1

751 + €2

Slika 103.

Za bazu prostora stupaca mozemo uzeti vektor p,, a za bazu prostora redaka vek-
tor p, = [4 —4]T. Vektor [3 3]* okomit je na vektor p,, a vektor [-3 4]T na vektor p;.
Prostori redaka i stupaca operatora 8 i P8 zamijenili su uloge: prostor redaka opera-
tora B postao je prostorom stupaca opeatora 33, dok je prostor stupaca operatora B
postao prostorom redaka operatora J3; isto su tako uloge zamijenile i jezgra i lijeva jezgra
tih operatora (slika 103.b.; usporedite je sa slikom 102.!).

Prostori definicije i vrijednostt operatora ne moraju imati jednake dimenzije. Neka su
operatori € : ¥? —» W' i ® : ! - W? u odabranim bazama prikazani matricama

4
C=1[4 3] i D:[]'
3
Operator € preslikava vektore €1 i €; u vektore ¢; i ¢; sa zapisima
a=[4] i =][3],

a operator ® jedini bazni vektor € prostora 9! (sa zapisom e; = [1]) preslikava u
vektor [4 3]

Jednodimenzijski vektorski prostori ! i W u geometrijskoj su interpretaciji pravci,
pa je prostor definicije operatora ® ravnina, a prostor vrijednostl pravac, koji je i nje-
gova slika (slika 104.a.), dok je prostor definicije operatora & pravac, prostor vrijednosti
ravnina, a slika pravac (u toj ravnini, dakako) (slika b.).
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751 +32
a. 4 i‘ Gt
71 x T
Yy
2d;
281 x x
Yy
p.r
IE
p.s
C.
D x x
Yy
p.s.
I.j.
d. P-r
T N x
Slika 104.

Operator €, kao i operator 8, ravninu »steze« u pravac, pa u prostoru definicije
postoje prostor redaka i jezgra (slika 104.c. lijevo). Izvan pravca koji je slika operatora €
sada, medutim, nema nicega, jer je i prostor vrijednosti samo pravac. Stoga se prostor
stupaca poklapa s prostorom vrijednosti, pa lijeva jezgra ne postoji (slika desno).

Slika je operatora ® pravac u ravnini. Izvan njega u toj ravnini postoje tocke kojima
tim operatorom ne mozemo pristupiti, pa u prostoru vrijednosti toga operatora, kao i u
prostoru vrijednosti operatora B, postoje i prostor stupaca i lijeva jezgra (slika 104.d.
desno). Kako se razlic¢ite tocke pravca koji je prostor definicije operatora © preslikavaju
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u razlicite tocke slike, prostor je redaka cijeli prostor definicije, te jezgra ne postoji (slika
lijevo).

Dimenzija prostora redaka operatora £ jednaka je broju linearno nezavisnih redaka
njegove matrice, a dimenzija prostora stupaca broju linearno nezavisnih stupaca. Buduéi
da operator razlicite vektore prostora redaka preslikava u razli¢ite vektore prostora stu-
paca, ta su dva prostora jednakih dimenzija, Sto znaci da je broj linerno nezavisnih redaka
matrice operatora jednak broju njezinih linearno nezavisnih stupaca. Taj se broj naziva
rangom matrice ili rangom operatora.

Ako je r rang operatora £ : V" — W™ onda je dimenzija njegove jezgre n —r, a
dimenzija lijeve jezgre m — r. U naSim su primjerima:

operator matrica n m r n—r m-—r
A A 2 2 2 0 0
B B 2 2 1 1 1
¢ Cc 2 1 1 1 0
Ky D 1 2 1 0 1

Bazne vektore potprostora operatora mozemo odrediti prevodenjem njegove matrice
u matricu u gornjem stepenicastom obliku.

Bazni stupci matrice linearno su nezavisni, pa mogu biti baza prostora stupaca. Pri-
mjerice, ravnoteznu matricu sistema prikazanoga na slici 99.b.,

-0,8 0,0 0,8 0,0 0,0
0,0 0,0 0,0 -0,8 0,8 |,
-06 -10 -06 -06 —06
preveli smo u matricu u gornjem stepenicastom obliku
1,0 0,0 —-1,0 0,0 0,0
0,0 1,0 1,2 0,6 0,6
0,0 0,0 0,0 10 -1,0

koja pokazuje da su bazni stupci ravnotezne matrice prvi, drugi i ¢etvrti. Lako je vidjeti
da su vektori

0,8 0.8 0,0
a; = 0,0 s dy = 0,0 i a = —0,8
0,6 0,6 0,6

linearno nezavisni: druga je komponenta vektora as razlicita od nule, pa taj vektor ne
moze biti linearnom kombinacijom ostalih dvaju kojima je druga komponenta nula; prve
su komponente vektora a; i a, razli¢itih predznaka, a trece istih, pa se vektor a; ne
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moze dobiti mnozenjem vektora a; nekim brojem. (U slozenijim je slu¢ajevima linearnu
nezavisnost baznih stupaca teze dokazati.)

Operacije s redcima matrice u Gauflovu eliminacijskom postupku mogu se geometrij-
ski interpretirati kao operacije kojima se tvore linearne kombinacije vektora: dijeljenje
vektora brojem i oduzimanje vektora pomnozenoga brojem od drugoga vektoru. Ako
u skupu vektora neki vektor zamijenimo linearnom kombinacijom vektora u kojoj i on
»sudjeluje<, (pot)prostor koji vektori toga skupa razapinju neée se promijeniti. To znaci
da redci izvorne matrice i redci matrice u koju je ta matrica prevedena Gauflovim eli-
minacijskim postupkom razapinju isti (pot)prostor. Od nulredaka razli¢iti redci matrice
nastale Gauflovim eliminacijskim postupkom linearno su nezavisni, pa mogu biti baza
prostora redaka. Primjerice, za ravnoteznu matricu sistema prikazanoga na slici 97.,

—2/3 0 2/3
/30 Ly 1,
—2/3 -1 23

matricu u gornjem stepenicastom obliku jest

1 0 -1
0 1 43,
0O 0 0

pa jednu bazu prostora redaka ¢ine vektori
a =[to -1

- T
a = [0 14/ 3] .
Ponovno je lako vidjeti da su ti vektori linearno nezavisni.

Vektori baze jezgre matrice M linearno su nezavisna rjesenja homogenoga sustava
jednadzbi Mk = 0. Odredujemo ih postupkom opisanim pri kraju odjeljka 6.1.2., na
stranicama 148 i 149: pri uvrstavanju unazad za nepoznanice uzimamo temeljne ne-
poznanice, jednoj slobodnoj nepoznanici dajemo vrijednost 1, a drugima vrijednost 0.
Dimenzija je jezgre jednaka broju slobodnih vektora. Bazu jezgre ravnotezne matrice
sistema sa slike 99.b. tvore vektori s3 i 5.

Vektore baze lijeve jezgre matrice M mozemo odrediti kao vektore baze jezgre ma-
trice M" rjesavanjem homogenoga sustava jednadzbi MTk = 0.1

6.1.5. Potprostori ravnotezne i kinematicke matrice

Vrijednosti Sy; ;1 = Sy sila u stapovima svrstali smo u odjeljku 6.1.1. u vektor s. Kako
sistem ima b §tapova, vektor s ima b komponenata, pa je element vektorskoga prostora R?,
s € R. U odjeljku 6.1.3. smo pak promjene duljina dy,jy = d, Stapova svrstali u vektor d;

18 Taj postupak, doduse, nije pretjerano uéinkovit, jer trazi prevodenje matrice MT u matricu u gornjem
stepenic¢astom obliku. Postoji i u¢inkovitiji algoritam, ali ga ovdje ne¢emo opisivati.
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i taj vektor ima b komponenata te pripada prostoru R% d € R’. Prostor R? nazvat
¢emo prostorom Stapova. (Fizicka se znacenja komponenata vektora s i d razlikuju, pa
s toga stajalista vektori pripadaju razlicitim prostorima, ali ako komponente tih vektora
shvatimo samo kao brojeve, onda mozemo govoriti o jednom prostoru.)

Slicno tome, skalarne smo komponente F; ,, F;, i F; ., vanjskih sila ]—i koje djeluju u
¢vorovima svrstali u vektor f e R3™ (odjeljak 6.1.1.), a skalarne komponente u;, v; i w;
pomaka 1; ¢vorova u vektor u € R3™ (odjeljak 6.1.3.). Prostor R*™ zvat ¢emo prostorom
cvorova.

Ako je sustav sila {FZ}:L takav da je vektor f u nekom potprostoru prostora ¢vorova,
uz malo ¢emo pjesnicke slobode reé¢i da je i sustav {Fl}ni u tom potprostoru. Isto ¢emo
— - YNt 7 . =1 . .

tako za sustav pomaka {ui}@':1 re¢i da je u nekom potprostoru ako je u njemu vektor u.
Rastavimo li vektor f (ili vektor u) u dvije komponente, od kojih je jedna u nekom
potprostoru prostora R3™, a druga u ortogonalnom komplementu toga potprostora, za
=2 ng . - Y N¢

sustav {Fi}i:1 (111 za sustav {ul}l:

tim potprostorima.

1) ¢emo takoder reci da je rastavljen u komponente u

Prema izrazu

As = —f ((238), str. 138)

ravnotezna je matrica A, tipa 3ng x b, linearni operator koji prostor stapova preslikava
u prostor évorova, A : R® — R3™ dok je kinematicka matrica B, tipa b x 3n;, prema

1zrazu
Bu = —d ((243), str. 151)

operator koji prostor évorova preslikava u prostor stapova, B : R3" — R®

Izraz (238) izrazava ravnotezu sila u Stapovima i vanjskih sila koje djeluju u évorovima.
Ravnotezna matrica A preslikava vrijednosti sila u stapovima u skalarne komponente
vanjskih sila, pa ¢e sistem zglobnih Stapova biti u ravnotezi samo ako sustav vanjskih sila
u ¢vorovima lezi u njezinoj slici koja se, znamo, podudara s njezinim prostorom stupaca.

Komponente stupaca ravnotezne matrice sistema prikazanoga na slikama 105.a. i b.
skalarne su komponente jedini¢nih vektora €, ;, j = 1,2, 3, na osima Stapova (to je sistem
sa slike 97. na stranici 143, bez sile u ¢voru). Osi su sva tri Stapa u jednoj ravnini, pa je
prostor stupaca ta ravnina. Tri vektora €, ; razapinju taj prostor, ali nisu njegova baza;
previse ih je. Baza ravninskoga vektorskog prostora sadrzi dva vektora; mozemo uzeti
bilo koja dva od ta tri vektora. Sile u stapovima mogu uravnoteziti sve vanjske sile koje
u ravnini ost Stapova djeluju na slobodni évor (kao §to je sila na slici 97.) 1 samo te sile.

Ako sustav vanjskih sila nije u prostoru stupaca, nego u lijevoj jezgri matrice, rav-
noteza nije mogucéa. Stovise, za nepostojanje je ravnoteze dovoljno da je komponenta
sustava vanjskih sila u lijevoj jezgri. Kako je lijeva jezgra ortogonalni komplement pro-
stora stupaca, u nasem je primjeru to pravac okomit na ravninu osi Stapova. Sila na
slici 105.d. i na slici 98.a. na stranici 145 u lijevoj je jezgri, pa je sile u Stapovima ne
mogu uravnoteziti. Rastavimo li silu na slici 98.b. u komponentu u prostoru stupaca
i komponentu u lijevoj jezgri, sile u stapovima uravnotezit ¢e prvu komponentu, ali ¢e
druga ostati neuravnotezena, pa ni za tu silu ravnoteza nije moguca.
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2,4

Slika 105.

Buduéi da je B = A', prostor stupaca matrice A prostor je redaka matrice B, a lijeva
je jezgra matrice A jezgra matrice B.

Jezgra matrice B sadrzi vektore u za koje je Bu = 0. To su oni sustavi pomaka slobod-
nih ¢vorova koji su moguci bez promjena duljina Stapova, tako da se Stapovi pomic¢u kao
kruta tijela. Sustave pomaka u jezgri kinematicke matrice zvat ¢emo sustavima pomaka
mehanizama. U nasem je primjeru to pomak slobodnoga ¢vora po pravcu okomitom na
ravninu ost Stapova (slika 105.c.). Takav pomak uzrokuje sila koja djeluje u lijevoj jezgri
matrice A (slike 105.d. 1 98.a.) ili sila kojoj je u toj jezgri jedna komponenta (slika 98.b.).

U prostoru redaka kinematicke matrice, ortogonalnom komplementu jezgre, sustavi
su pomaka ¢vorova koji nisu mogucéi bez promjena duljina Stapova. Prostor je redaka
matrice B i prostor stupaca matrice A, a u tom su prostoru sustavi vanjskih sile u
¢vorovima koje sile u Stapovima mogu uravnoteziti. Te uravnotezujuce sile uzrokuju
promjene duljina Stapova koje pak uzrokuju sustave pomaka ¢vorova koji su u prostoru
redaka matrice B.

Kinematicka matrica B prema izrazu (243) preslikava orijentirane duljine kompone-
nata pomaka ¢vorova u promjene duljina Stapova. Promjene duljina moraju biti takve
da se sistem zglobnih Stapova moze »sloziti« i od Stapova promijenjenih duljina, sa slo-
bodnim ¢vorovima u novim polozajima. U naSem je primjeru polozaj slobodnoga ¢vora
odreden dvama stapovima (iako u prostoru, sistem je u stvari ravninski). Ako treéi stap
nije odgovarajuce duljine, ne moze se »prikljuciti« u taj ¢vor. Promjene duljina Stapova
koje omoguéuju »slaganje« sistema nazivamo kompatibilnim promjenama duljina. Prostor
stupaca matrice B, njezina slika, kompatibilne su promjene duljine Stapova— samo se uz
takve promjene duljina ¢vorovi mogu pomaknuti u nove polozaje. Izvan slike, u lijevoj
jezgri, nekompatibilne su, »nemoguce« promjene duljina Stapova.
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Kompatibilne promjene duljina stapova uzrokovane su vrijednostima sila u Stapovima
koje uravnotezuju vanjske sile u ¢vorovima. U prostoru redaka matrice A (koji je prostor
stupaca matrice B) stoga su vrijednosti sila u stapovima koje su u ravnotezi sa sustavima
vanjskih sila iz prostora stupaca matrice A.

Od stapova nekompatibilnih promjena duljina, koje su u lijevoj jezgri matrice B, si-
stem se zglobnih Stapova ne moze »sklopiti«. Takve Stapove treba dodatno produljiti ili
skratiti. No, rastegnemo li ili stegnemo Stap, u njemu ¢e se pojaviti sila. Priklju¢imo
li sada Stap u ¢vor, sila ¢e se u njemu uravnoteziti sa silama prouzro¢enima u ostalim
prikljuéenim stapovima!® Slobodni évor na koji djeluju sile u priklju¢enim stapovima bit
¢e u ravnotezi iako na njega ne djeluje vanjska sila. U jezgri ravnotezne matrice A vrije-
dnosti su sila u stapovima koje su u ravnotezi bez vanjskih sila u slobodnim ¢vorovima:
As = 0. Reci ¢emo da su sile u Stapovima u unutarnjoj ravnotezi. Za jednostavan je si-
stem sa slike 105.a. sustav sila u Stapovima u unutarnjoj ravnotezi prikazan na slici 105.e.
(u sivim su stapovima sile vlacne, a u crnome je Stapu sila tlacna).

6.1.6. Klasifikacija sistema zglobnih Stapova

Ravnotezna matrica A ima 3ns redaka i b stupaca (odjeljak 6.1.1.), a kinematicka
matrica B = A" b redaka i 3n¢ stupaca (odjeljak 6.1.3.).

Dimenzije prostora redaka i stupaca matrice A jednake su; taj je broj njezin rang r.
Matrica B ima, dakako, isti rang. Dimenzija jezgre matrice A i lijeve jezgre matrice B
jest s = b —r, dok je dimenzija lijeve jezgre matrice A i jezgre matrice B m = 3n; —r
(odjeljak 6.1.4.).

Ako je broj nepoznatih vrijednosti sila jednak broju jednadzbi ravnoteze, b = 3ng, i
ako je rang matrice A jednak tome broju, r = 3n¢ = b, ne postoje ni lijeva jezgra ni jezgra
(m =01is =0): ne postoje sustavi vanjskih sila u ¢vorovima koje sile u Stapovima ne
mogu uravnoteziti, a ako vanjskih sila nema, neée biti ni sila u stapovima (sustav As =0
ima samo trivijalno rjesenje sy = 0). Sustav jednadzbi ravnoteze (238) ima stoga samo
jedno rjesenje za neki vektor f, sto znaci da su vrijednosti sila u Stapovima odredene
samo uvjetima ravnoteze. Vektor f pri tome moze biti bilo koji vektor prostora R3™:
drugim rijec¢ima, njegove komponente mogu biti skalarne komponente sila bilo kojega
sustava sila {f_fi}:il Nepostojanje lijeve jezgre matrice A ujedno je i nepostojanje jezgre
matrice B, pa sustav Bu = 0 ima samo trivijalno rjesenje, sto znaci da nisu mogudi
pomaci ¢vorova bez promjena duljina Stapova. Sistem je zglobnih stapova, prema tome,
geometrijski nepromjenjiv i staticki odreden. Sistem prikazan na slici 96. na stranici 140
jednostavan je primjer.

Ako je broj vrijednosti sila vec¢i od broja jednadzbi, b > 3ng, i ako je rang ravnotezne
matrice 3ng, sistem je zglobnih Stapova geometrijski nepromjenjiv, ali staticki neodreden.
Primjer je sistem prikazan na slici 99.b. na stranici 146. Budud¢i da joj je rang jednak

19 Stvarnost je slozenija: zbog pojave sila u njima, duljine ée se ostalih priklju¢nih §tapova promijeniti, pa
¢e se promijeniti i polozaj ¢vora, a to znaci da ¢e se morati promijeniti i duljina Stapa koji priklju¢ujemo,
a s time i sila u njemu.
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broju redaka, slika je matrice A cijeli prostor ¢vorova (lijeva jezgra ne postoji, m = 0), pa
je sustav jednadzbi ravnoteze rjesiv za sve vektore f. Ali, kako je broj vrijednost1 sila u
Stapovima veci od broja jednadzbi, matrica A prostor ve¢e dimenzije preslikava u prostor
manje dimenzije— postoji jezgra matrice A dimenzije s = b —r = b — 3ng. Ako je sg
neki vektor prostora redaka matrice A i ako su s, bazni vektori njezine jezgre, tada se svi
vektori

s = sy + Zxﬁb (249)
=1

s bilo kojim koeficijentima x, preslikavaju u isti vektor prostora ¢vorova, pa postoji oo®
rjeSenja sustava jednadzbi ravnoteze. Dimenzija jezgre s stupanj je staticke neodredenosti
sistema koji je jednak broju nezavisnih sustava sila u Stapovima u unutarnjoj ravnotezi.

Ako je broj vrijednost sila manji od broja jednadzbi, b < 3ng, iako je r = b, jezgra
matrice A ne postoji (s = 0), ali je njezina lijeva jezgra dimenzije m = 3ng — r = 3ng — b.
Postoje, dakle, vektori f za koje sustav jednadzbi ravnoteze nije rjesiv, odnosno sustavi
vanjskih sila u ¢vorovima koje sile u Stapovima ne mogu uravnoteziti. Linearno je ne-
zavisno m neuravnotezivih sustava vanjskih sila; i svaka je njihova linearna kombinacija,
naravno, neuravnoteziva, a neuravnotezivi su i sustavi sila kojima je takva linearna kombi-
nacija jedna komponenta (druga komponenta moze biti u prostoru stupaca i stoga sama za
sebe uravnoteziva). Kako je lijeva jezgra ravnotezne matrice jezgra kinematicke matrice,
istodobno postoji i m linearno nezavisnih sustava pomaka mehanizma. Sistem je zglobnih
Stapova, prema tome, geometrijski promjenjiv. Neuravnotezivi sustavi vanjskih sila uzro-
kuju linearne kombinacije nezavisnih sustava pomaka mehanizama (uravnoteziva kompo-
nenta uzrokuje pomake zbog promjena duljina Stapova). Za sustave vanjskih sila koji su u
prostoru stupaca matrice A sustavi jednadzbi ravnoteze imaju samo jedno rjesenje (pro-
stor redaka cijeli je prostor definicije— jezgra ne postoji), pa je sistem za uravnotezive
sustave vanjskih sila staticki odreden. Jednostavan je primjer (s uravnotezivom silom)
prikazan na slici 99.a. na stranici 146.

Preostaju jos matrice A koje imaju i jezgru i lijevu jezgru (s > 0 i m > 0). Moze
biti 3ng¢ % b, ali je r < min(3ng,b). Sistemi zglobnih stapova za koje ravnotezne matrice
imaju obje jezgre geometrijski su promjenjivi i staticki neodredeni. Primjer je sistem
sa slike 105.a. Za njegasu 3ng =b =3, r=2 m=3—-2=11is=3—-2=1.
Pomak mehanizma (u jezgri matrice B) i neuravnoteziva sila koja taj pomak uzrokuje (u
lijevoj jezgri matrice A) prikazani su na slikama d. i c., dok je sustav sila u stapovima u
unutarnjoj ravnotezi prikazan na slici e.

6.1.7. Metoda pomaka

Ravnotezna je matrica geometrijski nepromjenjivoga i staticki neodredenoga sistema
zglobnih Stapova pravokutna, tipa 3n¢ x b uz 3nf < b, a rang joj je 3ny.

Za nalazenje stvarnih vrijednosti sila u Stapovima takvoga sistema uvjeti ravnoteze
nisu dovoljni. Ako je sistem s puta staticki neodreden, postoji co® sustava vrijednost1
sila u Stapovima koje zadovoljavaju uvjete ravnoteze. Za izdvajanje jednoga, stvarnog
rjeSenja treba pored uvjeta ravnoteze primijeniti i kinematicke uvjete.
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Povezivanje kinematickih i ravnoteznih uvjeta ostvaruje se uvodenjem konstitucijskih
relacija koje za zglobne Stapove izrazavaju meduovisnost vrijednosti uzduznih sila u njima
i promjena njihovih duljina. Djeluje li u stapu uzduzna sila vrijednosti Sy; j;, promjena
je njegove duljine

dijy = 0fig} Stijys (250)
pri cemu je
i gy
R G p— L N (251)
’ EunAugy

koeficijent (uzduzne) popustljivosti. 1 obratno, za promjenu duljine Stapa za dy; ;; treba
u nj unijeti uzduznu silu vrijednosti

Stigy = Kigy digys (252)
pri cemu je
1 B 3 Aq g
kg = 5— = —5—= (253)
{i.4) {i.j)

koeficijent (uzduzne) krutosti. Te éemo koeficijente smjestiti u dijagonalnu matricu diag (k)
tako da koeficijent ky; j; Stapa brojcana oznaka kojega je x upisemo na glavnu dijagonalu
u sjeciste retka x i stupca k.

Izraze (252) za sve Stapove mozemo sada zapisati matriénom stenografijom:
s = diag(k) d. (254)
Uvrstimo li taj izraz u jednadzbu ravnoteze (238), dobit ¢emo
Adiag(k)d = —f,
a potom, uvrstavanjem izraza (243),
—Adiag(k) Bu = —f, odnosno Adiag(k)Bu = f,

te, uz (246), kona¢no

A diag(k) A'u = f. (255)
Matrica

K = Adiag(k) A" (256)
je matrica krutosti sistema (slika 106.), pa je (255) sustav jednadzbi ravnoteze

Ku = f (257)
uveden u metodi pomaka.

Neka su, jednostavnosti radi, koeficijenti uzduzne krutosti svih Stapova sistema sa
slike 99.b. kg6 = 10000,0, 7 = 1,...,5. Oblikovanje matrice krutosti za taj sistem
prikazano je na slici 107. na stranici 167. Sustav je jednadzbi metode pomaka

12800 0,0 0,0 Uy 100,0
0,0 12800 0,0 vy | = 50,0 |,
0,0 0,0 24400 Wy 0,0
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A diag(k) AT = K

Slika 106.
a njegovo je rjesenje
Uy 0,007 8125
vy | = | 0,003906 25
W4y 0,0

Prema izrazu (243), promjene su duljina stapova

dy [ 0.8 0,0 —0,6| 0,006 25
ds 0,0 00 —1,0 0,0078125 0,0
ds| = = 08 00 —0,6 || 000390625 | = | —0,00625 |,
dy 0,0 —08 —06 |00 0,003125
| d | | 00 08 —06 | —0,003125 |

pa su vrijednosti sila u Stapovima prema izrazu (254)

S, [ 10000,0 0,0 0,0 0,0 0,01 000625 ]
S, 0,0 10000,0 0,0 0,0 0,0 0,0
Sy | = 0,0 0,0 10000,0 0,0 0,0 | | —0,00625
Sy 0,0 0,0 0,0 10000,0 0,0 0,003 125
| S | i 0,0 0,0 0,0 0,0 10000,0 | [ —0,003125 |
[ 62,5 ]
0,0
= | —62,5
31,25
| —31,25 |

6.1.8. Metoda sila

Izraz (249) zapisat ¢emo u obliku
s = s) + Hx, (258)

gdje je ® matrica stupci koje su bazni vektori s, jezgre matrice A, a x je jednostupcana
matrica koji sadrzi koeficijente z,. Vektor sy uz to ne mora lezati u prostoru redaka, ali

166



007 ¥¢
00
00

00
008 T

00
90— 80
90— 80—
90— 00
0'T— 00
90— 00

00
00
008¢T

0°000 0T
00
00
00
00

00
0°000 0T
00
00
0°0

20T ®IS

00
00
0°000 0T
00
00

00
00
00
0°0000T
00

00
00
0°0
00
0°0000T |

90—
80
0°0

9'0—
80—
00

9'0—
00
80

0'T—
00
00

9'0—
00
80—

167



mora biti neko rjesenje sustava jednadzbi ravnoteze (238), tako da je Asy = —f. Tada
je 1 s rjeSenje toga sustava:

As = A(sp + &x) = Asy + ASx = Asy = —f;

treca jednakost slijedi iz ¢injenice da vektori & x leze u jezgri matrice A, pa je ASx = 0.

Da nademo vektor sy i matricu ® Gauflovim ¢emo eliminacijskim postupkom (s iz-
borom uporisnih komponenata po stupcima) matricu A prosirenu vektorom stupcem f,
[A|f], prevesti u matricu u gornjem stepenicastom obliku [A|f] (slika 108.).

EEEEEEEEE N
EEEEEEEEE N
EEEEEEEEE N —
EEEEEEEEE N
EEEEEEEEE N

Slika 108.

Uporisni stupci matrice A odgovaraju stapovima sistema ¢iji sklop daje staticki odre-
deni sistem koji smo nazvali osnovnim sistemom; ostali su Stapovi »prekobrojni«. Uz-
memo li da su vrijednosti sila u »prekobrojnim« stapovima jednake nuli, vrijednosti sila
u Stapovima odredenoga sistema (i, time, vektor sg) mozemo izracunati uvrstavanjem
unazad u sustav Agy = —f, gdje je ¢p vektor koji na mjestima Stapova odredenoga si-
stema sadrzi nepoznanice, a na mjestima »prekobrojnih« Stapova nule. Za nas jednostavni
sistem sa slike 99.b. prosirena ravnotezna matrica prevedene u gornji stepenicasti oblik
(na stranici 147) pokazuje da su uporidni prvi, drugi i éetvrti stupac ravnotezne matrice,
pa osnovni sistem sadrzi Stapove 0, 1 i 4. Na slici 109.a. prikazan je sistem nakon urav-
notezenja vanjske sile: »prekobrojni« su Stapovi, bez sila, gotovo nevidljivi, gotovo bijele
boje, a sivi i crni Stapovi Stapovi su osnovnoga sistema; u sivim su Stapovima vlacne sile,
a u crnome je tlacna sila. Komponente vektora s; izracunali smo na stranici 148.

Vektore s, odredit ¢emo uvrstavanjem unazad u sustave Ag, = 0, pri ¢emu su g,
vektori koji sadrze nepoznanice na mjestima stapova staticki odredenoga sistema, 1 na
mjestu ¢ i 0 na mjestima ostalih »prekobrojnih« stapova. Na slikama 109.b. i c. prikazan
je nas sistem nakon uravnotezenja jedini¢nih vla¢nih sila u »prekobrojnim« Stapovima 3
i 5. Komponente vektora s3 i §5 izracunali smo na stranicima 148 i 149.

Fizicki prihvatljivo rjeSenje mora pored uvjeta ravnoteze zadovoljiti i odredene kine-
maticke uvjete: vrijednosti sila u Stapovima moraju uzrokovati kompatibilne promjene
njihovih duljina. Uzajamna ovisnost vrijednosti uzduzne sile i promjene duljine Stapa
dana je konstitucijskom relacijom (250).

Koeficijente popustljivosti dy; j; definirane izrazom (251) smjestit ¢emo u dijagonalnu
matricu diag(8) na isti kao sto smo koeficijente krutosti ky; j, smjestili u matricu diag (k):
ako je k brojcana oznaka Stapa {1, j}, koeficijent dy; ;; bit ¢e dijagonalna komponenta d,
matrice diag(8). Iz 0y 5y = 1/kijy = k{??} neposredno slijedi diag(8) = [diag(k)] ™

Sazeti je matricni zapis izraza (250) za sve Stapove

d = diag(d) s, (259)

168



Slika 109.

a uvrstavanje izraza (258) daje
d = diag(8) (sp + Hx). (260)

Trazeni je vektor kompatibilnih promjena duljine okomit na prostor nekompatibilnih
promjena duljina, koji je lijeva jezgra kinematicke matrice B. Buduci da se lijeva jezgra
matrice B podudara s jezgrom matrice A, uvjet je okomitosti
$'d = 0. (261)
Uz (260) taj je uvjet
&' diag(8) (s + &x) = 0
ili
" diag(8) Hx = —&" diag(6) so. (262)
Matrica
D - " diag(s)® (263)
je matrica popustljivosti sistema (slika 110.), dok je vektor

dy = $" diag(8) s, (264)

vektor »promjena duljina« sprekobrojnih« Stapova izazvanih ravnoteznim silama u os-
novnom sistemu (slika 111.), pa je (262) sustav jednadzbi kompatibilnosti

Dx = —d,, (265)
poznat iz metode sila.
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s" diag(8) =) = D

Slika 110.

T diag(d) =

do

Slika 111.

U naSem su primjera matrica popustljivosti i vektor »promjena duljina«

70,0001 0,0 0,0 0,0 00 17 1.0 00]
0,0 0,0001 0,0 0,0 0,0 12 —12
1,0 —=1,2 1,0 0,0 0,0
0,0 0,0 0,0001 0,0 0,0 1,0 0,0
00 —1,2 0,0 1,0 1,0
0,0 0,0 0,0 0,0001 0,0 0,0 1,0
[ 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0001] [ 00 10|

0,000344 0,000 144
0,000 144 0,000 344

70,0001 0,0 0,0 0,0 00 [ 12507
0,0 0,0001 0,0 0,0 0,0 ~1125
1,0 =12 1,0 0,0 0,0
0,0 0,0 0,0001 0,0 0,0 0,0
00 —1.2 0,0 1,0 1,0
0,0 0,0 0,0 0,0001 0,0 62,5
0,0 0,0 0,0 0,0 0,0001 ] | 00]
0,026 00
~ 10,01975 "

te je sustav jednadzbi kompatibilnosti

0,000344 0,000144| | X3 0,026 00
0,000144  0,000344 | | X5 B 0,01975.
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Njegovo je rjesenje

)

—62,5
- |-31,25

|

pa su prema izrazu (258) vrijednosti sila u stapovima

S 125,0 | 1,0 00
S, ~112,5 ~12 -12
—62,5
Ss 0,0 | + 1,0 00
—31,25
Sy 62,5 0,0 1,0
| 54 | |00 | | 00 10
[ 1250 | 1.0 ] [ 0,0 [ 62,5 |
~112,5 ~1,2 ~1,2 0,0
0,0 | — 625 1,0 | — 31,25 0,0 —62,5
62,5 0,0 1,0 31,25
0,0 | |00 |10 | 31,25 |

6.2. Prednapete mreze uzadi

Like a flower bending in the breeze

Bend with me, sway with ease

When we dance, you have a way with me
Stay with me, sway with me

Norman Gimbel: Sway

Ogranicit ¢emo se na jednostavnu mrezu razapetu nad pravokutnim tlocrtom, s dvije
familije uzadi, konkavnom i konveksnom (slika 112.a.). Ako je broj kabela u jednoj fami-
liji @, a u drugoj ¢, kabeli ¢e se krizati na a - ¢ mjesta. Plostine su dodirnih ploha kabela
male, pa ¢emo uzeti da su krizista geometrijske tocke. Uz to, iako se zbog debljine kabela
naponske sile kabela velike u odnosu na njihovu tezinu, vlastitu ¢emo tezinu zanemariti,
pa su uz pretpostavku potpune savitljivosti kabela odsjecci njihovih osi izmedu krizista
biti odsjec¢ci pravaca. Proracunski je model mreze kabela stoga sistem zglobnih stapova s
nt = a-c slobodnih évorovai b = 2-a-c+a+c stapova®. Mreza prikazana na slici 112.a.
ima 4 -5 = 20 slobodnih ¢vorovai 2-4-54+4+ 5 =49 Stapova.

20 Gvaki kabel prve familije kriza se s ¢ kabela druge, pa je podijeljen u ¢ + 1 odsje¢ak; a kabela prve
familije sadrzi stoga a- (¢ + 1) odsjecak. Slicno tome ¢ kabela druge familije sadrzi ¢- (a + 1) odsjecak,
pa je ukupan broj odsjecaka

a-(c+1)+c-(a+1l) =a-c+a+ca+c=2-a-c+a+ec

171



Slika 112.

Najmanji je moguci broj stupnjeva slobode mreze kabela
Mpin = 3ng—b = 3-a-¢c— (2-a-c+a+c¢) =a-c—a— g

za mrezu sa slike 112.a. je My = 3-20 — 49 = 11. Taj je broj jednak razlici broja m
nezavisnih sustava pomaka mehanizama i broja s nezavisnih sustava sila u Stapovima u
unutarnjoj ravnotezi: mpy;, = m—s. Prevodenje ravnotezne matrice u matricu u gornjem
stepenicastom obliku pokazuje da postoji jedan sustav sila u Stapovima u unutarnjoj
ravnotezi (slika b.; razliciti tonovi boje odgovaraju razlicitim intenzitetima sila). Broj
je neovisnih sustava pomaka mehanizama stoga 12: m = mpy, + s = 11 + 1; dva su
prikazana na slikama c. i d. Tako se na tim slikama moze uociti stanovita pravilnost, ¢ini
se da je nije lako opisati. Pocet ¢emo stoga s jednostavnijim sistemom — ¢etverozglobnim
ravninskim mehanizmom (slika 113.).

Slika 113.
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Stap | moze se zaokretati oko svojega apsolutnog pola 1, a stap Il oko pola 3; pri tome
se tocka 1,2 giba po kruznici sa sredistem u tocki 1, a tocka 2,3 po kruznici sa sredistem
u tocki 3 (slika 113.a.). Stap Il se u odnosu na Stap | zaokreée oko tocke 1,2, koja je
njihov relativni pol, a u odnosu na stap lll oko relativnoga pola 2,3. Kako je cetvero-
zglobni mehanizam mehanizam s jednim stupnjem slobode, gibanje je svih njegovih tocaka
odredeno gibanjem jedne od njih: dovedemo li stap | u odabrani novi polozaj kojim je
odreden polozaj pola 1,2, novi je polozaj pola 2,3 u sjeciStu kruznica sa sredistima u
tockama 3 i 1,2. U okviru pak teorije »malih pomaka« tocke putuju po okomicama na
spojnice s polovima tijela kojima pripadaju (slika b.). Ako je odabran polozaj tocke 1,2,
polozaj tocke 2,3 mozemo odrediti primjenom kinematickoga teorema po kojem su duljine
projekcija pomaka dviju tocaka na njihovu spojnicu jednake. Za nasu je zadacu vazno
sljedece: ako se tocka 1,2 pomakne prema dolje (i ulijevo), toc¢ka 2,3 mora se pomaknuti
prema gore (i ulijevo).

Za »malu« mrezu s po dva kabela u svakoj familiji (slika 114.a.) mozemo reéi da je
sklop cetiri cetverozglobna mehanizma. U svakome je od njih vidljivo opisano ponasanje
(slika c. aksonometrijski prikaz; slike d. i b. tlocrt i nacrt). (Cetverozglobni mehanizmi
viSe nisu ravninski— ¢évorovi »izlaze« iz njihovih ravnina.)

Slika 114.

Ako jedna familija uzadi sadrzi a kabela, kabeli druge mreze lanci su od a + 1 Stapa,
odnosno mehanizmi s a + 2 zgloba koji imaju a — 1 stupanj slobode. Onemogué¢imo li sve
stupnjeve slobode osim jednoga, preostaje ¢etverozglobni mehanizam (slika 115.). Pricu
pomalo zaplice to Sto cetiri zgloba mehanizma ne moraju biti ¢etiri uzastopna zgloba u
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Slika 115.

lancu (kao na slikama a. i b.), nego se niz Stapova izmedu zglobova mehanizma moze
ponasati kao kruto tijelo (primjerice drugi i tre¢i Stap u mehanizmima na slici c.).

Komponente pomaka mehanizama komponente su vektora lijeve jezgre ravnotezne
matrice?! Vektori baze toga (pot)prostora, dobiveni postupkom opisanim u poglavlju Li-
nearnoalgebraska analiza. .., ne daju, kao sto primjeri na slikama 112.c. i d. pokazuju,
pretjerano »uredne« ni pregledne slike pomaka, ali se moze vidjeti da na kabelu kojemu se
neki ¢vor pomakne prema gore postoji i ¢vor koji ¢e se pomaknuti prema dolje — ¢vorovi
jednoga kabela uvijek se pomic¢u u parovima.

Umjesto takvih, smehanicki« dobivenih vektora za bazne vektore mozemo uzeti vek-
tore kojima su komponente pomaci cetiriju susjednih slobodnih ¢vorova koji tvore cetve-
rokut, »malu« mrezu koja je, s pomacima, prikazana na slici 114. O¢ito je da su takvi
sustavi pomaka ¢vorova razlicitih cetverokuta nezavisni. Kako na mrezi sa slike 112. ima
12 cetvorokuta, sada je jasno zasto je broj neovisnih sustava pomaka mehanizama te
mreze 12. Opcenitije, ako u familijama uzadi mreze ima a i ¢ kabela, broj je neovisnih
sustava pomaka mehanizama

m=(a—1)-(¢c—=1) =a-c—a—c+ 1.

21 Tspravnije bi bilo reéi da su komponente pomaka mehanizama komponente pomaka jezgre kinematicke
matrice. No, jezgra kinematicke matrice i lijeva jezgra ravnotezne matrice isti su potprostor prostora
cvorova.
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6.3. Stabiliziranje prednapinjanjem

Jos je iz Mehanike 1. poznato da je sistem prikazan na slici 116.a. trenutacni meha-
nizam, koji ne moze uravnoteziti sile okomite na os stapova (slika b.) ili sile koje imaju
takvu komponentu. No, ako se srednji ¢vor malo pomakne po pravcu djelovanja sile
(slika c.), ravnoteza ¢ée biti moguéa (slika d.): ' — 2S5, = 0.

Slika 116.

Duljina ¢e stapova nakon pomaka duljine w biti ¢ = /%2 + w? ili, nakon razvoja u
red i zadrzavanja prva dva ¢lana, priblizno

’LU2

0 =/ — 266
0+2€0 (266)

Primjerice, za ¢y = 10 duljine su Stapova za pomake duljina w

w 0= /B 1 w? 0=ty + /g,

1,0 10,049 875 621 10,05
0,1 10,000 499 987 5 10,000 5
0,01 10,000 004 999 998 75 10,000 005

Prva su dva c¢lana razvoja u red dovoljno dobra aproksimacija funkcije za izracunavanje
duljine. I, za male se pomake promjene duljina Stapova mogu zanemariti.

Vertikalna je komponenta sile u tapu potrebne za ravnotezu S, = £, /2.
2 -2 slijedi S, = ESh. Trokuti sa stanicama w, g, £ i Sy, Sy, S sli¢ni su.
Sn b 4y "
Za male duljine w je o ~ ¢, pajei S, ~ S, tako da mozemo pisati S, = A S.
0

Vrijednost S sile u Stapu zbroj je vrijednosti Sy sile prednapinjanja Stapa i vrijednosti
Ao = AFEe sile koja se u njemu razvija zbog promjene njegove duljine (A i E su plostina
poprecnoga presjeka i modul elasti¢nosti stapa), pa je

(So + Ao) = — Sy + — ABe.
% %

G _Vg_w

lo lo

Silu vrijednost koje je
Sg = SoW/y, (267)
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nazvat ¢emo geometrijskom silom, dok je S, = AE<W/g, vrijednost sile koju ¢emo zvati
elasticnom. Za S, mozemo dalje pisati

w Al w {— Yy w
.= AFe— = AF—— = AFE —.
R b ly &l
Uvrstimo li za ¢ desnu stranu izraza (266), dobivamo
2
(o5
.= AE — 0
> Wk
i, nakon sredivanja,
S = ABY 268
e — Q_E;é ( )

Vrijednost S, geometrijske sile linearna je funkcija varijable w, dok je vrijednost S.
elasti¢ne sile monom trecega stupnja te varijable. Za pomake malih duljina w graf funk-
cije S, raste mnogo brze od grafa funkcije S, (slika 117.a.), pa graf zbroja tih funkcija
prianja uz graf funkcije S, (slika b.). Mozemo stoga uzeti da se pri pomaku vrijednost S,
nije promijenila i da ostaje jednakom vrijednosti S, geometrijske sile. Drugim rijecima,
mozemo uzeti da vanjsku silu uravnotezuju sile prednapinjanja nakon vrlo malih, zane-
marivih pomaka.

Slika 117.

Kao sistem sa slike 116.a., i sistem prikazan na slici 118.a. jednostavan je model kabela.
Zadrzat ¢emo se u ravnini; poopcenje je u prostor trivijalno.

Za ravninski je sistem najmanji moguci broj stupnjeva slobode my, = 2n — b, pa
je za nas sistem mpyy, = 2-2—-3 = 1.

Njegova je ravnotezna matrica

-1 1 0
0 0 0
A =
0 —1 1
0 0 0
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Slika 118.

(brojke uz sive strelice na slici 118.a. oznacavaju redoslijed jednadzbi ravnoteze i pripa-
dajuéih matriénih redaka). Prijevod u matricu u gornjem stepenic¢astom obliku,

1 —1 0

. 0 1 -1

A = )
0 0 0
0 0 0

pokazuje da je jezgra ravnotezne matrice jednodimenzionalna (treéi stupac nije bazni) i
da joj je lijeva jezgra dvodimenzionalna (dva su retka nulredci), Sto znaci da postoji jedan
sustav sila u unutarnjoj ravnotezi i da postoje dva neovisna sustava pomaka mehanizama
(m—s=2—-1=1=mpuyn).

Buduéi da su prva dva stupca matrice A bazna, dvodimenzionalni prostor stupaca
matrice A razapinju njezina prva dva stupca, vektori

—1 1

0 _ 0

a; = 0 1 Ay = 1
0 0

Od nule su razli¢ite prva te prva i treca komponenta tih vektora, pa sistem (koji nije
prednapet), kao $to jos iz pradavnih vreména Mehanike 1. znate, moze uravnoteziti samo

177



one vanjske sile koje djeluju na osi njegovih stapova (sive strelice s oznakama 11 3 na
slici 118.a.).

Vektor baze jezgre matrice A izracunat ¢emo tako da pretpostavimo da je S3 =1
(kako treéi stupac matrice A nije bazni, treéi je Stap »prekobrojan<) i uvrStavanjem
unazad u sustav

1 —1

0 1 (1) 51 8
B ol

1 0

0

u kojem su nepoznanice Sy i Sy. Cetvrta su i tre¢a jednadzba trivijalne (0 = 0), druga,
S, —1=0, daje So =1, aprva, S; — S5, =0, potom S; = 1, pa je jedini vektor baze
jezgre s; = [1 1 1]T. Prema tome, sustav sila u kojem su inteziteti sila u sva tri stapa
jednake u unutarnjoj je ravnotezi. Ako su vlacne, te sile mogu biti sile prednapinjanja.

Bazni su vektori lijeve jezgre matrice A

o O = O
_ o O O

Druga su komponenta prvoga i ¢etvrta komponenta drugoga razlicite od nule, $to znaci da
sistem (koji nije prednapet) ne moze uravnoteziti sile koje djeluju okomito na os njegovih
Stapova (sive strelice s oznakama 2 1 4 na slici 118.a.).

Lijeva je jezgra ravnotezne matrice jezgra kinematicke matrice, a komponente vektora
baze jezgre kinematicke matrice komponente su pomaka mehanizama (slike 118.b. i c.).
Nakon tih pomaka sistem moze uravnoteziti sustave vanjskih sila komponente kojih su
proporcionalne komponentama vektora

0 0

p _ 1

g1 = 0 1 9o = 0
-1 2

(slike d. i e.).

Svi stupci matrice A, prva dva stupca koje su vektori baze prostora stupaca matrice A,
dok su joj treci i cetvrti stupac vektori g; i g,,

-1 1 0 0



vektori su baze njezinoga prostora stupaca, kao Sto pokazuje matrica u gornjem ste-
penicastom obliku u koju je mozemo prevesti:

1 -1 0 0

Ao |0 1 0 0
0 0 1 —1p
0 0 0 1

Matrica A, prema tome, nema lijeve jezgre, Sto znac¢i da sistem sa slike 118.a. moze,
ako je prednapet, uravnoteziti sve vanjske sile. Prednapinjanje, prema tome, stabilizira
sistem. Kazemo i da prednapinjanje sistem ukrucuge.

Prednapinjanjem se mogu stabilizirati samo trenutacni mehanizmi, to jest mehanizmi
u kojima su moguéi samo neizmjerno mali pomaci (takvi se mehanizmi stoga nazivaju i
infinitezimalnima). Ti su sistemi ujedno staticki neodredeni —sile prednapinjanja sustav
su sila u unutarnjoj ravnotezi.

Mreze uzadi takvi su sistemi, pa ih prednapon stabilizira. U prednapetim mrezama
uzadi svi su stapovi sistema, dakako, vlaéni. Stovise, prednaponske vlaéne sile moraju
biti dovoljno velike da se ni pod kakvim optere¢enjem u nekom Stapu ne pojavi tlacna
sila (pa i stroze, da vla¢na sila ni u jednom Stapu ne is¢ezne).

Zadamo li vrijednosti prednaponskih sila u uzadi, u sustavu jednadzbi ravnoteze (237)
u odjeljku 6.1.1. nepoznanice ¢e biti koordinate ¢vorova—oblik je prednapete mreze
odreden uvjetima ravnoteze, te se u vecini slucajeva ne moze zadati po volji; oblikovanje
mreze trazenje je sustava sila u stapovima sistema koje su u (unutarnjoj) ravnotezi. No,
ako su u jednadzbama ravnoteze nepoznanice koordinate ¢vorova, jednadzbe su neline-
arne —nepoznanice su i u nazivnicima razlomaka, k tome jos kvadrirane i korjenovane:

i = 07

2sse e Tl = T 5P

Z Y5 — Yi —0
je: 20 V(g =2+ (yy — v + (5 — ) ’

Z Z]' Zi . O
I/ Fors e s s B

Dva su postupka nalazenja oblika prednapetih mreza uzadi, Newton—Raphsonov postu-
pak i (visekoracna) metoda gustoca sila, obradena u poglavlju 5., Prednapete gipke kon-
strukcije od wZadi kao wvod u geometrijsku nelinearnost, skripata Gradevna statika 2.

Predavanja, dostupnih na adresi http://master.grad.hr/nastava/gs/gs2/gs2.pdf.
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6.4. Prednapeti vlacno—tlacni sistemi zglobnih stapova

[T]he 206 bones that constitute our skeleton are pulled up against
the force of gravity and stabilized in a vertical form by the pull of
tensile muscles, tendons and ligaments (similar to the cables in Snel-
son’s sculptures). In other words, in the complex tensegrity struc-
ture inside every one of us, bones are the compression struts, and
muscles, tendons and ligaments are the tension-bearing members.

Donald E. Ingber: The Architecture of Life

Sistemi o kojima ¢e biti rijeci o ovome odjeljku obi¢no se u literaturi (ne samo onoj
na engleskom jeziku) nazivaju tensegrity. Rije¢ tensegrity nastala je kracenjem i povezi-
vanjem rijec1 sklopa tensile integrity: tens(ile int)egrity — tensegrity.

Ti se sistemi obi¢no definiraju kao sklopovi nepovezanih tla¢nih elemenata u pove-
zanoj mrezi vlacnih elemenata: naziv je patenta Kennetha Snelsona Continuous tension,
discontinuous compression structures [US Patent 3,169,611, 1960] (slika 119.a.: stra-
nica iz patenta), a Buckminster Fuller slikovito govori o »otocima tlaka u moru vlaka«
(»compression elements become small islands in a sea of tension«) [ Tensile—integrity struc-
tures. US Patent 3,063,521, 1962] (slika b.: stranica iz patenta).

Feb. 16, 1965 K. D. SNELSON 3,169,611 Nov. 13, 1962 R. B. FULLER 3,063,521
CONTINUOUS TENSION, DISCONTINUOUS COMPRESSION STRUCTURES TENSILE-INTEGRITY STRUCTURES

Filed March 14, 1960 9 Sheets-Sheet © Filed Aug. 31, 1959 13 Sheets-Sheet 7

INVENTOR.
R. BUCKMINSTER- FULLER
INVENTO!

KE::IETH nsus?.san 7y il
5.22 ‘ b.23
Slika 119.

22 Preuzeto sa stranice https://patents.google.com/patent/US3169611.
23 Preuzeto sa stranice https://patents.google.com/patent/US3063521.
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Iako kabeli neprekinuto »teku« preko tocaka u kojima se krizaju s drugim kabelima
i u kojima su spojeni s krajevima tlacnih Stapova, odsjecci se kabela izmedu takvih
dviju tocaka modeliraju kao zglobni Stapovi, a vlastita se tezina kabela i tlacnih Stapova
zanemaruje.

Neobicno je obiljezje prednapetih vlacno-tlacnih sistema to da se najceSée u njihovu
oblikovanju i proracunu uzima da ne sadrze podlogu, tako da skupovi sustava pomaka me-
hanizama ukljucuju Sest neovisnih pomaka krutoga tijela, iako bez prednapona ti sistemi
nisu kruta tijela.

U prednapetim mrezama kabela svi su Stapovi vla¢ni. U prednapetim vlaé¢no—tlaé¢nim
sistemima Stapovi se dijele u vlacne i tlacne. Vlacne ¢emo stapove zvati kabelima (iako
je rije¢ o odsjeccima kabela), a tlaéne razuporama. Kabeli mogu preuzeti samo vlaéne
sile, a razupore samo tlacne.

Neka je pocetna duljina kabela ili razupore £5. Ako ¢vor ¢ kabela lezi u tocki p;, a
¢vor j u tocki p;, 1 ako je udaljenost tocaka p; i p; manja od £y, sila u kabelu is¢ezava. Isto
tako, ako je ¢vor i razupore u tocki p;, a ¢vor j u tocki p;, i ako je udaljenost tih tocaka
veca od {y, sila u razupori iS¢ezava. Pod djelovanjem vla¢nih sila kabeli ¢e se produljiti
(slika 120.a., staticka idealizacija; uzet ¢emo da je odnos vrijednosti sile i promjene duljine
linearan), dok ¢e se pod djelovanjem tlac¢nih sila razupore skratiti (slika b.), pa je

za kabele S >0 akoje [p; —p;| =l & S =0 akoje [p, — p,|l < lo,

za Stapove S < 0 akoje [p; —p;| < b & S =0 akoje |p; — p;| > 4o

4 14 L

staticka idealizacija

a. —— matematicka idealizacija b.
Slika, 120.

Uzmemo li da su im krutosti neizmjerne, kabeli ne mogu postati dulji, a razupore
krace (slika 120., matematicka idealizacija), pa je

za kabele S >0 akoje [p; —p;| =l & S =0 akoje |p, — p;|| < lo,
za Stapove S < 0 akoje [p; —p;| = b & S =0 akoje |p; — p;| > o;

pri duljini ¢, kabeli mogu preuzeti bilo koju vla¢nu, a razupore bilo koju tla¢nu silu.
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6.4.1. Nalazenje oblika

Trozglobni je ravninski sistem, znamo, geometrijski nepromjenjiv i staticki odreden . . .
gotovo uvijek. U posebnom, singularnom slucaju u kojem su sva tri zgloba na pravcu
sistem je trenutacni mehanizam i, za sile koje moze uravnoteziti, staticki neodreden. U
prethodnom smo odjeljku pokazali da taj sistem prednapinjanjem mozemo ukrutiti.

Slika 121.

Najmanji je moguéi broj stupnjeva slobode pravilnoga uspravnog trostranog priz-
mati¢nog sistema prikazanoga na slici 121.a. muy;, = 3 -6 — 12 = 6. Linearnoalgebarska
analize njegove ravnotezne matrice pokazuje da jezgra te matrice ne postoji, pa je broj
neovisnih sustava pomaka mehanizama m = my;, = 6. Bududi da je sistem odvojen od
podloge, tih je Sest neovisnih sustava pomaka Sest neovisnih pomaka krutoga tijela, pa
mozemo reéi da je sistem »iznutra« geometrijski nepromjenjiv. »Unutarnja«< geometrijska
nepromjenjivost sistema sa statickoga gledista znac¢i da sile u njegovim Stapovima mogu
uravnoteziti bilo koji staticki neutralan sustav vanjskih sila?!. Kako jezgra ravnotezne
matrice ne postoji, ne postoje sustavi sila u Stapovima u unutarnjoj ravnotezi, pa je
sistem i staticki odreden — vrijednosti sila u Stapovima koje uravnotezuju uravnotezive
vanjske sile mogu se odrediti rjeSavanjem sustava jednadzbi ravnoteze.

Kao $to postoji singularna konfiguracija trozglobnoga sistema koja je trenutacni stati-
¢ki neodredeni mehanizam, tako postoji i sistem zglobnih stapova s topologijom jednakom
topologiji trostranoga prizmati¢nog sistema koji je trenutacni staticki neodredeni meha-
nizam. Taj singularni sistem nije prizmatican, iako je uspravan i, u stanovitom smislu,
pravilan, a nastaje zaokretanjem gornje osnovice prizme oko osi koja prolazi sredistima
donje i gornje osnovice za jedan posve odredeni kut (slika 122.a. aksonometrijski prikaz,
b. tlocrt); zaokrene li se gornja osnovica za bilo koji drugi kut, sistem ostaje iznutra
geometrijski nepromjenjivim i staticki odredenim. Staticka neodredenost singularnoga

24 SQustav je vanjskih sila staticki neutralan ako njihov zbroj iScezava i ako iS¢ezava zbroj njihovih

momenata odnosu na bilo koju to¢ku. (Ako na sistem djeluje sustav sila koji nije staticki neutralan,
uzrokovat ¢ée neku od linearnih kombinacija neovisnih pomaka krutoga tijela.)
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sistema znac¢i da postoji sustav sila u Stapovima u unutarnjoj ravnotezi koji bi mogao
biti sustav prednaponskih sila koje ¢e stabilizirati trenutacni mehanizam. Rijec je, prema
tome, o dva zadatka: prvome, pronaci singularni sistem i, drugome, utvrditi stabiliziraju
li ga sile prednapinjanja. Ogranicit ¢emo se na prvi zadatak, ali ¢emo ga prije toga malo
poopciti.

Slika 122.

Najmanji je moguéi broj stupnjeva slobode pravilnoga uspravnog ¢everostranog priz-
mati¢nog sistema sa slike 121.b. my;, = 3-8 — 16 = 8. Ni njegova ravnotezna matrica
nema jezgre, pa je m = mpy;, = 8, tako da uz Sest neovisnih pomaka krutoga tijela
postoje dva neovisna »unutarnja« sustava pomaka mehanizama— cetverostrani je priz-
maticni sistem i iznutra geometrijski promjenjiv. Singularni sistem koji nastaje zaokre-
tanjem gornje osnovice imat ¢e i tre¢i neovisni unutarnji sustav pomaka mehanizama.
Sustav sila u unutarnjoj ravnotezi trebao bi istodobno stabilizirati sva tri neovisna unu-
tarnja mehanizma. Jednostavan je ravninski analogon toga problema ¢etverozglobni si-
stem (slika 113.) koji je mehanizam s jednim stupnjem slobode. Singularna konfiguracija
u kojoj su sva cetiri zgloba na pravcu (slika 118.a.) trenutaéni je mehanizam s dva stup-
nja slobode i jednim sustavom sila u unutarnjoj ravnotezi koje kao sile prednapinjanja
stabiliziraju oba neovisna mehanizma.

U stranicama gornje i donje osnovice singularnoga sistema koji nastaje zaokretanjem
gornje osnovice pravilnoga uspravnog prizmati¢nog sistema sile sustava sila u unutar-
njoj ravnotezi bit ¢e vlacne; vlacne ¢e biti i sile u Stapovima koji su bili boc¢ni bridovi
pobocki prizmati¢noga sistema, dok ¢e u Stapovima koji su bili dijagonale pobocki sile
biti tla¢ne?® Prema tome, u singularnom sistemu prikazanom na slici 122. crni stapovi
mogu biti kabeli, a sivi Stapovi razupore. lako takvi singularni sistema nemaju oblik
prizmi (>pobocke« su vitoperi Cetverokuti), zbog zamisljenoga nacina nastanka zaokre-
tanjem gornje osnovice ipak ¢emo ih nazivati prizmaticnim tensegrityjima. Broj vrhova
osnovice prizme oznacit ¢emo s v, pa ¢e sistem biti v-strani prizmaticni tensegrity. Dodat
¢emo jos jedno poopéenje:

25 Promijenimo li predznake svim silama, dobiveni ée sustav sila takoder biti u ravnotezi, ali ée samo
za opisani sustav sila postojati »otoci tlaka u moru vlaka«.
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Svaki je ¢vor donje osnovice prizmaticnih sistema na slici 121. spojen s dva susjedna
¢vora gornje osnovice, crnim Stapom koji je vertikalni brid pobocke i sivim Stapom koji
je njezina dijagonala. U poopcenju sivi Stap ne mora biti dijagonala pobocke, nego moze
biti spojen s nekim drugim ¢vorom gornje osnovice. Broj ¢vorova (poveéan za jedan)
izmedu ¢vorova gornje osnovice koji su spojeni s jednim ¢vorom donje, pri obilazenje u
smislu suprotnom od smisla vrtnje kazaljke na satu (gledano odozgo), oznacit ¢emo s j.
Primjerice, za oba je sistema na slici 121. 7 = 1, dok je za sisteme na slici 123. j = 2.

Slika 123.

Zaokrenemo li gornju osnovicu za kut 9 (slika 124.a.), évor j ¢e iz tocke s koordinatama
(r, 0, h) pre¢i u tocku p; = (r cost, rsintd, h), a ¢vor k iz tocke s koordinatama
(T cos 2T [y, 1 sin 277/, h) u tocku p, = (r cos (27Tj/v + 19), r sin (27Tj/v + 19), h).

Pretpostavit ¢emo da je kut ¢ takav da se sistem pretvorio u trenutacni mehanizam
u kojem moze postojati sustav sila u stapovima u unutarnjoj ravnotezi. Sistem je rota-
cijski simetrican, pa ¢e vrijednosti sila u istovrsnim Stapovima biti medusobno jednake:
u Stapovima donje osnovice, u Stapovima gornje osnovice, u kosim bo¢nim bridovima
»>pobocki«, u dijagonalama.

U jednadzbama ravnoteze projekcija sila koje djeluju na ¢vor ¢ na osi y i z pojavljuju
se samo sile u stapovima {i,j} 1 {¢,k} [zasto?]:

Ciigy Ciik) (269)
Zjé{, = Sy + " Spuy = 0
i.j} {i.k}
Uvedemo li gustoce sila gy, = S{-,‘}/g{.7.}, jednadzbe prelaze u
Qigy (Y5 — ¥i) + gk (yr — i) = 0, (270)

Qigy (25 — 2i) + @iy (2 —2) = 0

184



Sii—1y + Spiyit1y

Slika 124.

i, po uvrstavanju koordinata tocaka p, = (r, 0, O), P; i Py,

9
Qijy 7 SInY + gy rosin (ﬂ + 19) = 0,
v (271)
Q{i,j} h + (]{@k} h = 0.
Iz druge je jednadzbe qg; ;1 = —qqixy, pa prva prva prelazi u
i
Qi y T [Sinﬁ — €in (ﬂ + 19)] = 0.
v
Slijedi
9
siny — sin <19—|— ﬂ) = 0.
v
Rjesenje je te jednadzbe
Ly
Ve ——= 272
w(3-2). (272
pa su, primjerice,
v J 9 slike
3 1 /6 = 30° 122.a.1b.
4 1 /4 = 45° 125.a. 1 b.
6 1 /3 = 60° 125.c. i d.
6 2 T/6 = 30° 125.¢. i f.

Bududi da je qqjy = —qqiy, sile u stapovima {4, j} i {7, k} suprotnih su predznaka.
Uzmemo li da je sila u stapu {i, j} vlacna, a sila u stapu {i, k} tlacna, sile u stapovi-
ma {i,i — 1} i {i,7 + 1} bit ée vlaéne: vrijednosti su sila u ta dva Stapa jednake, pa je
rezultanta tih sila na simetrali kuta koji zatvaraju os1 stapova, u nasem slucaju na osi z;
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Slika 125.
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da bi ¢vor ¢ bio u ravnotezi, os x i osi stapova {i, j} i {i, k} moraju biti u jednoj ravnini,
a odnos je sila u toj ravnini skiciran na slici 124.b. Prema tome, crni Stapovi u sistemima
na slikama 122. i 125. mogu biti kabeli, a sivi razupore.

6.4.2. Metoda gustoca sila

Linearizirani sustav jednadzbi ravnoteze izrazen s pomocu gustoca sila,

D gy (75— i) = 0,

JEN;

D @iy (W —vi) = 0, (273)
JeN;

ZQ{ZJ}<’Z]_Z’L) = 07 ?;:17"'7nf7

JeN;

raspao se u tri neovisna sustava s nepoznanicama x;, y; i z;. Koeficijenti su uz nepoznanice
s istim indeksom i u ta tri sustava jednake, pa ¢e, napiSsemo li ih u matri¢nom obliku,
sustavi imati jednake matrice sustava:

OQx =0,
Qy =0, (274)
Nz =0.
Komponente su matrice gustoca sila £
2ken: Qi) za 1= J,
qij = — i jy za 1 # j ako su ¢vorovi i 1 j povezani, (275)
0 za 1 # j ako ¢vorovi ¢ i J nisu povezani.

Lako je vidjeti da je zbroj komponenata u svakom retku matrice £ jednak nuli (dijago-
nalna je komponenta jednaka zbroju ostalih s promijenjenim predznacima), Sto znaci da
su njezini stupci linearno zavisni i da joj je jezgra barem jednodimenzionalna. (Kako je
matrica simetri¢na, nuli je jednak i zbroj komponenata u svakom njezinom stupcu.)

Prednapeta mreza uzadi ima lezajne ¢vorove. Za te se ¢vorove ne sastavljaju jed-
nadzbe ravnoteze, pa u matrici £ mreze uzadi nema odgovarajuc¢ih redaka. Poznate
koordinate lezajnih ¢vorova, pomnozene gusto¢ama sila u njih prikljuc¢enih stapova, pre-
laze na desne strane jednadzbi, pa matrica £Q nema ni odgovarajucih stupaca. Zbrojevi
koeficijenata u recima stoga nisu jednaki nuli. Uz to, gustoce su sila svih Stapova mreze
uzadi pozitivne, pa je matrica £ mreze uzadi pozitivno definitna i, time, regularna, te su-
stav jednadzbi, koji nije homogen (koordinate lezajnih ¢vorova), ima netrivijalno rjesenje,
i to samo jedno?¢

26 Primjena metode gustoée sila u nalazenju oblika prednapetih mreza uzadi obradena je u odjeljku 5.10.
skripata Gradevna statika 2. Predavanja (http://master.grad.hr/nastava/gs/gs2/gs2.pdf).
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Sustavi su jednadzbi (274) homogeni. Rjesenja homogenih sustava jednadzbi u jezgri
su njihovih matrica. Rekli smo veé¢ da je jezgra matrice £ tensegrityja barem jedno-
dimenzionalna. Jedan je od vektora jezgre vektor sve komponente kojega su jedinice,
ji=[111...1 1]% No, za suvislo rjesenje jednodimenzionalna jezgra nije dovoljna.

Odaberemo li za kabele i razupore trostranoga prizmaticnog tensegrityja topologija
kojega je (ali ne i konfiguracija), s oznakama ¢vorova, kabela i razupora, prikazana na
slici 126. »slucajne« gustoce sila (za kabele pozitivne, za razupore negativne), vrlo je
vjerojatno da ¢e matrica £ imati jednodimenzionalnu jezgru.

Slika 126.

Primjerice, za
q, =[1 23456789 —-10 —11 -—12]%,

matrica je gustoca sila
T -1 -3 =7 10 0
-1 0 =2 0 =8 11

9,

I zaista, njezina je jezgra jednodimenzionalna, s baznim vektorom
juioo=1[1 1111 1%
Sustavi (274) imaju oo’ rjesenja, vektor j; ; pomnozen nekim, bilo kojim realnim brojem:
x1 = aji1 = la a a a a a],
y, = bjri =1[b b bbb b,

zy = ¢j1yp =[c cccc c]*.
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Svi ¢vorovi »tensegrityja«< padaju u jednu tocku:
P =P, =Ps = Py = Ps = Ps = (a, b, ¢);
to, doduse, moze biti bilo koja tocka prostora (svaku koordinatu moZzemo odabrati na oo’

nacina, pa mogucih tocaka ima oo?).

Kao drugi pokusaj, potaknuti simetrijom sistema, odabrat ¢emo jednake, ali jos uvijek
»slucajne«, gustoce sila u svim kabelima gornje i donje osnovice te u bocnim kabelima i

razuporama:
@ =1 11111333 -3 -3 -3

Matrica je gustoca sila sada

£

3 -3 0 -1 2 -1
0 3 -3 -1 -1 2

jezgra joj je dvodimenzionalna, s baznim vektorima

joa =[1 1 10 0 0],
joo = [0 00 1 1 1]%

(Lako je vidjeti da je i vektor j;; =[1 1 1 1 1 1|7 ujezgri: ji1 = joi1 + joo.)
Rjesenja sustava (274) linearne su kombinacije baznih vektora:

R . T
Xg = ai1j21 + G2i22 = a1 a1 a1 ay ax as],

Yo = bida1 + bajoo = [b1 by by by by b2]T,

. . T.
Zy = Cijo1 + e = a1 a1 a o o

svaki sustav ima 0o? rjesenja. Ni ovaj »tensegrity< nije pretjerano zanimljiv: tri su njegova
¢vora pala u jednu, a tri u drugu tocku:

P = P2 = P3 = ((11, b1, Cl)’
Pi = Ps = P = (a2, b, c2);

te se dvije tocke mogu i poklopiti (a; = ay itd.). U prostoru ima oc® parova tocaka.

Treéi pokusaj, uz malo varanja (pogled na rjesenje u prethodnom odjeljku, ali ipak
ne u cijelosti prepisano):

g; = [2 1 1 1 11 3 V3 V3 =3 —v3 —v3|~
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Matrica gustoca sila

3 -2 —1 —=4/3 V3 0
-2 3 -1 0 —+/3 V3
-1 -1 2 V3 0 —+/3
D3 =
—/3 0 V3 2 -1 -1
V3 =43 0 -1 2 -1
I 0 V3 =3 -1 -1 2 |

ima trodimenzionalnu jezgru s baznim vektorima
jsp =1 110 0 0],
js2 = [V3 v3 021 0],
jas = [-V3 —v3 0 -1 0 1]
[Dokazite da je vektor j;; u jezgri!] Rjesenja su sustava (274)
X3 = ai1j31 + a2j32 + azjsz

= [a1+a2\/§fa3\/§ CL1+CL2\/§*CL3\/§ ai (12'2*&3 as ag]T,

y; = biis1 + bajsa + b3jsgs

= [bl—f-bg\/g—bg\/g bl—f—bg\/g—bg\/g by b2'2—bg ba bg]T,

Z3 = C1)31 + C2)32 + C3)33

= [Cl+02\/§_03\/§ cl+02\/§—c3\/§ cpL Cy-2—c3 Co 03]T.

[Koliko svaki sustav ima rjeSenja?] Tocke u kojima su évorovi 3, 5 i 6 mozemo odabrati
po volji:
P;s = (al, by, 01)7

P; = ((12, ba, 02)7
Ps = ((13, bs, 03)7

dok su tocke u kojima su ostali ¢vorovi njihove linearne kombinacije:
Pi = P3 + \/§P5 - \/§P67
P, = Py + V3p; — V3pg,
P, = 2P5 — Pe-

Tri tocke odreduju ravninu. Njihove linearne kombinacije leze u toj ravnini. Dobiveni je
tensegrity, prema tome, ravninski sistem (a uz to su jos i p; i p, ista tocka).
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Cetvrti pokusaj, ponovno uz malo varanja (pogled na rjesenje u prethodnom odjeljku,
sada u cijelosti prepisano):

g =[1 1 1 11 1+3 V3 V3 =3 -3 —v3|~.

Matrica

—V/3 V3 0 |

—1 2 0 -3 V3

~1 —1 V3 0 —3
2
—1
-1

-1
—1

2

—/3 0 V3
0

V3

I

9
4 1 -1

2 -1
-1 2

V3 —4/3
0 V3 -

ima cetverodimenzionalnu jezgru bazni vektori koje su

jar = [1 110 0 0],

243 V3 T
jugo = |— — 0 1 0 0
]4,2 ] 3 3 :| ;

[ V33 T
N 1
)43 BE 3 0 O O] ,

— 2 T
Jaa = ——\f __;/3 0 0 O 1] ,

pa su rjesenja sustava (274)

X4y = Q1)41 + A2)42 + A3)43 + A4)44

V3 V3243 '

a1+a2?+a3?—a4 3

Y. = b1j4,1 + b2j4,2 + b3j4,3 + b4j4,4 = ...,

Zy = C1)41 + C2)42 T C3)43 + Cadaa = ...

[Dokazite da je vektor j;; u jezgri! Koliko svaki sustav ima rjesenja? Napisite kompo-
nente rjesenja y, i z4!] Po volji mozemo odabrati tocke u kojima su ¢vorovi 3, 4, 5 1 6:

p; = (a1, by, 1),
Py = ( )
ps = (as, bs, c3),

( )

Ps =



tocke u kojima su ¢vorovi 1 i 2 njihove su linearne kombinacije:

24/3 V3 V3
Py = P3+TP4—?P5_?P67

V3 V3 2V3
3 Pat P T o Pe

— py +
p2 p3 3

Odaberemo li ¢etiri tocke koje nisu u jednoj ravnini, dobiveni ¢e tensegrity biti prostorni
sistem.

Primjerice, ako su

Ps = (07 17 0)7

p4 = (_1/27 _\/5/27 2)7

Ps = (17 07 2)7

p6 = <_1/27 \/5/27 2)7
preostale su dvije tocke

pl = ( \/5/27 _1/27 )7

Py = <\/§/27 _1/2’ 0)7

to je tensegrity poznat sa slike 122.

No, za razliku od postupka nalazenja oblika prikazanoga u prethodnom odjeljku,
mogucénosti time nisu iscrpljene. Ako su

p; = (1,0, 0),

p. = (0,0,0/5).

ps = (\/5/2, L/2, 6/5).
(0,1, 6/5),

Ps =

bit e
pl = ( /2a \/3/27 O)a
p, = (0,0, 0);

tensegrity je prikazan na slikama 127.a. (aksonometrijski prikaz) i b. (tlocrt).

Ako su pak

ps = (—l/2, =V3/2, 3)2),
py = (—V3/2, —L/2, 0),
ps = (V3/2, —1/2,0),

ps = (0,1, 0),
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Slika 127.
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onda su

(slike 127.c. i d.). Samo je prvi

P =

(2, —V3, 3/2),

p, = (1/2, 3V3/2, 3/2)

sredistima osnovica).

I tako dalje. ..

tensegrity osnosimetrican (u odnosu na os koja prolazi

Za prostorni (trodimenzionalni) tensegrity jezgra matrice £Q mora biti ¢etverodimen-
zionalna. U oblikovanju tensegrityja najtezi je zadatak nalazenje raspodjele gustoca sila

za koju ¢e matrica £ zadovoljiti taj uvjet.

Jos jedan primjer. Za gustoce sila

g; =1 11333333 -3 -3 -3]'

dobit ¢emo matricu

Qs

Bazni su vektori njezine jezgre

sy =
)52 =
)53 =

)54 =

pa su rjeSenja sustava (274)

X5

Ys
Z5

Ako su

a1)s51 + Q2952 + azisz + Aads4

[a1 + 2ay — a3 — ay4

a, + as + a3 — 2ay ai a2 as

biisg + bajs2 + b3is3 + bajsa = ...,

C1)s,1 + Cajso + C3)53 + Csiaa = ...

P3

Py

Ps

Ps



bit ¢ée

p, = (—V3/2, —1/2, 0),
p, = (V3/2. ~1/2,0)

(slike 127.e. 1 f.).
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