
Gradevna statika 2.

Rješavanje sustava

linearnih jednadžbi

(Gaußov eliminacijski postupak)



X1 X2 X3



X1 X2 |X3|



δ1,0

δ2,0

δ3,0



1

δ2,1 δ3,1δ1,1

1

δ1,2 δ3,2
δ2,2

1

δ1,3
δ2,3 δ3,3



δ1,1 X1 ` δ1,2 X2 ` δ1,3 X3 “ ´δ1,0

δ2,1 X1 ` δ2,2 X2 ` δ2,3 X3 “ ´δ2,0

δ3,1 X1 ` δ3,2 X2 ` δ3,3 X3 “ ´δ3,0

δ1,1 X1 ` δ1,2 X2 ` δ1,3 X3 “ ´δ1,0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˆ
1

δ1,1

δ2,1 X1 ` δ2,2 X2 ` δ2,3 X3 “ ´δ2,0

δ3,1 X1 ` δ3,2 X2 ` δ3,3 X3 “ ´δ3,0



X1 `
δ1,2

δ1,1
X2 `

δ1,3

δ1,1
X3 “ ´

δ1,0

δ1,1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˆ δ2,1

δ2,1 X1 ` δ2,2 X2 ` δ2,3 X3 “ ´δ2,0

δ3,1 X1 ` δ3,2 X2 ` δ3,3 X3 “ ´δ3,0

p´q

X1 `
δ1,2

δ1,1
X2 `

δ1,3

δ1,1
X3 “ ´

δ1,0

δ1,1
ˆ

δ2,2 ´ δ2,1
δ1,2

δ1,1

˙

X2 `

ˆ

δ2,3 ´ δ2,1
δ1,3

δ1,1

˙

X3 “ ´δ2,0 ` δ2,1
δ1,0

δ1,1

δ3,1 X1 ` δ3,2 X2 ` δ3,3 X3 “ ´δ3,0



X1 `
δ1,2

δ1,1
X2 `

δ1,3

δ1,1
X3 “ ´

δ1,0

δ1,1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˆ δ3,1

δ2,1 X1 ` δ2,2 X2 ` δ2,3 X3 “ ´δ2,0

δ3,1 X1 ` δ3,2 X2 ` δ3,3 X3 “ ´δ3,0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p´q
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

X1 `
δ1,2

δ1,1
X2 `

δ1,3

δ1,1
X3 “ ´

δ1,0

δ1,1
ˆ

δ2,2 ´ δ2,1
δ1,2

δ1,1

˙

X2 `

ˆ

δ2,3 ´ δ2,1
δ1,3

δ1,1

˙

X3 “ ´δ2,0 ` δ2,1
δ1,0

δ1,1
ˆ

δ3,2 ´ δ3,1
δ1,2

δ1,1

˙

X2 `

ˆ

δ3,3 ´ δ3,1
δ1,3

δ1,1

˙

X3 “ ´δ3,0 ` δ3,1
δ1,0

δ1,1



X1 ` δ̃1,2 X2 ` δ̃1,3 X3 “ ´δ̃1,0

δ̃2,2 X2 ` δ̃2,3 X3 “ ´δ̃2,0

δ̃3,2 X2 ` δ̃3,3 X3 “ ´δ̃3,0

X1 ` δ̃1,2 X2 ` δ̃1,3 X3 “ ´δ̃1,0

δ̃2,2 X2 ` δ̃2,3 X3 “ ´δ̃2,0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˆ
1

δ̃2,2

δ̃3,2 X2 ` δ̃3,3 X3 “ ´δ̃3,0



X1 ` δ̃1,2 X2 ` δ̃1,3 X3 “ ´δ̃1,0

X2 `
δ̃2,3

δ̃2,2
X3 “ ´

δ̃2,0

δ̃2,2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˆ δ̃3,2

δ̃3,2 X2 ` δ̃3,3 X3 “ ´δ̃3,0

p´q

X1 ` δ̃1,2 X2 ` δ̃1,3 X3 “ ´δ̃1,0

X2 `
δ̃2,3

δ̃2,2
X3 “ ´

δ̃2,0

δ̃2,2
˜

δ̃3,3 ´ δ̃3,2
δ̃2,3

δ̃2,2

¸

X3 “ ´δ̃3,0 ` δ̃3,2
δ̃2,0

δ̃2,2



X1 ` δ̃1,2 X2 ` δ̃1,3 X3 “ ´δ̃1,0

X2 `
˜̃
δ2,3 X3 “ ´

˜̃
δ2,0

˜̃
δ3,3 X3 “ ´

˜̃
δ3,0

X1 ` δ̃1,2 X2 ` δ̃1,3 X3 “ ´δ̃1,0

X2 `
˜̃
δ2,3 X3 “ ´

˜̃
δ2,0

˜̃
δ3,3 X3 “ ´

˜̃
δ3,0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˆ
1

˜̃
δ3,3



X1 ` δ̃1,2 X2 ` δ̃1,3 X3 “ ´δ̃1,0

X2 `
˜̃
δ2,3 X3 “ ´

˜̃
δ2,0

X3 “ ´

˜̃
δ3,0
˜̃
δ3,3

X2 “ ´
˜̃
δ2,0 ´

˜̃
δ2,3 X3 “ ´

˜̃
δ2,0 ´

˜̃
δ2,3

˜

´

˜̃
δ3,0
˜̃
δ3,3

¸

X1 “ ´δ̃1,0 ´ δ̃1,2 X2 ´ δ̃1,3 X3

“ ´δ̃1,0 ´ δ̃1,2

˜

´
˜̃
δ2,0 `

˜̃
δ2,3

˜̃
δ3,0
˜̃
δ3,3

¸

´ δ̃1,3

˜

´

˜̃
δ3,0
˜̃
δ3,3

¸



X̃1 1

1∣∣X̃1

∣∣
δ̃3,2δ̃2,2

rX1 δ1,1 ` δ1,2 “ 0

rX1 “ ´
δ1,2

δ1,1

rX1 δ2,1 ` δ2,2 “ ´
δ1,2

δ1,1
δ2,1 ` δ2,2

rX1 δ3,1 ` δ3,2 “ ´
δ1,2

δ1,1
δ3,1 ` δ3,2



rX1 δ2,1 ` δ2,2 “ ´
δ1,2

δ1,1
δ2,1 ` δ2,2 “ δ2,2 ´ δ2,1

δ1,2

δ1,1
“ δ̃2,2

rX1 δ3,1 ` δ3,2 “ ´
δ1,2

δ1,1
δ3,1 ` δ3,2 “ δ3,2 ´ δ3,1

δ1,2

δ1,1
“ δ̃3,2

ˆ

δ2,2 ´ δ2,1
δ1,2

δ1,1

˙

X2 `

ˆ

δ2,3 ´ δ2,1
δ1,3

δ1,1

˙

X3 “ ´δ2,0 ` δ2,1
δ1,0

δ1,1

ˆ

δ3,2 ´ δ3,1
δ1,2

δ1,1

˙

X2 `

ˆ

δ3,3 ´ δ3,1
δ1,3

δ1,1

˙

X3 “ ´δ3,0 ` δ3,1
δ1,0

δ1,1



X̃1 1

1∣∣X̃1

∣∣
δ̃3,2δ̃2,2

1

δ̃3,2δ̃2,2



X̃1 1

1∣∣X̃1

∣∣

δ̃3,2δ̃2,2

rX1 δ1,1 ` δ1,3 “ 0

rX1 “ ´
δ1,3

δ1,1

rX1 δ2,1 ` δ2,3 “ ´
δ1,3

δ1,1
δ2,1 ` δ2,3 “ δ2,3 ´ δ2,1

δ1,3

δ1,1
“ δ̃2,3

rX1 δ3,1 ` δ3,3 “ ´
δ1,3

δ1,1
δ3,1 ` δ3,3 “ δ3,3 ´ δ3,1

δ1,3

δ1,1
“ δ̃3,3



rX1 δ2,1 ` δ2,3 “ ´
δ1,3

δ1,1
δ2,1 ` δ2,3 “ δ2,3 ´ δ2,1

δ1,3

δ1,1
“ δ̃2,3

rX1 δ3,1 ` δ3,3 “ ´
δ1,3

δ1,1
δ3,1 ` δ3,3 “ δ3,3 ´ δ3,1

δ1,3

δ1,1
“ δ̃3,3

ˆ

δ2,2 ´ δ2,1
δ1,2

δ1,1

˙

X2 `

ˆ

δ2,3 ´ δ2,1
δ1,3

δ1,1

˙

X3 “ ´δ2,0 ` δ2,1
δ1,0

δ1,1

ˆ

δ3,2 ´ δ3,1
δ1,2

δ1,1

˙

X2 `

ˆ

δ3,3 ´ δ3,1
δ1,3

δ1,1

˙

X3 “ ´δ3,0 ` δ3,1
δ1,0

δ1,1



X̃1 1

1∣∣X̃1

∣∣

δ̃3,3δ̃2,3

1

δ̃3,3δ̃2,3



X̃1

X̃1

rX1 δ1,1 ` δ1,0 “ 0

rX1 “ ´
δ1,0

δ1,1

rX1 δ2,1 ` δ2,0 “ ´
δ1,0

δ1,1
δ2,1 ` δ2,0 “ δ2,0 ´ δ2,1

δ1,0

δ1,1
“ δ̃2,0

rX1 δ3,1 ` δ3,0 “ ´
δ1,0

δ1,1
δ3,1 ` δ3,0 “ δ3,0 ´ δ3,1

δ1,0

δ1,1
“ δ̃3,0



rX1 δ2,1 ` δ2,0 “ ´
δ1,0

δ1,1
δ2,1 ` δ2,0 “ δ2,0 ´ δ2,1

δ1,0

δ1,1
“ δ̃2,0

rX1 δ3,1 ` δ3,0 “ ´
δ1,0

δ1,1
δ3,1 ` δ3,0 “ δ3,0 ´ δ3,1

δ1,0

δ1,1
“ δ̃3,0

ˆ

δ2,2 ´ δ2,1
δ1,2

δ1,1

˙

X2 `

ˆ

δ2,3 ´ δ2,1
δ1,3

δ1,1

˙

X3 “ ´δ2,0 ` δ2,1
δ1,0

δ1,1

ˆ

δ3,2 ´ δ3,1
δ1,2

δ1,1

˙

X2 `

ˆ

δ3,3 ´ δ3,1
δ1,3

δ1,1

˙

X3 “ ´δ3,0 ` δ3,1
δ1,0

δ1,1



X̃1

X̃1

δ̃2,0
δ̃3,0

δ̃2,0
δ̃3,0



˜̃
X2 1

1

∣∣ ˜̃X2

∣∣

δ̃3,3

r

rX2 δ2,2 ` δ2,3 “ 0

r

rX2 “ ´
δ2,3

δ2,2

r

rX2 δ3,2 ` δ3,3 “ ´
δ2,3

δ2,2
δ3,2 ` δ3,3 “ δ3,3 ´ δ3,2

δ2,3

δ2,2
“

˜̃
δ3,3

˜

δ̃3,3 ´ δ̃3,2
δ̃2,3

δ̃2,2

¸

X3 “ ´δ̃3,0 ` δ̃3,2
δ̃2,0

δ̃2,2



˜̃
X2 1

1

∣∣ ˜̃X2

∣∣

δ̃3,3

1

δ̃3,3



˜̃
X2

˜̃
X2

δ̃3,3

r

rX2 δ2,2 ` δ2,0 “ 0

r

rX2 “ ´
δ2,0

δ2,2

r

rX2 δ3,2 ` δ3,0 “ ´
δ2,0

δ2,2
δ3,2 ` δ3,0 “ δ3,0 ´ δ3,2

δ2,0

δ2,2
“

˜̃
δ3,0

˜

δ̃3,3 ´ δ̃3,2
δ̃2,3

δ̃2,2

¸

X3 “ ´δ̃3,0 ` δ̃3,2
δ̃2,0

δ̃2,2



˜̃
X2

˜̃
X2

δ̃3,3δ̃3,0

δ̃3,3δ̃3,0



1 2 3

k1,1ϕ1 ` k1,2ϕ2 ` k1,3w2 “ 0

k2,1ϕ1 ` k2,2ϕ2 ` k2,3w2 “ M

k3,1ϕ1 ` k3,2ϕ2 ` k3,3w2 “ F



1 2 3

»

—

—

–

k1,1 k1,2 k1,3

k2,1 k2,2 k2,3

k3,1 k3,2 k3,3

fi

ffi

ffi

fl

»

—

–

ϕ1

ϕ2

w2

fi

ffi

fl

“

»

—

–

0

M

F

fi

ffi

fl



1

»

—

—

–

k1,1 k1,2 k1,3

k2,1 k2,2 k2,3

k3,1 k3,2 k3,3

fi

ffi

ffi

fl

»

—

–

1

0

0
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1

»
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—
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k1,1 k1,2 k1,3

k2,1 k2,2 k2,3
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fl
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0

1
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“
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—

—
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fi
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ffi

fl

k1,3

k2,3

k3,3



k1,1ϕ1`k1,2ϕ2 ` k1,3w2 “ 0

rk2,2ϕ2 ` rk2,3w2 “ M

rk3,2ϕ2 ` rk3,3w2 “ F

»

—

—

–

k1,1 k1,2 k1,3

0 rk2,2 rk2,3

0 rk3,2 rk3,3

fi

ffi

ffi

fl

»
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ϕ1

ϕ2
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fi

ffi

fl

“

»

—

–

0

M

F

fi

ffi

fl



k1,1ϕ1`k1,2ϕ2 ` k1,3w2 “ 0

rk2,2ϕ2 ` rk2,3w2 “ M

rk3,2ϕ2 ` rk3,3w2 “ F

k1,1xxxxk1,1
»

–

rk2,2 rk2,3

rk3,2 rk3,3

fi

fl

«

ϕ2

w2

ff

“

«

M

F

ff



1 2 3

rk2,2ϕ2 ` rk2,3w2 “ M

rk3,2ϕ2 ` rk3,3w2 “ F



1

»

–

rk2,2 rk2,3

rk3,2 rk3,3

fi

fl

«

1

0

ff

“

»

–

rk2,2

rk3,2

fi

fl

k̃2,2

k̃3,2



1

»

–

rk2,2 rk2,3

rk3,2 rk3,3

fi

fl

«

0

1

ff

“

»

–

rk2,3

rk3,3

fi

fl

k̃2,3

k̃3,3



k1,1ϕ1 ` k1,2ϕ2`k1,3w2 “ 0

rk2,2ϕ2` rk2,3w2 “ M

r

rk3,3w2 “ F ´ κM

»

—

—

—

–

k1,1 k1,2 k1,3

0 rk2,2 rk2,3

0 0
r

rk3,3

fi

ffi

ffi

ffi

fl

»

—
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fi
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fl

“

»

—

–

0

M

F ´ κM

fi

ffi
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1 2 3

r

rk3,3w2 “ F ´ κM



1

r

rk3,3 ¨ 1 “
r

rk3,3

˜̃
k3,3




