Visekoracna metoda gustoca sila
Don Quijote i vjetrenjace

Nadite tocku u kojoj Don Quijote i Sancho Panza trebaju pristupiti obali rijeke da zbroj
duljina puta do rijeke i puta od rijeke do vjetrenjaca bude najmanji!
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[s omota albuma Windmill Tilter Kennyja Wheelera

U koordinatnom sustavu u kojem se obala rijeke poklapa s osi x koordinate su tocke u
kojoj su Don Quijote i Sancho Panza Q(zq,yg) = Q(0,3), dok su vjetrenjace u tocki s
koordinatama V(zv,yy) = V(7,4).
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Bududi da se obala rijeke poklapa s osi z, koordinate su trazene tocke (x,0), pa je nepo-
znanica samo .



,Graficko” je rjesenje gotovo trivijalno:
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Funkcija minimum koje trazimo zbroj je duljina putova do rijeke i od rijeke do vjetrenjaca:

L x - Lg(x) + ly(z) = \/(x—mQ)Q + yé + \/(m—xv)Z + yZ

= A\/2? + 3% + \/(a:—7)2+42 = \/1172—1—9 + \/(90—7)2 + 16.
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Funkcija poprima najmanju vrijednost u tocki u kojoj je njezina derivacija jednake nuli:

Z'(z) = 0,
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Problem nalazenja Don Quijoteova najkracega puta moze se neposredno prevesti u pro-
blem nalazenja minimalne mreze kabela, oblika mreze zadane topologije za koji je zbroj
duljina kabela manji od zbroja duljina u bilo kojem drugom obliku koji mreza moze po-
primiti. U minimalnoj su mrezi vrijednosti sila u svim odsje¢cima svih kabela jednake,
pa, oznacimo li sa S vrijednost sila u odsje¢cima zamisljenih kabela kojima smo zamijenili
odsjecke puta, uvjet minimuma (#) prelazi u

S—= — 18 v =
A/T2+9 A/ (x—T7)%+ 16

Kako su x/m it 7/ (-T2 +16 kosinusi kutova izmedu ost kabela i osi z,

tom je jednadZbom izrazen uvjet ravnoteze projekcija sila u kabelima na os x!

0.

Zaboravit ¢emo na trenutak da su duljine odsjecaka kabela ¢ i ¢y funkcije varijable x
i u pricu uvesti gustoce sila qg = S / lo iqy = S /¢y, te jednadzbu ravnoteze napisati u
obliku

w0r+ qv(r—T7) = 0.
Akosu gp =qv =1, iz
r+x—7=0
slijedi x = 3,5, pa su
lo = Va2 +9 = /352 +9 = 460977,
by = A/(x=T)2+16 = 4/(3,5-T7)2+16 = 531507,
L = lg + by = 460977 + 531507 = 9,924 84

i potom
Sg = qqlg = 1-4,60977 = 4,60977,
SV = quv = 1‘5,31507 = 5,31507.

Ocito S # Sy, §to znaci da dobivena mreza nije minimalna (odnosno, da dobiveni
put nije najkrac¢i). Do minimalne ¢emo mreze dodi iteracijskim postupkom.

1 Jednadzbu ravnoteze projekcija sila na os y neéemo napisati. Samo dvije sile pravci djelovanja kojih
se sijeku ionako ne mogu zadovoljiti obje jednadzbe ravnoteze.



Za trazenu vrijednost sila odabrat é¢emo S = 5, §to je ,negdje izmedu” vrijednostt Sg
i Sy, tako da se mozemo nadati da é¢e konvergencija prema S biti razmjerno brza. (Oéito
je da oblik mreze ne ovisi o odabranoj vrijednosti S (ako je S # 0).)

Za iteraciju prema trazenoj vrijednosti sila gustoce sila u koraku £ izracunavamo
prema izrazu

S
k k—1
pa ¢e biti
) 5 , @) 5
- 1. — 1,08465 - 1. — 0,940 721.
9 160977 P 531507
Sada iz

1,08465 2 4+ 0,940721 (z —7) = 0
slijedi z® = 3,25128 i potom

05 = 442380, Y = 548206 i
te
SS) = 1,08465-4,42389 = 4,79838 i

2@ = 990595

S = 0,940721-5,48205 = 5,15708.

U sljede¢em su koraku:

®3)

— 1,08465 - = 1,13023 i ) — 0,940721 - — 0,912067
e ’ 479837 by ’ 515708 ’
1,13023 = 4+ 0,912067 (z —7) = 0 - ¥ = 312613,
09 = 433274, 07 = 556838 i .2 = 990113,

SY = 489698 1 S = 507874

Nastavak iteracijskoga postupka (bez povedega broja preskocenih koraka) prikazan je

u tablici.

k 4 5 8 11 15 18
¢8| 115400 | 116616 |1,17696 | 1,17832 | 1,17850 | 1,17851
g™ 1 0,897927 | 0,890894 | 0,884 759 | 0,883993 | 0,883890 | 0,883 884
+® | 3,06321 |3,03164 |3,00396 |3,00049 |3,00003 | 3,00000
0 || 428757 | 4,26507 | 424544 | 4,24299 | 4,24266 | 4,24264
)| 5,61234 | 563452 | 5,65406 | 565650 | 565683 | 5,656 85
Z® 11989991 | 9,89959 | 9,89950 | 9,89949 | 9,89949 | 9,89949
S| 494787 | 4,97377 | 4,99670 | 4,99959 | 499997 | 5,00000
S® 11503947 | 5,01977 |5,00247 | 5,00031 |5,00002 | 5,00000



Uvjet za prekid iteracije je
S—8 <5-10 & |8 <5107
Za m = 3 potrebno je osam, za m = 4 jedanaest, za m = 5 petnaest, a za m = 6

osamnaest koraka; uvjet je odabran tako da se vrijednosti sila mogu zaokruziti na m
znacajnih znamenaka:

S = 499670 ~ 5,00 S~ 500247 ~ 5,00
SoY = 499959 ~ 5,000 SO = 500031 ~ 5,000
SHY = 499997 ~ 5,0000 S = 500002 ~ 5,0000
S5Y = 5,00000 S8~ 500000

[Adolf Schrodter]



