
GS 2. — popravni kolokvij (2023./2024.)

Zadatak 1.

Inženjerskom metodom pomakā nacrtajte dijagram momenata savijanja!

t “ 20˝ C (u štapu 2–3)

EI “ 20250 kNm2

αt “ 1 ¨ 10´5 K´1

β

4EI

EI

t

1 2

3

5 3

4

zglobna shema i kinematička analiza zglobne sheme (dodavanje spoj(ev)a s podlogom):

1 2

3

1 2

3

1
2

3

[ čvor 1 – ležajni (nepomičan) ]

čvor 3 nepomičan

Ñ čvor 2 nepomičansmin “ 2 ¨ 2´ 3 “ 1

ili

[ čvor 1 – ležajni (nepomičan) ]

čvor 2 nepomičan

Ñ čvor 3 nepomičan

ñ s “ smin “ 1
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osnovni sistem za inženjersku metodu pomakā:

1 2

3

1 2

3

ili

nepoznanice: ϕ2 i u3 nepoznanice: ϕ2 i w2

mehanizam za utjecaj promjene temperature:

ili

produljenje štapa 2–3 zbog jednolike promjene temperature:

∆` “ αt t `t2,3u “ 1 ¨ 10´5 ¨ 20 ¨ 5 “ 0,001

rješavanje pomoću lijevoga osnovnog sistema:

izračunavanje kutova ψti,ju pomoću plana pomakā za utjecaj promjene temperature:

1̄

3̄

I

II

III

∆`

∆`
ψI

|ψII|, |ψIII|
∆`

|w2,3|

|w2,1|
β

(u čvoru 2)

|w2,3|

∆`
“

3

4
ñ |w2,3| “

3

4
∆` “ 0,000 75
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∆`

|w2,1|
“

4

5
ñ |w2,1| “

5

4
∆` “ 0,00125

ψI “
|w2,1|

`t1,2u
“ 0,000 25 “ ψt1,2u

ψII “ ψIII “ ´
|w2,3|

`t2,3u
“ ´0,00015 “ ψt2,3u

ili izračunavanje kutova ψti,ju pomoću dijagrama projekcija pomakā na os štapa 2–3:

I

II

III

1̄

3̄

1̄, 2̄

2̄, 3̄ ∞

2̄

∆`

I

II

ψI

|ψII|

δ

5 3

4
5

`1
`2

`3

ψI “
∆`

`1

“ 0,000 25 “ ψt1,2u

ψII “ ´
∆`

`2

“ ´0,00015 “ ψt2,3u

`1
5
“

4

5
ñ `1 “ 4

`2
4
“

5

3
ñ `2 “

20

3

ili izračunavanje kutova ψti,ju pomoću dijagrama projekcija pomakā na vertikalnu os:

I

II

III

1̄

3̄

1̄, 2̄

2̄, 3̄ ∞

2̄

∆`

|w2,3|

|w2|

I
II

III
|w2|

w

ψI |ψII|, |ψIII|

u

|ψII|

II

III
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(Treba ovdje naglasiti (prije je, pri crtanju plana pomakā bilo (ili barem trebalo biti) očito) da
#   „

∆` (vektor duljine ∆` na osi štapa 2–3) nije pomak tδ2 čvora 2, tako da ni projekcije vektora
#   „

∆` na vertikalnu i horizontalnu os nisu projekcije pomaka tδ2 na te osi. Pomak
#   „

∆` samo je

komponenta pomaka tδ2 na osi štapa 2–3, uzrokovana njegovim produljenjem. Štap 2–3 se

zbog spoja sa štapom 1–2 i zaokreće (oko pola 2̄), pa tδ2 ima i komponentu #„w 2,3 okomitu na

os štapa 2–3. Kako čvor 2
”
pripada” i štapu 1–2, pomiče se po okomici na os toga štapa,

tako da zbroj komponenata
#   „

∆` i #„w 2,3 pomaka tδ2 mora biti na toj okomici (pogledajte i plan

pomakā na gornjoj slici na prethodnoj stranici), pa se tδ2 i njegova projekcija #„w 2 na vertikalnu

os (duljine w2) poklapaju, a projekcija tu2 na horizontalnu os ǐsčezava, tu2 “
t0, ū2 “ 0.)

∆`

|w2|
“

4

5
ñ |w2| “

5

4
∆` “ 0,00125

ψI “
|w2|

`t1,2u
“ 0,000 25 “ ψt1,2u

ψII “ ψIII “ ´
|w2|

3` `3

“ ´0,00015 “ ψt2,3u

`3
4
“

4

3
ñ `3 “

16

3

(sivi dio donje slike na prethodnoj stranici)

(Dijagram projekcija pomakā na horizontalnu os nacrtan je potpunosti radi, iako je nepotreban

i, u stvari, neupotrebljiv — pomoću njega se ψI ne može odrediti.)

vrijednosti momenata upetosti:

M1,2 “ M2,1 “ ´6 kt1,2u ψt1,2u

“ ´6 ¨ 16 200 ¨ 0,000 25 “ ´24,3 kNm

M2,3 “ M3,2 “ ´6 kt2,3u ψt2,3u

“ ´6 ¨ 4 050 ¨ p´0,000 15q “ 3,645 kNm

kt1,2u “
4EI

`t1,2u
“ 16 200kNm

kt2,3u “
EI

`t2,3u
“ 4 050kNm

vrijednosti momenata na krajevima štapova:

M1,2 “ 2 kt1,2u ϕ2 ´ 6 kt1,2u ψt1,2u ` M1,2

M2,1 “ 4 kt1,2u ϕ2 ´ 6 kt1,2u ψt1,2u ` M2,1

M2,3 “ 4 kt2,3u ϕ2 ´ 6 kt2,3u ψt2,3u ` M2,3

M3,2 “ 2 kt2,3u ϕ2 ´ 6 kt2,3u ψt2,3u ` M2,3
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izračunavanje kutova ψi,j pomoću plana pomakā za neovisni translacijski pomak tu3

(zapetljano & ružno):

1̄

I

II

u3

u3,2

u2,3 = u3,2

|ψI|

ψII

u3

u3,2 |w3,2|

(u čvoru 3)

u2,3
w2,1

w2,3

(u čvoru 2)

u čvoru 3:

u3,2

u3

“
3

5
ñ u3,2 “

3

5
u3

|w3,2|

u3

“
4

5
ñ |w3,2| “

4

5
u3

u čvoru 2:

u2,3 “ u3,2

w2,3

u2,3

“
3

4
ñ w2,3 “

3

4
u2,3 “

9

20
u3

w2,1

u2,3

“
5

4
ñ w2,1 “

5

4
u2,3 “

3

4
u3

ψt1,2u “ ψI “ ´
w2,1

`t1,2u
“ ´

3

20
u3

ψt2,3u “ ψII “
w2,3 ` |w3,2|

`t2,3u
“

1

4
u3

ili izračunavanje kutova ψi,j pomoću dijagramā projekcijā pomakā na horizontalnu i na

vertikalnu os:

I

II

1̄

1̄, 2̄

2̄

u3

u

ψII

II

w
w2

|ψI| ψII
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ψt2,3u “ ψII “
u3

4
“ 0,25u3

w2 “ ψII ¨ 3 “
3

4
u3

ψt1,2u “ ψI “ ´
w2

5
“ ´

3

20
u3 “ ´0,15u3

vrijednosti momenata na krajevima štapova (još jednom):

M1,2 “ 2 kt1,2u ϕ2 ´ 6 kt1,2u ψt1,2u ` M1,2

“ 2 ¨16 200 ϕ2 ´ 6 ¨16 200 ¨ p´0,15u3q ` p´24,3q

“ 32 400ϕ2 ` 14 580u3 ´ 24,3

M2,1 “ 4 kt1,2u ϕ2 ´ 6 kt1,2u ψt1,2u ` M2,1

“ 4 ¨16 200 ϕ2 ´ 6 ¨16 200 ¨ p´0,15u3q ` p´24,3q

“ 64 800ϕ2 ` 14 580u3 ´ 24,3

M2,3 “ 4 kt2,3u ϕ2 ´ 6 kt2,3u ψt2,3u ` M2,3

“ 4 ¨ 4 050 ϕ2 ´ 6 ¨ 4 050 ¨ 0,25u3 ` 3,645

“ 16 200ϕ2 ´ 6 075u3 ` 3,645

M3,2 “ 2 kt2,3u ϕ2 ´ 6 kt2,3u ψt2,3u ` M2,3

“ 2 ¨ 4 050 ϕ2 ´ 6 ¨ 4 050 ¨ 0,25u3 ` 3,645

“ 8 100ϕ2 ´ 6 075u3 ` 3,645

jednadžba ravnoteže momenata u čvoru 2:

´M2,1 ` p´M2,3q “ 0
ˇ

ˇ

ˇ
ˆ p´1q

“

64 800ϕ2 ` 14 580u3 ´ 24,3
‰

`
“

16 200ϕ2 ´ 6 075u3 ` 3,645
‰

“ 0

81 000ϕ2 ` 8 505u3 ´ 20,655 “ 0

jednadžba rada na virtualnim pomacima:
`

”
vodeći” je virtualni pomak pomak δtu3 koji odgovara neovisnom translacijskom pomaku tu3,

pa su plan (virtualnih) pomaka i dijagrami projekcija (virtualnih) pomaka na koordinatne

osi jednaki planu i dijagramima prikazanima na prethodnoj stranici, uz zamjene u3 Ñ δu3 i

ψi Ñ δψi, a veza je kutova δψti,ju i orijentirane duljine δu3 ista kao veza ψti,ju i u3:

δψt1,2u “ ´
3

20
δu3 “ ´0,15 δu3 & δψt2,3u “

δu3

4
“ 0,25 δu3

˘
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`

M1,2 ` M2,1

˘

δψt1,2u `
`

M2,3 ` M3,2

˘

δψt2,3u “ 0

`

32 400ϕ2 ` 14 580u3 ´ 24,3 ` 64 800ϕ2 ` 14 580u3 ´ 24,3
˘

¨ p´0,15 δu3q

`
`

16 200ϕ2 ´ 6 075u3 ` 3,645 ` 8 100ϕ2 ´ 6 075u3 ` 3,645
˘

¨ 0,25 δu3 “ 0

`

´8 505ϕ2 ´ 7 411,5u3 ` 9,102 5
˘

δu3 “ 0 @ δu3

´8 505ϕ2 ´ 7 411,5u3 ` 9,102 5 “ 0
ˇ

ˇ

ˇ
ˆ p´1q

8 505ϕ2 ` 7 411,5u3 ´ 9,102 5 “ 0

sustav jednadžbi i njegovo rješenje:

81 000ϕ2 ` 8 505 u3 “ 20,655

8 505ϕ2 ` 7 411,5u3 “ 9,102 5 (sustav je simetričan)

ϕ2 “ 0,000 143 3 & u3 “ 0,001 063 7 m

vrijednosti momenata na krajevima štapova (treći (i posljednji) put):

M1,2 “ 32 400 ¨ 0,000 143 3 ` 14 580 ¨ 0,001 063 7 ´ 24,3 “ ´4,148 kNm

M2,1 “ 64 800 ¨ 0,000 143 3 ` 14 580 ¨ 0,001 063 7 ´ 24,3 “ 0,495 kNm

M2,3 “ 16 200 ¨ 0,000 143 3 ´ 6 075 ¨ 0,001 063 7 ` 3,645 “ ´0,496 kNm

M3,2 “ 8 100 ¨ 0,000 143 3 ´ 6 075 ¨ 0,001 063 7 ` 3,645 “ ´1,656 kNm

(
”
Neravnoteža” momenata u čvoru 2 (M2,1 ‰ |M2,3|) posljedica je pogrešaka zaokruživanja u

medukoracima proračuna i njihova
”
gomilanja”.)

dijagram momenata savijanja:

4
,1

5

0
,5

0

0,5
0

1,6
6

M
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rješavanje pomoću desnoga osnovnog sistema:

izračunavanje kuta ψt2,3u pomoću plana pomakā za utjecaj promjene temperature:

nepomično

I

II

1̄

∆`

∆`

ψI, ψII
∆`

|w3,2|
β

(u čvoru 3)

|w3,2|

∆`
“

4

3
ñ |w3,2| “

4

3
∆` “ 0,001 333

ψI “ ψII “
|w3,2|

`t2,3u
“ 0,000 267 “ ψt2,3u

ili izračunavanje kuta ψt2,3u pomoću dijagrama projekcija pomakā na os štapa 2–3:

nepomično

I

II

1̄

1̄, 2̄ ∞

2̄

∆`

II
ψII

δ

5

3

4
5

`1

`2

ψII “
∆`

`1

“ 0,000 267 “ ψt2,3u
`1
5
“

3

4
ñ `1 “

15

4
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ili izračunavanje kuta ψt2,3u pomoću dijagrama projekcija pomakā na horizontalnu os:

nepomično

I

II

1̄

1̄, 2̄ ∞

2̄

∆`

ū3

ū3

I

II

ψI, ψII

u

ū3

∆`
“

5

3
ñ ū3 “

5

3
∆` “ 0,001 667

ψI “ ψII “
ū3

`2

“ 0,000 267 “ ψt2,3u
`2
5
“

5

4
ñ `2 “

25

4

(sivi dio donje slike na

(prethodnoj stranici)

vrijednosti momenata upetosti:

M2,3 “ M3,2 “ ´6 kt2,3u ψt2,3u “ ´6 ¨ 4 050 ¨ 0,000 267 “ ´6,488 1 kNm

vrijednosti momenata na krajevima štapova:

M1,2 “ 2 kt1,2u ϕ2 ´ 6 kt1,2u ψt1,2u

M2,1 “ 4 kt1,2u ϕ2 ´ 6 kt1,2u ψt1,2u

M2,3 “ 4 kt2,3u ϕ2 ´ 6 kt2,3u ψt2,3u ` M2,3

M3,2 “ 2 kt2,3u ϕ2 ´ 6 kt2,3u ψt2,3u ` M2,3

izračunavanje kutova ψi,j pomoću plana pomakā za neovisni translacijski pomak
Ñ
w2:

(zapetljano & ružno):

1̄

I

II

w2

u3,2 = u2,3

u2,3

|ψI|

ψII

u3,2 |w3,2|

(u čvoru 3)

u2,3
w2,1 = w2

w2,3

(u čvoru 2)
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(Plan je pomakā, dakako, jednak onom na gornjoj slici na stranici 5, ali s drugim
”
vodećim”

pomakom.)

u čvoru 2:

w2,1 “ w2

u2,3

w2

“
4

5
ñ u2,3 “

4

5
w2

w2,3

w2

“
3

5
ñ w2,3 “

3

5
w2

u čvoru 3:

u3,2 “ u2,3 “
4

5
w2

|w3,2|

u3,2

“
4

3
ñ |w3,2| “

4

3
u3,2 “

16

15
w2

ψt1,2u “ ψI “ ´
w2

`t1,2u
“ ´

w2

5

ψt2,3u “ ψII “
w2,3 ` |w3,2|

`t2,3u
“

w2

3

ili izračunavanje kutova ψi,j pomoću dijagrama projekcijā pomakā na vertikalnu os

dijagram je prikazan na donjoj slici na stranici 5

(na istoj slici prikazani dijagram projekcija pomakā na horizontalnu os sada nije potreban)

ψt1,2u “ ψI “ ´
w2

5
“ ´0,2 w2

ψt2,3u “ ψII “
w2

3
“ 0,333 3 w2

vrijednosti momenata na krajevima štapova (još jednom):

M1,2 “ 2 kt1,2u ϕ2 ´ 6 kt1,2u ψt1,2u

“ 2 ¨16 200 ϕ2 ´ 6 ¨16 200 ¨ p´0,2w2q

“ 32 400ϕ2 ` 19 440w2

M2,1 “ 4 kt1,2u ϕ2 ´ 6 kt1,2u ψt1,2u

“ 4 ¨16 200 ϕ2 ´ 6 ¨16 200 ¨ p´0,2w2q

“ 64 800ϕ2 ` 19 440w2
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M2,3 “ 4 kt2,3u ϕ2 ´ 6 kt2,3u ψt2,3u ` M2,3

“ 4 ¨ 4 050 ϕ2 ´ 6 ¨ 4 050 ¨ 0,333 3 w2 ´ 6,488 1

“ 16 200ϕ2 ´ 8 100w2 ´ 6,488 1

M3,2 “ 2 kt2,3u ϕ2 ´ 6 kt2,3u ψt2,3u ` M2,3

“ 2 ¨ 4 050 ϕ2 ´ 6 ¨ 4 050 ¨ 0,333 3 w2 ´ 6,488 1

“ 8 100ϕ2 ´ 8 100w2 ´ 6,488 1

jednadžba ravnoteže momenata u čvoru 2:

´M2,1 ` p´M2,3q “ 0
ˇ

ˇ

ˇ
ˆ p´1q

“

64 800ϕ2 ` 19 440w2

‰

`
“

16 200ϕ2 ´ 8 100w2 ´ 6,488 1
‰

“ 0

81 000ϕ2 ` 11 340w2 ´ 6,488 1 “ 0

jednadžba rada na virtualnim pomacima:
`

”
vodeći” je virtualni pomak pomak δ

Ñ
w2 koji odgovara neovisnom translacijskom pomaku

Ñ
w2,

pa su plan (virtualnih) pomaka i dijagrami projekcija (virtualnih) pomaka na koordinatne

osi jednaki planu i dijagramima prikazanima na stranicama 9 i 5, uz zamjene w2 Ñ δw2 i

ψi Ñ δψi, a veza je kutova δψti,ju i orijentirane duljine δw2 ista kao veza ψti,ju i w2:

δψt1,2u “ ´
1

5
δw2 “ ´0,2 δw2 & δψt2,3u “

δw2

3
“ 0,333 3 δw2

˘

`

M1,2 ` M2,1

˘

δψt1,2u `
`

M2,3 ` M3,2

˘

δψt2,3u “ 0

`

32 400ϕ2 ` 19 440w2 ` 64 800ϕ2 ` 19 440w2

˘

¨ p´0,2 δw2q

`
`

16 200ϕ2 ´ 8 100w2 ´ 6,488 1

` 8 100ϕ2 ´ 8 100w2 ´ 6,488 1
˘

¨ 0,333 3 δw2 “ 0

`

´11 340ϕ2 ´ 13 176w2 ´ 4,325 4
˘

δw2 “ 0 @ δw2

´11 340ϕ2 ´ 13 176w2 ´ 4,325 4 “ 0
ˇ

ˇ

ˇ
ˆ p´1q

11 340ϕ2 ` 13 176w2 ` 4,325 4 “ 0

sustav jednadžbi i njegovo rješenje:

81 000ϕ2 ` 11 340w2 ´ 6,488 1 “ 0

11 340ϕ2 ` 13 176w2 ` 4,325 4 “ 0 (sustav je simetričan)
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ϕ2 “ 0,000 143 3 & w2 “ ´0,000 451 6 m

vrijednosti momenata na krajevima štapova (treći (i posljednji) put):

M1,2 “ 32 400 ¨ 0,000 143 3 ` 19 440 ¨ p´0,000 451 6q “ ´4,136 kNm

M2,1 “ 64 800 ¨ 0,000 143 3 ` 19 440 ¨ p´0,000 451 6q “ 0,507 kNm

M2,3 “ 16 200 ¨ 0,000 143 3 ´ 8 100 ¨ p´0,000 451 6q ´ 6,488 1 “ ´0,509 kNm

M3,2 “ 8 100 ¨ 0,000 143 3 ´ 8 100 ¨ p´0,000 451 6q ´ 6,488 1 “ ´1,669 kNm

(
”
Neravnoteža” momenata u čvoru 2 (M2,1 ‰ |M2,3|) i razlike u odnosu na vrijednosti mo-

menata dobivene rješavanjem pomoću lijevoga osnovnog sistema posljedice su pogrešaka za-

okruživanja u medukoracima proračuna i njihova
”
gomilanja”.)

dijagram momenata savijanja — na stranici 7 (uz lagahna prilagodavanja vrijednost̄ı)

Zadatak 2.

Pomoću utjecajne linije izračunajte vrijednost horizontalne komponente reakcije u lijevom

ležaju!

q “ 62,5 kN{m

q

2 2

1

1

1

Utjecajne linije ηh
Ah i ηvAh za horizontalnu komponentu reakcije u lijevom ležaju za hori-

zontalna i za vertikalna opterećenja prikazane su u datoteci Utjecajne linije — trozglobni

sistemi (http://master.grad.hr/nastava/gs/gs2/sl/ul-tzg.pdf) na stranici 8 na naj-

donjem crtežu (prethodni crteži na toj stranici prikazuju njihov
”
nastanak”).

Budući da se utjecajna linija ηv
Ah za horizontalnu komponentu za vertikalna op-

terećenja poklapa s apscisnom osi (drugim riječima, utjecajna je funkcija identički jednaka

nuli, ηv
Ah ” 0), vrijednost je horizontalne komponente reakcije u lijevom ležaju jednaka

nuli za bilo kakvo, pa i za zadano vertikalno opterećenje.
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Zadatak 3.

Pomoću utjecajnih linija izračunajte vrijednost momenta savijanja u presjeku u hvatǐstu

sile
Ñ
F i vrijednost poprečne sile u presjeku neposredno desno od tog hvatǐsta!

F “ 125 kN

1 2 3

2EI EI

F

5 5

vrijednost poprečne sile u presjeku neposredno desno od hvatǐsta sile
Ñ
F :

kinematički (i, uz to, u ovom slučaju, zorni (da ne kažem zdravorazumski)) postupak:

mehanizam s umetnutim spojem koji ne prenosi poprečnu silu:

F

jedinični pomak pu smislu suprotnom od smisla djelovanja poprečne sile

(smisao djelovanja poprečne sile: )q:

F

1

utjecajna linija za poprečnu silu u presjeku neposredno desno od hvatǐsta sila
Ñ
F :

1
ηTx=5+

budući da je hvatǐste sile
Ñ
F neposredno lijevo od prve točke apscisne osi u kojoj vrije-

dnost utjecajne funkcije nije jednaka nuli (odnosno neposredno lijevo od dijela meha-

nizma koji se
”
pomaknuo”), vrijednost je poprečne sile u presjeku neposredno desno od

toga hvatǐsta jednaka nuli: Tx“5`pF q “ 0 ¨ F “ 0

13



vrijednost momenta savijanja u presjeku neposredno desno od hvatǐsta sile
Ñ
F :

kinematički postupak (primjena teorema Müller–Breslaua):

izbor metode crtanja momentnoga dijagrama:

(utvrdivanje gradiva iz rješenja zadataka A3. i B3. redovitoga kolokvija, dostupnih u datoteci

(http://master.grad.hr/nastava/gs/gs2/isp/2-23-k.pdf, stranice 10 do 13)

inženjerska metoda pomakā: nepoznanice: ϕ2, w2, w3 ñ 3 nepoznanice

inženjerska metoda pomakā sa statičkom kondenzacijom:

inženjerska metoda pomakā: nepoznanice: ϕ2, w2 ñ 2 nepoznanice

metoda sila: sistem je jedanput statički neodreden ñ 1 nepoznanica

smisao vrtnje momenta u presjeku:

metoda sila:

X1
o. s.

1 m1

|δ1,0|

1

2EI

15 M

δ1,1X1 ` δ1,0 “ 0

δ1,1 “
1

EI
p1¨5q¨1 `

1

2EI
p1¨5q¨1

“
15

2EI

δ1,0 “ ´1

X1 “
2EI

15

Mpxq “ X1m1pxq

ili (jednostavnije):

X1

X1 X1

o. s.

1 m1

δ1,1X1 “ δ̄1,0 “ ´1

δ1,1 “
15

2EI

X1 “ ´
2EI

15
&td.
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utjecajna linija:

2EI EI

5 5

1
15

2
15

κ
ϕ1

ϕ2

1

ϕ1

1

ϕ2

0, 3

1

2

χ

0

1

2

3

1 ηMx=5

ηF

mjerilo duljina:

1 rcms :: 1 rms

mjerilo kutova:

1 rcms ::
1

3

ϕ1 “
2

15
¨ 5 “

2

3

ϕ2 “
1

15
¨ 5 “

1

3

χ “ 1

vrijednost momenta savijanja u hvatǐstu sile:

očitana duljina ordinale: η̃F “ 8,3 mm “ 0,83 cm

1 rcms :: 1 rms ñ m “ 1

χ “ 1 & χ “
1

n
ñ n “ 1

ηF “
m

n
η̃F “ 0,83

Mx“5pF q “ ηF ¨ F “ 0,83 ¨ 125 “ 103,75 kNm
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