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ZELJKA MILIN-SIPUS, MIRKO POLONIJO

Rajko Drasci¢ (1923 - 1972)
u povodu osamdesete godisnjice rodenja

Ove se godine navrSava osamdeseta godiSnjica mhj@d ometrija ostati osnovnim poljem i odrednicom njegovoga
znacajnog hrvatskog geometriCara Rajka DraSCiga ¢i matematickog Zivota.

su tridesetgodiSnjicu prerane smrti Clanovi Geometri- Na jesen 1949. dobiva poziciju asistenta u Geometri-
jskog seminara PMF-MatematiCkog odjela i drugi njegovi jskom zavodu (tada Geometrijski institut), a nakon dok-
Stovatelji obiljeZili proSle godine. Na temelju prigoog toriranja 1965. godine biva iduce 1966. izabran za do-
izlaganja koje smo tada odrzali nastao je i ovaj tekst. centa. Preminuo je iznenada 30. svibnja 1972., uputivsi se
Njime Zelimo potsjetiti na Zivot i djelo Rajka DraS&C tog utorka na uobitajeni popodnevni izlet biciklom u za-
koji je ostavio zapazen trag u nasoj matematickoj zajed- grebatku okolicu. Tri dana kasnije, umjesto redovitog sas
nici. Istitemo kako su o radu i Zivotu R. DrasCita, u tanka Geometrijskog seminara, na kojem je Rajko Drasgic
povodu njegove smrti, nadahnuto i iscrpno pisali KreSo trebao biti predavag, bio je njegov ispracaj na Mirogoju i
Horvatic i Sibe MardeSic - tekst je objavljen u Glasniku pokop na Rijeci.

matematickom t. 8 (28) iz 1973. (str. 150.-152.). U is- Znanstveni radovi Rajka Drastica su malobrojni, kao
tom broju Glasnika, na str.149. objavljen je i govor 5to posljedica njegove visoke samokritiénosti i teznje k-per
ga je, danas pokojni, Stanko Bilinski odrzao nad odrom fekcionizmu. Glavnina pripada diferencijalnoj geométrij
R. Drascica, dirljivo sviedoCenje oproStaja ugdedd iz-  podrugju koje je Rajko Drastic specijalizirao za vmije
nenada preminula ucenika. boravka na Moskovskom drzavnom univerzitetu od 1959.
do 1961. na Katedri za geometriju pod vodstvom P. K.
RaSevskog. Po povratku ¢e nastaviti u Moskvi zapoceta
istrazivanja u diferencijalnoj geometriji, radom na dok-
torskoj disertaciji, koju uspjeSno brani Cetiri godinask
nije, i koju Zelimo nesto detaljnije prikazati.

Rajko DraScic radn je 29. lipnja 1923. u Buzetu, koji

je tada bio u sastavu ltalije, pa obitelj iz politickih ra-
zloga seli 1927. u Kastav. Imao je miglbrata Slavka

i sestru Neviu. Osnovnu Skolu i gimnaziju polazio je na
SuSaku i tamo ga je 1936. godine, kao ucenika treteg
razreda klasicnog odjeljenja Susacke gimnazije, paap . - . o .

susreo i zapazio profesor Bilinski koji ¢e mu predavati U Svojo) dlsel’tavaIj.I, O nekim specijainim mé#ama na
matematiku sve do mature. Matematika €e ih povezi-
vati i kasnije, Stanko Bilinski ¢e biti Rajku DraS€icu i
sveucilisni profesor i mentor doktorske teze i predstojn
zavoda. Maturiravsi 1941., R. DraScic zbog rata prakid
daljnje Skolovanje, a nakon kapitulacije Italije stuparudP
prekomorsku brigadu i sudjeluje u borbama za oslengel
KorCule. Biva zarobljen od strane Nijemaca i odveden u
zarobljeniStvo u Njemacku, gdje ¢e u koncentracijskom |
goru docCekati kraj svjetskog rata.

encijalnu geometriju ploha u trodimenzionalnom real-
nom euklidskom prostoruR®. Na plohama u R® pos-

toji cijeli niz istaknutih krivulja, kao npr. crte krivine,
geodetske krivulje, asimptotske krivulje, a R. Dras&&
bavio proucavanjem poopcenja ovih posljednijih.
Asimptotske krivulje su takve krivulje plohe duz kojih
je normalna zakrivljenost plohe jednaka nuli. Pri tome
je normalna zakrivljenost plohe u nekoj danoj tocki i u
nekom danom smjeru jednaka, do na predznak, zakrivlje-
U jesen 1945., kao dvadesetdvogodiSnjak nastavlja svojenosti krivulje na plohi koja je dobivena presjecanjem plohe
Skolovanje, upisuje na tadasnjem Filozofskom fakultetu ravninom odrdenom danim smjerom i vektorom nor-
studij matematike i fizike, to€nije tzv. prvu grupu, koju malnog jedini¢nog polja plohe u danojtocki. S. L. Creanga
¢ine pod A) Teorijska matematika, pod B) Racionalna je 1925. godine u raduDirections cyclifiablement con-
mehanika i teorijska fizika, te pod C) Eksperimentalna juguees— Courbea courbure normale constathestrazio
fizika. Diplomirao je u prvom mogucem roku, ve¢ u krivulje konstantne normalne zakrivljenosti, a R. Dias¢
srpnju 1949. Tijekom studija isticao se posebice svojim te rezultate generalizira proucavajuci krivulje duzitko
izrazitim zanimanjem za geometrijske kolegije, pa ¢e ge- je normalna zakrivljenost plohe jednaka nekoj unaprijed
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zadanoj skalarnoj funkcijF, tzv. F—krivulje. Funkcija

F, osim §to je dovoljno puta diferencijabilna, zadovoljava
samo uvjetk; < F < kp, koji je nuZan uvjet egzistencije
F—krivulja. Pritom su s&;, ko oznatene glavne zakriv-
lienosti plohe koje su ekstremi normalne zakrivljenosti.
Skup svihF—krivulja tvori mrezu plohe, tzvF—mrezu,
koja je opisana diferencijalnom jednadzbom. Kao i za
asimptotske mreze, tako i #a=mreze vrijedi da je mreza
crta krivine njena bisektorna mreza tj. svakakrivulja
raspolavlja kut izmeu glavnih smjerova. U disertaciji se
proucavaju i posebni slucajelfi—- mreza:H-mreza, koja

S . . . K
je jedina ortogonalna mreza, harmonijska ml‘émﬁ (K

i H su Gaussova i srednja zakrivljenost plohe}; tanreza
kao parametarska mreza.

likava F—mreZza za koju je&F =

57—
pokazano i da su jedine plohe kodekojithe saCuvan mrezni
kut svakeF—mreZze, minimalne plohe.

Uz zahtjev da-—mreza bude Cebisevska ili geodetska do-
biva se da funkcij& mora zadovoljavati sustav linearnih
parcijalnih diferencijalnih jednadzbi. Kako su ti sustav
rieSivi samo uz neke uvjete, to na plohama ne moraju pos-
tojati navedene mreze. No, analiziraju€i spomenutetavje
dobiva se da npr. sve cilindricne i rotacijske plohe imaju
beskonatno mnogo ¢ebiSevslkk-mreza, i da sve nede-
generirane kvadrike (iskljucujuci sferu) za kojeKe> 0
imaju beskonacno mnogo realnih geodetdkitmreza.

Nadalje je

Iz podrucja diferencijalne geometrije bila su i dva vazna

Kao poopctenje pojma konjugiranih smjerova plohe, dakle dvogodisnja kolegija koja je R. Drastic drzao na posli

smjerova koji poniStavaju drugu fundamentalnu formu
plohe, uvodi se pojarik—konjugiranih smjerova. Klasi¢ni

jediplomskom studiju krajem Sezdesetih godina: "Difer-
encijabilna geometrija mnogostrukosti” i "Raslojene mno-

je rezultat da se smjerovi konjugirani smjerovima zadane gostrukosti | koneksija”.

krivulije ¢ mogu geometrijski okarakterizirati kao izvod-
nice razvojne plohe koja je ovojnica tangencijalnih ravn-
ina krivulje c. Kod F—konjugiranih smjerova je dobiven
sliedeti rezultat: karakteristike (krivulje duz kojitva
jnica dira pojedinu plohu neke familije) ovojnice familije
sfera varijabilnog radijusa/F (ovojnica je kanalna ploha)
koje diraju polaznu plohu duz neke krivulgesu kruznice
Cije tangente u diraliStu sa plohom imaju smjer kojHe
konjugiran smjeru krivuljee. Osim toga, ravnine karakte-
ristika (kruznica) su okomite na plohu ako i samo ako je
funkcijaF konstantna, a to su upravo oRekrivulje koje
razmatra S. L. Creanga.

Nadalje, R. DraSCic proucava i ponaSamjemreza pri
konformnom i sfernom preslikavanju ploha. Kako kon-
formno preslikavanje izna dviju ploha crte krivine pres-
likava u crte krivine i Cuva kut ndu krivuljama, to se
F-mreza jedne plohe preslikaveFi—-mrezu druge plohe,
koja je opisana istim mreznim kutom, ali ne i istom
skalarnom funkcijonF (ta funkcija ovisi 0 Gaussovoj i
srednjoj zakrivljenosti plohe). Odatle slijedi da postoji
samo jednaF—mreza koja se pri konformnom preslika-
vanju preslika opet &-mrezu.

Kod sfernog preslikavanja je situacija drugacija: kaooprv
na sferi je pojanF—mreze besmislen, jer je normalna za-
krivljenost sfere u svakoj njenoj tocki i u svakom smjeru
obrnuto proporcionalna radijusu sfere, i druge vrijednost
ne moze poprimiti. Zato se postavlja pitanje: Kdea
mreza pri sfernom preslikavanju prelazi u mrezu s istim
kutom maedu krivuljama, odnosno u ortogonalnu mrezu?

Posebno vaznim smatramo i cijenimo njegov nastavnicki
rad na dodiplomskm studiju, u kojem je izvrsno i bespri-
jekorno poucavao matematicke kolegije i djelatno pokazi
vao kako valja poucavati matematiku. Tako je postao prim-
jer i uzor svojim kolegama i studentima. Na predavanjima
je izgarao u beskrajnoj Zelji da i najmanju sitnicu iznese
jasno i nedvosmisleno, uspijevajuci prodrijeti i zaigirati
svakog slusatelja, a na ispitima je bio duboko angaziran,
propustajuci otkriti i ono €ega student nije bio svjestia
zna.

Predavanja su mu bila pomno pripremljena, promisljena,
jasno motivirana i dobro koncipirana. DoSlo je to do
izrazaja i 1968. kada je osmislio i predavao na prvoj godini
studija matematike novi kolegij (kompromisnog naziva)
"Analiticka geometrija s linearnom algebrom”. Zaokret
i pomak izveden s tim kolegijem (tada i dugi niz go-
dina znan studentima kao AGLA), predstavljao je bitnu
stepenicu osuvremenjivanja nastave matematike na za-
grebackom Matematickom odjelu.

Rajko DrasCic je aktivno i svesrdno obnaSao razne dsitn

u Matematickom odjelu i DruStvu matematicara i fiziGara
sudjelovao je na mnogim znanstvenim i stru¢nim kongres-
ima i skupovima, pisao strucne i popularne tekstove, te
redigirao matematicke jedinice za Leksikografski zavod,
ucinivsi i na taj nacin znacajan doprinos matematiko
Zivotu u nasoj sredini.

Rajka Drascica su povrh svega resile vrline skromnosti,
eticnosti, poStenosti, pravednosti, strogosti, ombii,

Dobiveno je da jedino asimptotska i harmonijska mreza vedrine i srdacnosti i tako ga pamte oni koji su imali srecu

zadrZavaju isti mrezni kut, a u ortogonalnu mrezu se-pres

biti njegovim prijateljima, kolegama i u€enicima.
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Pascal-Brianchon Sets in
Pappian Projective Planes

Pascal-Brianchon Sets in Pappian Projective
Planes

ABSTRACT

It is well-known that Pascal and Brianchon theorems char-
acterize conics in a Pappian projective plane. But, using
these theorems and their modifications we shall show that
the notion of a conic (or better a Pascal-Brianchon set)
can be defined without any use of theory of projectivities
or of polarities as usually.

Pascal-Brianschonovi skupovi u Pappusovim pro-
jektivnim ravninama

SAZETAK

Poznato je da Pascalov i Brianchonov teorem karakter-
iziraju kivulje 2. reda u Pappusovoj projektivnoj ravnini.
Medutim, koristeéi te teoreme i njihove modifikacije
pokazat ¢emo da se pojam krivulje 2. reda (ili bolje: pojam
Pascal-Brianchonovog skupa) moZe definirati bez pomoci
projektiviteta ili teorije polariteta, kao $to se to obi¢no

radi.

K : ic, P | P I-Brianch s . . .
7y ke e, Meen) s PaselEEmelen ssi Kljuéne rijeci: konika, Pascalov skup, Pascal-Brianchonov

MSC 2000: 51A30, 51E15 skup

1 Introduction Desargues theorem is equivalent to the statement of
Theorem 1.1 for(iy,ip,i3,ia,is,ig) = (1,2,3,4,6,5) resp.
We shall operate in a Pappian projective plane of order at(iy, iz, i3,is,is,ig) = (1,2,3,6,5,4) (see [1], [2]).

least 5 and characteristic other then 2.

A simple 6-point AAA3A4AsAs is a set of six points
A1, Ao, Az, A4, As, Ag taken in this cyclic order in
which any two consecutive points and any other point are
non-collinear. We say that this 6-point is Rascalian
6-point and we writeP(Aq, Az, Az, Aq,As, Ag) If AtA2 N
AsAs, AoAz N AsAg andAzA, N AgAy are collinear points.

The Pappus theorem can be stated in the following form:

By the following definitions we shall generalize the notion
of a simple 6-point. Lel be the relation of incidence.

A one-fold specialized simple 6-point@A1A2AzA1As

is a set of five pointA;, Az, Az, A4, As taken in this
cyclic order in which any three points are non-collinear,
and of a linea; such thatAjIa; iff i = 1. We say that this
6-point is aPascalian one-fold specialized 6-poartid we
write P(AlalAl,Az,AG,A4,A5) if ag NA3A4, A1A2 N A4As,

If A1, Ag, As resp. Az, A4, As are collinear points then  aA,A; N AsA; are collinear points.

P(A1L,A2,A3, A4, A5, Ag).

Now, we can prove (see [2]):

A two-fold specialized simple 6-pointd AjArasArAzAy

of type lis a set of four pointé\;, Ay, Az, A4 taken in this
cyclic order in which any three points are non-collinear,
and of two linesa;, a» such thatAiIg; iff i = j. We
say that this 6-point is &ascalian two-fold specialized
6-point of type land we writeP(Aja1A1, AvarAr, Az, Ag)

if ag NA2A3, A1A2 N AsA4, ax N A4A; are collinear points.

Theorem 1.1
P(A1,A2,A3,A4,A5,A6) = P(ALAL A AL AL A),

where (i1,ip,is,ia,is,ig) IS any permutation of
{1,2,3,4,5,6}.

It is well-known that Pappus theorem implies the De- A two-fold specialized simple 6-point#& A1A2AzazAzA4
sargues theorem. More precisely Pappus theorem respof type 2is a set of four point#\, Ay, Az, A4 taken in this

5



KoG-7-2003

V. Wwlenec: Pascal-Brianchon Sets in Pappian Projectiaadd

cyclic order in which any three points are non-collinear, we haveP(Ay, A4,Az,As,W,V), i.e. AsAsNAsW = W/,

and of two linesay, ag such thatAiIa; iff i = j. We say
that this 6-pointis &@ascalian two-fold specialized 6-point
of type 2and we writeP(Aja1 A1, Ap, AzazAz, Ag) if agNas,
A1A2 N AsA4, Ao A3 N A4A; are collinear points.

A three-fold specialized simple 6-poita; Aj ArarArAzazAg
is a set of three non-collinear poinfg, Az, Az and of
three non-concurrent lines, ap, az such thatAIa; iff

i = j.We say that this 6-point isRascalian three-fold spe-
cialized 6-pointand we writeP(Aja; A1, AvaxAz, AzazAz)

if ag NA2Az, A1A2 Nagz, agNAzA; are collinear points.

Now, we can prove some theorems about Pascalian

6-points.

Theorem 1.2
P(Ar1a1A1, A2, Az, A4, As) = P(Ara1A1, A4, Az, Az, As)

Proof. Let agNAzAs = U, A/Ay NA4A; =V, AAzN
AsA1 = W be collinear points (Fig. 1). We must prove
that the pointsy NAzA, = U’, AJALNAAs = V', A4A3N
AsA; =W’ are collinear. Consider two triangles with the
verticesU, Az, A4 resp. W, Az, As. As the linesUW,
A1A2, A4As pass through the point, so by Desargues
theorem the pointé;A; N AAs = V', AgU NAsW = W/,
UA; NWA, = U’ are collinear.

U A, a, U
Figure 1

Theorem 1.3
P(Ara1A1, Az, Ag, A, As) = P(ArauAq, Az, Ay, Az, As)

Proof. We must prove that the collinearity of points
a1 NA3AL = U, AiAoNA4As =V, A2 AzNAsAL =W im-
plies the collinearity of pointay NAA3 = U, AtA2 N
AzAs =V’ ApALNAsA; =W (Fig. 2). By Pappus theorem

6

A4A3NWV = U, AsAs NV A, =V’ are collinear points.

Figure 2

Theorem 1.4
P(Ara1A1, Az, Ag, A, As) = P(ArauAq, Az, Az, As, As)

Proof. P(AjaiA1,A2,A3,A4,As) implies by Theorem 1.2
P(AlalAl,A4,A3,A2,A5), i.e. P(AlalAl,A5,A2,A3,A4).
But, Theorem 1.3 implies theR(Ajai1A1,As, Az, A2, Ag)
and finally Theorem 1.2 implieB(Aja1A1, A, Az, As, As).

Obviously, Theorems 1.2, 1.3 and 1.4 imply:

Theorem 1.5
P(AlalAlaA27A3aA47A5) = P(AlalAlvAizaAigvAuvAis)'
where(iy, iz, ia,is) is any permutation of2,3,4,5}

Further, we have:

Theorem 1.6
P(Ara1A1, A2, AzazAz, Ay) <= P(Ar1a1A1, AzazAz, Ar, As).

Proof. We must prove thad; Nag =U, AJAcNAsAL =V,
AxA3 N A4A; =W are collinear points ifag NAgA; = U/,
AAs N ARAL = V', agN A4A; = W' are collinear points
(Fig. 3). If the pointsU, V, W are collinear, then the
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lines AsA4, UW, A1A; pass through the poit and ac- Theorem 2.1 and the definition of ordinary Pascal set im-
cording to Desargues theorem the polos "WA, =U’, ply that any three different points of an ordinary Pascal set
A1As N AAL =V, AU NA4W =W are collinear. Con-  are non-collinear.

versely, ifU’, V', W' are collinear points, then the lines A jine a1 such that P(AjaiAr, A, As,As,As) holds
AoAa, U'W', A1A3 pass through the poilt’ and Desargues i gaid to be atangent of the ordinary Pascal set
theorem implies the collinearity of points’ Ay "\W'Az = (A1, Az, As,As, As) at its point A. According to Theo-

U, AtAoNAgAs =V, AU NAW = W. rem 1.5a is atangent op(Aq, A, Ay, A, Aig ) at the point

A1, where(iy,is,ia,is) is any permutation of2,3,4,5}.

Let us prove:

Theorem 2.2
There is one and only one tangent diAp, Az, Az, A4, As)
at the point A.

Proof. LetV = A1Ao NALAs, W = A)A3NAsA;. A line
a; is a tangent ofp(A1, A2, Az, A4, As) at the pointA; iff
P(Aja1A1,A2, Az, A4, As) holds, i.e. iffAjIa; and iff the
pointsU = a1 NAzA4, V, W are collinear, i.e. ifag = AjU,
whereU = AzAsNVW (Fig. 1).

Theorem 2.3

Let A':)' € p(A17A27A\"37A47A5) \ {A17A27A37A4}- Aline a
) is the tangent of (A1, A2, Az, A4, As) at the point A iff ag
Figure 3 is the tangent of (A1, Az, Az, As, A ) at the point A.

Theorem 1.7 o
P(A1a1Ar, AcanAz, As, Ay) = P(Aran A1, AvapAo, Ag, Ag). Proof. The statment is trivial iy = As.
Let further Ay # As. In virtue of Theorem 1.1

Pr oof. According to Theorem 1.6 we have Ay c p(A1,Az Az, A1 As)\ {A1,A2, Az, Aq} implies Ag €
P(Ara1A1, Az, AvapAr, Ag), i.e. P(ArarAr, As, AcapAz, As) P(AL, A2, A3, AgAs) \ {A1,A2,A3,Ay} and we have
and then Theorem 1.6 impli€éAja;A1, AxaxAz, Ag, Az). P(A1,A2,As, A4, A5, A3), i.e. the pointsg Ay NAAs = U,

AoAs NAsA3 =V, Ag AsNAsA; =W are collinear (Fig. 4).
2 Ordinary Pascal sets

Let A;, A2, Az, A4, As be five points such that any
three of them are non-collinear. Aardinary Pascal
set determined byA;, Az, As, A4, As is the set of
points p(Al,Az,Ag,A4,A5) = {Al,Az,Ag,A4,A5} U {X |
P(A1,A2,A3,A4, A5, X) }.

In virtue of Theorem 1.1 we have(A1,Az,Az, A1, As) =
P(ALL AL, AL AL AL, Where (i1,io,is,i4,i5) is any per-
mutation of{1,2, 3,4,5}.

Now, we have a theorem proved in [2].

Theorem 2.1

P(A1,A2,A3,A1,As) = p(Ar, A, Az, Ay, As) for any dif-
ferent points A,Ay,Az,Ax,As € p(A1,A2,A3,As4,As),

i.e. an ordinary Pascal set is uniquely determined by any
five different of its points. Figure 4
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Let a; be the tangent ofp(A1,A2,A3,A4,As) at the
point A1, i.e. letP(Aja;A1,Az, Az, Aq,As) holds. Then
by Theorem 1.4 we hav@(Aia1A1,A2, Az, As,As), i.€.
a; N AzAs = U/, AtAo NASAL = U, AcAs N A4AL =
W' are collinear points.
PU" A1,A3,A2,V,U), i.e. UALNAYN =U", AjAsnN
VU =W, AsA,NUU’ =W’ are collinear points. But,
this means thaty N AAy = U”, AlAsNA5A4 = W,
AsAr N A4A; = W are collinear points, i.e. we have
P(Ar1a1A1,A3, A2, A5, A1), wherefrom by Theorem 1.5
P(Ara1A1,A2, Az, A4, Az ) follows, i.e. a; is the tangent
of p(A1,A2,Az,A4,Ag) at the pointA;. The proof of the
converse follows by the substitutida < Ag.

On the basis of Theorem 2.3 we can prove:

Theorem 2.4

Let AQ’7A3’7A4'7A5' € D(Al,Az,Ag,A4,A5) \ {Al} be
four different points. A line ais the tangent of
P(A1,A2,A3,As4,As) at the point A iff a1 is the tangent of
p(A1,Ax,Az,Ay,As) at the point A, i.e. the tangent of
an ordinary Pascal set at anyone of its points is uniquely
determined.

Proof. By Theorem 2.1 p(A1,A2,A3,A1,As) =
P(A1, Ay, Az, Ay,As). At least one of the pointé\y,
Az, Ay, Ay is different from the pointg\,, Az, As. Let
be e.g. Ay # Az, A3,As. FromAg € p(Aq, Az, A3,A4,As) \
{A1,A2,A3,A1} by Theorem 2.1p(A1,A2,Az,As,As5) =
P(A1,As,A2,Az,A4) follows and by Theorem 2.3y is
the tangent ofp(A1, A2, Az, A4, As) at the pointAy iff ag
is the tangent op(Ag, Ay, Az, Az, As4) at the pointA;. At
least one of the pointdy, Ay, Ay is different from the
points Ay, As. Let be e.g. Ay # Ax,As. FromAy €
P(A1L, Ay, Az, As,As) \ {A1,A5, A, Ag} by Theorem 2.1
p(A17A5/,A2,A3,A4) = p(Al,A4/,A5/,A2,A3) follows and
by Theorem 2.3 is the tangent op(A1, Ag, Az, Az, Ag)
at the point; iff a; is the tangent op(A1, Ay, As, A2, Az)
at the pointA;. At least one of the point&,, Ay is differ-
ent from the poinid,. Let be e.g.Ay # A2. FromAy €
P(AL,Ax,As, A2, As) \ {A1, Ay, Az, Ao} by Theorem 2.1
p(A17A4/,A5/,A2,A3) = p(Al,A3/7A4/,A5/,A2) follows and
by Theorem 2.3 is the tangent op(A1, Ay, As, A2, Az)
atthe point; iff a; is the tangent op(A1, Az, Ay, As, A2)
at the pointd;. Finally, fromAy € p(A1, Az, Ay, Az, A2) \
{A1,Az,Ay,As} by Theorem 2.3 follows thag; is the
tangent ofp(A1, Az, Ay, Az, A2) at the pointAy iff a; is
the tangent op(A1, Ay, Az, Ay, Ay ) at the pointA;.

If ais the tangent of an ordinary Pascal pett its pointA,
then we say thadaAis aflagof p.
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Theorem 2.5
If A1a1A; is a flag of an ordinary Pascal set p, then &
the unique point such thatjAc p and AIa;.

By Pappus theorem we have Proof. Suppose that there is a poist such thatd, # Ag;

AxIa; andA; € p. But p contains at least five different
points and there are three different poiAts A4, As € p\
{A1,A2}. Then we haveP(Aja1A1, Az, Az, Ag, As) which
contradicts withAxIa;.

3 One-fold specialized Pascal sets

Let A, A2, Az, A4 be four points such that any three of
them are non-collinear and lat be a line such thadjIag

iff i = 1. An one-fold specialized Pascal séétermined
by the flagAia;A; and the pointsdy, Az, A4 is the set
of points p(Ara1A1, A2, Az, Ag) = {A1,A2,A3,Aq} U {X |
P(AlalAl,Az,Ag,M,X)}.

According to Theorem 1.5 we hapgAja1 A1, A, Az, Ag) =

p(AranAg, Ay, Ay, Aiy), Where(io,is,is) is any permuta-
tion of {2,3,4}.

Theorem 3.1
P(Ara1A1, A2, Az, Aq) = p(AranAr, Az, A3, Ay) for any
point Ay € p(ArarA1, Az, Az, Aq) \ {A1,A2,As}.

Proof. If Ay = A4, the statement is trivial. Let
be furtherAy # As. As Ay € p(Ara1Ar,Az,Az,As) \
{Al,Az,A(:,,A4}, SO we haveP(AlalAl,Az,A\o,,A4,A4/),
wherefrom by Theorem 1.B(AjaiA1, Az, Az, Ay, As) fol-
lows, i.e. A4 € p(AlalAl,Az,A(:,,A4/) \ {Al,Az,Ag,A4/}
holds. LetX € p(AiaiA1,A2, Az, Ag) \ {A1,A2, A3, A4},
i.e, let P(Aja1A1, Az, A3, Aq,X) holds, and letX # Ay.
It is necessary to proveX € p(AjaiA1,Az,Az,Ay) \
{A17A27A37A4/}, i.e. P(AlalAl,Az,Ag,A4/,X). There-
fore, because of Theorem 1.5 we must prove that
P(AlalAl,Az,A4,A3,A4/), P(AlalAl,Az,M,Ag,X) and
Ay # X imply P(Arai1A1, A2, X, Az, Ay ). But, the first two
hypotheses mean that N A4A3 = U, AjAo NAsAy =V,
AcAyNAyAL =W resp.a; NAA3 = U, AjAo NAX =V,
AAs N XA = W' are collinear points (Fig. 5). Con-
sider two triangles with the verticéd/,A;, U resp. Ay,
X, V'. As the linesWAy, A1X, UV’ pass through the
point W' so by Desargues theoredyU N XV = U”,
UWNV'A; =V, WA NAX =W are collinear points.
But,U” =a;NXAg,V = A1ACNA3AY, W = A X NAyAL
and we havé’(Aja;Ag, Az, X, Az, Ay). On the same man-
ner (by the substitutiody < Ay) we can prove thaX €
P(Ara1A1, Az, Az, Aw) \ {A1,A2, Az, Ay } andX # A4 imply
X € p(AraiAg, A2, Az, Aq) \ {A1, A2, Az, As}.
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Figure 5

Theorem 3.2

P(Ara1A1, A2, Az, As) = p(ArarAr, Ay, Ay, Ay) for any
different points A, Ay, Ay € p(A1a1A1, A2, Az, Aq) \ {A1},

i.e, an one-fold specialized Pascal set is uniquely deter-
mined by its flag Aa;A1 and any three of its points, which
are mutually different and different fromy A

Proof. At least one of the pointdy, Az, Ay is differ-
ent from the pointsAz, As. Let be e.g. Ay # Ay, As.
From Ay € p(Ara1A1,A2,A3,A4) \ {A1,A2,A3} by The-
orem 3.1 p(A1a1A1,A2,A3,A) = p(ArarAr, Ay, Az, Az)
follows. At least one of the point®y, Az is dif-
ferent from the pointA;. Let be e.g. Az # A
From Ay € p(Ara1A1, Ay, A2, A3) \ {A1,Ay, Az} by The-
orem 3.lp(Ala1Al,A4/,A2,A3) = p(AlalAl,Ag/,A4/,A2)
follows. Finally, from Ay € p(AraiA1,Az,Ay,A2) \
{A1,Az,Ay} by Theorem 3.1p(Ara1A1,Az, Ay, A2) =
p(AraaA1, Ay, Ay, Ay) follows.

Theorem 3.2 and the definition of one-fold specialized Pas-

cal setp determined by the flagaAimply that any three
different points ofp are non-collinear and thaXIa iff
X = Afor any pointX € p.

A line ay such thatP(Aja;A1, AvaxAz, Az, As) holds is
said to be aangent of the one-fold specialized Pascal set
p(Ara1A1,A2,A3,As) at the point A. According to The-
orem 1.7 therey is a tangent ofp(Ara1A1, Az, Ag, Az) at
the pointA,. The linea; is said to be the tangent of
p(Ara1A1, A2, Az, As) at the pointh;.

Theorem 3.3
There is one and only one tangent @pa; A1, A2, Az, As)
at the point A.

Proof. LetU = a;NAAz, V = AjAoNA3A4. A line
ay is a tangent ofp(Aja1A1,A2,Az,A4) at the pointAy
iff P(AlalAl,AzazAz,Ag,N) hO|dS, i.e. iff U,V,W =
ax N A4A; are collinear points, i.e. iflp = AW, where
W =AA1NUV.

Theorem 3.4

Let be Ay S p(AlalAl,Az,Ag,A4) \ {Al,Az,Ag}. Aline @
is the tangent of (Ara;1A1, Az, Az, Aq) at the point A iff a
is the tangent of (Aga1A1, Az, Az, Ay) at the point A.

Proof. The statement is trivial iy = A4. Let further
Ay # A4. By Theorem 1.5y € p(Ara1A1, Az, Az, Ag) \
{Al,Az,Ag} implies Ay € p(AlalAl,Az,Ag,A4/) \
{A]_,Az,ﬁ(:,} and we haveP(A1a1A1,A4,A2,A4/,A3), i.e.
aaNAAy = U, AlAANAYAs =V, Ao NAAL =
W are collinear points (Fig. 6). Let, be the tan-
gent of p(AjaiA1,A2,Az3,A4) at the pointAy, ie. let
P(Aja1A1, AxazA,A3,A4) hold. Then by Theorem 1.6
we haveP(Aja1A1, Az, AvapPo, Ay), ie. agnay = U/,
A1AsNAAL =W, AsA, N A4A; =W are collinear points.
Consider the triangles with the verticas U’, A; resp.Ag,
W, V. The linesAxAs, U'W, AV pass through the point
W' and Desargues theorem implies thE; "WV = U,
A1A> NV A3 =V, AU’ N AW =W are collinear points.
But,U = a; NAAy, V" = AAA N Ay A3, W' = ap N AzAL
and we haveP(Aja1A1, AxaAr, Ay, Az), i.€e. ay is the tan-
gent of p(Aja1Aq, Ag, Ay, Az) = p(ArarAg, Ap, Ag, Ay) at
the pointA,. The proof of the converse follows by the
substitutionAy < As.

Ay

Figure 6
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Theorem 3.5

Let Ay, Ay € p(AraiAr,A2,A3,A4) \ {A1,A2} be

two different points. A line & is the tangent of
p(Ara1A1,A2, Az, As) at the point A iff a is the tangent
of p(Ara1A1, Az, Az, Ay) at the point A.

Proof. By Theorem 3.2 p(Aja;Aq,Az,Az,Aq) =
p(Ara1A1, A2, Az, Ay). At least one of the pointdg, Ay
is different from the poinfz. Let be e.g.Ay # Az. From
Ay € p(A1a1A1, Az, Az, Ag) \ {A1,A2,As} by Theorem 3.2
p(Ara1A1, A2, Az, A1) = p(AraaAr, Az, Ay, Az) follows and
by Theorem 3.4y is the tangent op(Ara1A1, Az, Az, Ag)
atthe poin#; iff ay is the tangent op(Ara; A1, Az, Ay, Az)
at the pointAy. From Ag € p(Ar1aaA1, A2, Ay, Az) \
{A1,A2,Ay} by Theorem 3.2 it follows thady is the tan-
gent of p(Ara;A1, Az, Ay, Az) at the pointA; iff ay is the
tangent ofp(Ara1An, Az, Ay, Az ) = p(AraaAr, A2, Az, Ay)
at the pointA;.

Theorem 3.6
If az is the tangent of p= p(A1a1A1, A2, Az, A4) at the point
A, then A is the unique point such thabA p and Ala.

Proof. We haveP(Aja;A1, AvaxAz, Az, A1) and therefore
AIap iff i = 2. Suppose that there is a poifs§ € p\
{A1,A2,A3,As} such thatAsIa,. Owing to Theorem 3.2
we havep = p(Aja;A1,A2,A3,As) and by Theorem 3.5
ay is the tangent op(Ara1A1, A2, Az, As) at the pointAy.
Therefore we hav®(Aja1A1, ArxazAz, Az, As) which con-
tradicts withAsIap.

If pis an one-fold specialized Pascal set ant a tangent
of p at its pointAy, then we say thahaxA; is aflag of p.

Theorem 3.7
If ArapxA; is a flag of gA1a1A1,A2, A3, As),
P(Ara1A1, Az, Ag, Ag) = P(AgazAz, A1, A3, As).

then

Proof. The lineay is the tangent op(Aja1A1, Az, Az, Ag)
at the pointA; and soP(Aja1A1, ArazAr, As,As) holds,
wherefrom by Theorem 1.P(AzaxAz,AranAi,As,As)
follows, i.e. a; is the tangent ofp(AxaxAz, A1, Az, As)
at the point A;, and a; N A)A3 = U, AlA N
AsAy =V, ax N AAL = W are collinear points
(Fig. 7). LetX € p(Ara1A1,A2,A3,As) \ {A1, A0, A3, A},
i.e. let P(Asa1A1,A2,A3,A4,X) holds.  We must
prove X € p(AzazAz,Al,Ag,M) \ {A17A27A37A4}, i.e.
P(A2aA2,A1,A3,A4,X).  According to Theorem 1.5
we haveP(AjayAg, A2, X, Az, Ag), i.e. agNXAg = U/,
A1Ao NAsAL =V, ApX N ALA; =W are collinear points.
The linesAsX, VW' , UA; pass through the poitt’ and
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Desargues theorem implies the collinearity of the points
VUNWA; =W, UAGNAX =V, AV N XW =W,
But, we haveW = ap N A4A1, V' = ApAg N A X, W' =
AsAs N XA, i.e. P(AzazAz,Az,A4,A1,X), and Theo-
rem 1.5 impliesP(A2axA2,A1,A3,A4,X). On the same
manner (by the substitution&; «— Ay, a; < ap) it can

be proved thak € p(AxapAz, A1, A, As) \ { A1, A2, Az, Au}
impliesX € p(Ara1A1, Az, Az, As) \ {A1, A2, Az, As}.

Figure 7

Theorem 3.8

Let AvapAs be a flag of fA1a1A1,A2,A3,Ar). Aline & is
the tangent of PA1a1A1, A2, Az, A4) at the point A iff az is
the tangent of PAraxAz, A1, Az, As) at the point A.

Proof. As in the proof of Theorem 3.7 we con-
clude thata; is the tangent ofp(AzapAz,A1,Az,A4)
at the pointA;. We have P(Aja1A1, AvaAr, Az, Ag)
i.e. by Theorem 1.6P(AjaiA1,As,AcaxAz,A4), and
agnNax =U, AAASNAA; =V, AsAoNA4A; =W are
collinear points (Fig. 8). Letag be the tangent of
P(Ara1A1, Ao, Ag, Ag) = p(ArarAr, Az, Az, Aq) at the point
Az.  Then P(Ara1A1,Aza3A3,A2,A4) holds, i.e. a1 N
AzPAo =U’, AiAsNAAL =V, azNAAL =W are collinear
points. The lineW'V, AzA;, A1U pass through the point
U’ and Desargues theorem implies thgf; N AU = U”,
AW NUV =W, WA3NVA, =W are collinear points.
But,U"” = ax NAzAL, W = AcAz N A1 AL, W' = azgN AsAr
and we haveP(ArapAz, AzazAsz, A1, As), i.e. az is the tan-
gent of p(AxazAz, Az, A1, A1) = p(AvapPAo, A1, Az, Ay) at
the pointAs. The proof of the converse follows by the
substitutions\; « Ay, a3 « ap.
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Ay. Therefore, Theorem 3.8 implies that is the tangent
of p(Ara1A1, Ay, Ay, As) at the pointhy iff a4 is the tan-
gent of p(Ayar Ay, A1, Ay, As) at the pointAs. But, Ay
p(Ayay Ay, A1, Ay, As) and Theorem 3.5 implies thaj is
the tangent op(Ayay Ay, A1, Ay, Ag) in the pointAy iff a4
is the tangent op(Ayay Ay, Ay, Ay, As) at the pointA,.

4 Two-fold specialized Pascal sets

Let A1, Ay, Az be three non-collinear points arad, ap
two lines such tha#Ia; iff i = j. A two-fold specialized
Pascal setdetermined by the flag&yaiA;, AaxA, and
the pointAg is the set of pointp(AraiAr, AvazAz, Az) =
{A]_,Az,ﬁ(:,} @] {X | P(AlalAl,AzazAz,A(:,,X)}.

Figure 8

Theorem 4.1
P(AranAg, AcanPo, Az) = p(AranAr, AcapAr, Ay) for any
point Ay € p(AraAr, AcapAo, Az) \ {A1, A2}

Theorem 3.9

If Ar, Ay, Az, Ay € p= p(AraaA1,A2, Az, As) are four

different points and if @ is a tangent of p at the point;A

then p= p(AvayAy,Ar,Az,Ay), i.e. an one-fold spe- S

cialized Pascal set is uniquely determined by anyone of its P 00f- If Ay = Ag, the statement s trivial.

flags AaA and any three of its points which are mutually Letbe furtheiy 7 As. As Ay € P(AranAr, Azaoh, As) \

different and different from the point A. {A1,A2,As}, so we have P(Aia1A1, AxazPo, As, Ay ),
wherefrom by Theorem 1.P(Ajai;A;,AvapPAo, Az, Ag)

Proof. If Ay — A then we use Theorem 3.2. Let be follows, i.e. As € p(A1aiAr, AoaoAz, Ag) \ {A1, A2, Ag }.

further Ay # A;. At most one of the pointdy, Ay, Let now be X € p(Ara1Ar, AzapAz, As) \ {A1, A2, Ag},

Ay is equal toA;. Let be e.g. Ay # Ay.Ay. Then i.e. let we haveP(Aia1A1,AxaAr,Az,X), and let

Theorem 3.2 impliesp = p(Aia1A1,Ar,Ay,Ag). By X # Ag. We must proveX € p(ArarAr, ApaoA2, Ag ) \

Theorem 3.5ay is the tangent op(A1asAr, Ay, Ap,Ay)  1ALA2 Az}, 8. P(AiaiAr, Acaoh, Az, X).  There-

at the point Ay. Therefore, Theorem 3.7 im- fore, because of Theorem 1.6, we must prove that

plies p(AraiAs, A, Ay, Ay) = p(AvarAy, AL, Ay, Az). P(A1a1A1, Az, AoaoPo, Ag ), P(AranAr, Ag, AraoAz, X) and

So we have Ay € p(AyarAy,A1,Ay,Ag) and fi- Az # X imply P(AcaiAr, Az, AvapAz, X). But, the first

nally Theorem 3.2 impliesp(Ayay Ay, A1, Ay, Az) = two hypotheses mean thatNa; = U, AJjAsNAxAz =V,
p(Al/al/Al/,A217A3l,A4/). AzAo N A3/A1 =W resp.agnNaz = U, AJAsNAX = V/,

AszA, N XA =W’ are collinear points (Fig. 9).
Theorem 3.10

Let Ay, Ay, Ay € p = p(Ara1A1,A2,A3,A4) be different U o a
points such that A, Ay, Ay # A4 and let g be the tan-

gent of p at the point A. A line & is the tangent of p at
the point A iff a4 is the tangent of Ay ar Ay, Ay, Az, As)

at the point A, i.e. the tangent of an one-fold specialized
Pascal set at anyone of its points is uniquely determined.

Proof. If Ay = Az, then we use Theorem 3.5. Let be fur-
ther Ay # A;. At most one of the pointdy, Ay is equal
to A1. Letbe e.gA; # Ay. By Theorem 3.5 it follows that
a4 is the tangent op at the pointA, iff a4 is the tangent
of p(Aja1A1, A, Ay, As) at the pointAs. If we apply this
fact to the pointAy, instead of the poindy, then it follows
thatay is the tangent op(Ajai1A1, Ar, Ax, As) at the point Figure 9

11
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By Pappus theorem we hav@(V,W,A;, W' V' Ay),
ie. VWNWV =U, WANVA =V AW N
AV = W” are collinear points. ButU = a; N ay,
V" = AlAy N AX, W' = AyA, N XA;, and we have
P(Ar1a1A1, Az, A2aA2,X).  On the same manner (by
the substitutionAz < Ag) it can be proved thaX
P(ArarA1, AcapAr, Az ) \ {A1, A2, Az} and X # Ag imply
Xe p(AlalAl,AzazAz,Ag) \ {A]_,Az,ﬁ(:,}.

Theorem 4.1 and the definition of two-fold specialized Pas-

cal setp determined by flag&1a;A1 and AzaxA, imply
that any point ofp\ {A1, A2} is not-incident with the lines
ag, az, AP,

A line ag such thatp(Ara1A1, AcaxAz, AzazAz) holds is

said to be aangent of the two-fold specialized Pascal set

p(Ara1A1, AxazAz, Ag) at the point A. The linesa; anday
are said to be the tangentspfAra; A1, AvaxA2, Az) at the
pointsA; andAy, respectively.

Theorem 4.2
There is one and only one tangent dfpa; A;, Avap Az, Az)
at the point A.

Proof. LetU = agNAA3, W = axNA3A;. A line a3
is a tangent ofp(Ara1A1, AvapAz,Az) at the pointAg iff
P(Ara1A1, AxazAz, AzazAg) holds, i.e. iff AgTag and iff
U,V = A1A2Nag, W are collinear points, i.e. ifiz = AzV,
whereV = AjA> NUW.

Theorem 4.3

If az is the tangent of p= p(Ar1a1A1,Axa0A2,A3) at the
point Ag, then A is the unique point such thatA p and
AzIas.

Proof. We haveP(Aja1A1, AxaxAz, AzazAz) and there-
fore Ailas iff i = 3. The pointsa; NA2A3 = U, AjA2N

az =V, axNA3A; =W are collinear. Suppose that there
is a pointAs € p\ {A1,A2,As} such thatAsIas. Then
we haveP(AlalAl,AzazAz,Ag,A4), i.e. agNAA3 =U,
AtAoNAAL=A1AoNagz =V, axNAsAL =W are collinear
points. Therefore we haww’IUV andW’ = a,NUV =W
i.e. finally Ay = agN AW = ag N AJW = Ag, contrary to
the hypothesis.

If pis a two-fold specialized Pascal set axdh tangent of
p at its pointAg, then we say thahzazAg is aflag of p.

Theorem 4.4
If AsazAs is a flag of gAsaiAr,AcapAz,Az), then
P(Ara1A1, AcaAz, Az) = p(ArarAr, AzazAsz, Az).
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Proof. The lineag is the tangent op(AraiA1, AvaoAz, Az)
at the pointAz and soP(AjaiA1, AvapAr, AzazAg), i.e.
P(Aja1A1, AzazAs, AvapAy) holds, anday is the tangent
of p(Ara1A1,AzazAz,Az) at the pointA,. Moreover, we
have collinear pointsag N A2A3 = U, AsANaz =V,
axNAzA; =W (Fig. 10). LetX € p(AlalAl,AzazAz,Ag)\
{A1,A2,Az}, i.e. letP(Aja;A1, Avap Az, Az, X) hold. Then
a; N AA3 = U, AjAy N AsX =V, a N XAy =W are
collinear points. The linegVA;, UV’, A;X pass through
the pointW and by Desargues theorethA; NV'X =
u”, AWNX~A =V", WUNA)VN' =V are collinear
points. But,U” = a; NAzX, V/ = AlAsN XA, V =
a3 N A2A; and we haveP(Aja1A1, AzazAz, X, Az), i.e.
P(Ara1A1, AzsazAs, Az, X) because of Theorem 1.7. Hence
X € p(Ara1A1,AzazAz, A2) \ {A1,A2,Az}. On the same
manner (by the substitution® «— Az, az <> ag) we can
prove thatX € p(AjaiA1,AzazAs, A2) \ {A1,A2,Az} im-
pliesX € p(Ara1Ar, AcaxAz, As) \ {A1,A2,As}.

Figure 10

Theorem 4.5

Let As € p(ArasAg, AvapAo, As) \ {A1, Az, As}. Aline & is
the tangent of PAja1A1, AzapxAp, Az) at the point A iff as
is the tangent of A1a1A1, Az, Az, Aq) at the point A.

Proof. By Theorem 1.7 we havwe(Ajai1A1, AxazAz, Ag, Az),
i.e. aNAA, = U, AAANAJA3 =V, an
AsA1 = W are collinear points (Fig. 11). We must
prove that P(Ajai1A1,AsazAs,Aq,A2) is equivalent to
P(AlalAl,AzazAz,A3a3A3). If agNAzAL = v/, A1Az N
AsA; =V’ agNAA; =W are collinear points, then Pap-
pus theorem implie®(Az,Az,V,U,U’.V'), i.e. AsArnN
uu’ =U", AVNUV' =W, VUNV'Az =W are collinear
points. But,U” = a; N AxA3, W = AjA,Nag, W =
apxNAgA;. Conversely, ifg NAA3 =U", AijA,Naz =W/,
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ax N AsA1 = W are collinear points, then Pappus theo- we suppose tha is a tangent ofp(Ara1A1, AzazAsz, A2)

rem impliesP(U” U, Ay, V,A3,W), i.e. U"U NVAz =U’,
UANAW = V', AV NWU” =W are collinear points.
But,U’ = a1 NA3A4, V' = A1AsNALA, W = azg N AA.

Figure 11

Theorem 4.6

Let AgazAzs be a flag and A a point of
p(ArasA1, AazAr,A3). A line a is a tangent of
p(Ara1A1, ArazAn, Ag) at the point A iff a4 is a tangent of
p(Ara1A1, AzazAsz, A) at the point A.

Proof. The statement is obvious iy € {A1,A2,Ag}.
Let be further Ay # Ag, Az As. We have A4 €
p(A1a1A1, A2a2A2,A3) \ {A1,A2,A3} and Theorem 1.7
implies Az € p(Ar1a1A1,AvaAz, A) \ {A1,A2,As}. Let
us suppose tha, is a tangent ofp(AjaiAr, AvapAz, Az)
at the pointA4. Then, by the definitionas is the tan-
gent of p(AraiA1, AvapA, A4) at the pointAs. There-
fore, Theorem 4.5 implies (by the substitutioigs«— A4,
az < as) thatay is the tangent op(AraiA1, Az, Aa, Ag) =
p(Ara1A1,A2,Az,As) at the pointAs. But AzazAg is
a flag of p(Ata;A1,AvapA2,A3) and Theorem 4.4 im-
plies p(AraiAr,AcaA2,Az) = p(AraaAr, AsazAs, Az).
So we haveAs € p(Ara1Ar,AzazAz,A2) and by Theo-
rem 1.7 we obtairP(AjaiA1, AzazAz, A, A2), i.e. A €
p(Ara1A1, AzazAs, Aq) \ {A1,A3,A4}. Moreover,ay is the
tangent of p(Arai1A1, A2, A3, As) = p(ArarA1, Az, A4, A2)
at the pointA; and Theorem 4.5 implies (by the substitu-
tionsAy — Ag, Az — Aq, Ay — Ap, a3 — ag) thatay is the
tangent ofp(Ara1A1, AzazAs, Aq) at the pointAs. Then, by
the definition,as is a tangent op(Arai1A1, AsazAg, Az) at
the pointAs. As AzazAs is a flag ofp(Ajai A1, AzazAg, Az),
so AgapAy is a flag of p(Ara1A,AzazAs,Ay).  More-
over, As € p(AtaiAr,AxaxAr,Az) implies Ay €
p(Ara1A1, AzasAsz, Az) because of Theorem 4.4. Now, if

at the pointA4, then on the same way as in the first part
of this proof (by the substitution8; < Az, az < ag) it
follows thatas is a tangent op(Aja; A1, AvapA, Az) at the
pointA4.

Theorem 4.7

If Ay, Ay, Ag € p(AraiAr,AcapAr,Az) are dif-
ferent points and @, ay are two tangents of
p(Ara1A1, ArazAr, Ag) at the points A, Ay, respectively,
then F(AlalAl,AzazAz,Ag) = p(Al/al/Al/,A2/a2/A2/,A3/)

i.e. a two-fold specialized Pascal set is uniquely deter-
mined by any two of its flags AaA, BaB and anyone of its
points different from A, B.

Proof. At least one of the pointsAy, Ay is dif-
ferent from A;. Let be e.g. Ay # A;. At first
let be Ay # Az, Then Ay € p(AraiAr, AxaxA2,Asz) \

{A1,A2} implies by Theorem 4.p(Aja1A1, AvapPo, Az) =
p(Ara1Ar, AxazAz, Ay ). As ay is a tangent of
p(Ara1A1, ArazAn, Ag) at the pointAy so ay is the tan-
gent of p(AjaiA1,AxazAx,Ay) at this point. There-
fore, Theorem 4.4 impliesp(Aja1A1,AvapAr,Ay) =
p(AraaA1,AyaxPAy,A2). At least one of the points
A1, Ay is different from Ay. Let be e.g. A1 #
Az. ThenAg € p(AraaAr, Apay Ay, Az) \ {A1,Ax} im-
plies p(AlalAl,Az/az/Az/,Az) = p(AlalAl,Az/az/Az/,A:;/).
Therefore, if we havAy £ Ay, thenp(AjaiAr, AxazAr, Ag) =
p(A1aaA1,AyaxAy,Ay) holds. Asay is a tangent of
p(Ara1A1, ArazAn, Ag) at the pointAy, thenay is a tan-
gent of p(Ara1A1,A2aA2, Ay) at this point. By The-
orem 4.6ay is a tangent ofp(Aja1Ar, Ayay Ay, A2) at
the pointAy, i.e. a tangent op(Aja1A1, Ayay Ay, Ay)
at this point. If we haveAy = A; and then necessar-
ily Ay # Ay then obviously p(AjaiAr, AvazAr, Ag) =
p(Ar1a1A1,AyaxyPAy,As) and we conclude again that
p(AraaAr, Apax Ay, Az) = p(AraiAr, Apay Ay, Ag) and
that ayy is a tangent of p(AjaiAr,ApayAy,Ag) at
the point Ay, Therefore, in every case we have
pP(Ara1Ar, AcazAz, Az) = p(Axaxy Ay, Ara1A1,Ay) and so
Ay € p(AyayAx,Aa;A1,Az). Moreover,ay is a tan-
gent of p(Ayay Ay, AjaiAr,Ag) at the pointAy. Now, let
Ay #£ Ap at first. FromAy € p(AyayAy,AjaiAr,Az) \
{Ay,A1} we obtain p(AyayAy,Ara1A1,Az) =
p(AyayAy,AraaA1,Ay) by Theorem 4.1. Asay is
a tangent ofp(AyayAy,A1a1A1,Ay) at the pointAy
so ay is the tangent of p(AyayAy,AjaiAr,Ar) at
the same pointA;;. Therefore, Theorem 4.4 implies
p(AZ’ ay Ay, ArasAy, Al/) = p(AZ’ ay Ay, Ayay Ay, Al) .
From Ay € p(AiaiAr,AcapPAo,A3) \ {Ar,Ax} =
P(AvayrAr,AraxAy,A1) \ {Ar,A»} we obtain finally

13
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P(Avay Ay, Apap Ay, A1) = p(ArarAy,ArayAy,Ay)
by Theorem 4.1. If we haveAy = A;, then
P(Araran, Ay ay Ay, Ag) = p(AvarAr, Ayay Ay, Ay ) ob-
viously holds.

Theorem 4.8

Let AvayAy, AxaxAy be two different flags of
p(AraaA1, AcaxAz,Az) and let A/,Ay # As. Aline & is
the tangent of PAja1A1, AzaxAp, Az) at the point A iff as
is a tangent of pPAyay Ay, AyaxAy,Ay) at this point, i.e.

the tangent of a two-fold specialized Pascal set in anyone

of its points is uniquely determined.

Proof. At least one of the pointdy/, Ay is different from
A1. Let be e.g Ay # Ag. Atfirst, let Ay # Ay. According
to proof of Theorem 4.7 we hav® Aja1 A1, AcaxAn, Az) =
|’.)(A1611A17 A2a2A2, Az/) = p(AlalAl, Az/ ay Az/ R Az) .
Then Az € p(AraiA1,AxyayAx,A) \ {A1,A»} and
Theorem 4.1 implies p(AiaiA1,AxayAy,Az) =
p(Ara1A1, Ayay Ay, Az). Moreover, AyayAy is a
flag of p(Ara1A1,AxaA2,A3) and therefore a flag of
p(Ara1A1, ArazAy,Ay). So, Theorem 4.6 implies that
az is a tangent ofp(Ara1A1, AvaxAz,Ay) at the point
Ag iff ag is a tangent ofp(AjaiA1, AyaxyAy, Ay) at this
point. Moreover, we conclude thag is the tangent of
p(AraaA1, AxaxAz, Az) at the pointA; iff ag is a tangent
of p(Ara1A1,ArazAz,Ay) at this point and thagg is a
tangent ofp(Ara1A1, Apaxy Ay, A2) at the pointAs iff as
is the tangent ofp(Ajai1A1,AxayAx,Ag) at this point.
Therefore, it follows finally in the caséy # A, that
az is the tangent ofp(Ara1A1, AxaxA2,Az) at the point
Az iff ag is the tangent ofp(Aja;A1,AxayAy,Az) at
this point. In the caséy = A, this statement is triv-
ial. Therefore, we have the conclusion: AbayAy
is a flag of p(AraiAr, AvapA2,Az) and Ay # A1, Az
then p(AlalAl,AzazAz,Ag) = p(AlalAl,Az/az/Az/,Ag)
and az is the tangent ofp(Aja1A1,AraxAz,Ag) at the
point Az iff ag is the tangent op(Ara1A1, Ayay Ay, Az),
i.e. of p(AyaxyAy,A1a1A1,A3) at this point. So, we
have now a flagAyayAy of p(AraiAr, AvapAo,Az) =
p(Ayay Ay, AraaA1,A3) and Ay # Ay,Az and on the
same manner (by the substitutioAs — Ay, Ay — Ag,
Ay — Ay, a1 — ay, a2 — a1, ay — ay) we conclude that
P(Azay Ay, ArarAr, Ag) = p(AyayAy,AyayAy,Ag) and
that az is the tangent ofp(AyayAyx,A1aiA1,Az) at the
pointAg iff ag is the tangent op(Ayay Ay, Ayay Ay, Az),
i.e. of p(Ayap Ay, Ayay Ay, Az) at the pointAz.
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5 Pascal sets

Now, we shall investigate the mutual relationships between
different types of Pascal sets.

Theorem 5.1
a) If AvarAr is a flag of gA1,A2,A3,A4,As5), then
P(A1L,A2,A3,Aq,A5) = p(A1a1A1, A2, Az, Ag).

b) If As € p(AlalAl,Az,A37A4) \ {Al,A27A37A4}, then
P(Ara1A1, A2, Az, Ag) = P(A1, A2, A3, A4, As).

Proof. The hypothesis of a) resp. b) is that
P(Aja1A1,A2,A3,A4,As) holds, wherefrom by The-
orem 1.4 P(Ara1A1,A2,A3,As5,A4) follows, i.e, the
points a; N AzAs = U’, AjAo N AsAy = U, AAz N
A4A; = W' are collinear. We must show that ¢
P(A1, A2, Az, Ag, As) iff X € p(AranAr,Az,A3,Ay). This
is obvious if X € {A1,A2,A3,A4,As}. Let be fur-
ther X # A1,A2,Az,A4,As. We must show that
P(Al,Az,Ag,A4,A5,X) implies P(AlalAl,Az,Ag,A4,X)
and conversely thatP(Aja1A1,A2,Az,A4,X) implies
P(A1,A2,A3,A4,A5,X). The first statement was proved
in fact in the proof of Theorem 2.3 (instead &%

it must be takenX). Let us prove the second state-
ment. P(Ara1A1, Az, Az, Aq,X) implies by Theorem 1.5
P(AlalAl,Ag,Az,X7A4), i.e. apNAX = u”, A1Az3 N
XA =W, AsA, N A4A; =W are collinear points (Fig. 4)
with X instead ofAg). By Pappus theorem we have
P(A1,A2,U" W U’ Ag), i.e. AilANWU' =U, AU N
U'Az =V, U"'W' N AzA; =W are collinear points. But,
U =A1ANALA5 V = Ao XNAsA3, W = XA1NAzA; and
S0 P(A1,A2, X, A4,As,Az) holds and Theorem 1.1 implies
P(A1,A2,A3,As4,As5,X).

Theorem 5.2

If A1, Az, As, A4 are four different points of an ordi-
nary Pascal set p andiathe tangent of p at the point
A1, then p is equal to the one-fold specialized Pascal set
p(Ara1A1,A2,A3,A4). Conversely, if A Ax, Az, A4, As

are five different points of an one-fold specialized Pas-
cal set p, then p is equal to the ordinary Pascal set
P(A1, A2, A3, A4, As).

Proof. Let p be an ordinary Pascal sét;, Ap, A3, Az € p
four different points and; the tangent ofp at the point
A;1. There is a poinfs € p\ {A1,A2,A3,A1} and by The-
orem 2.1 we haveg = p(A1,A2,A3,As4,As). By Theo-
rem 2.4a; is the tangent ofp(Ag, Az, Az, A4, As) at the
pointA;. So Theorem 5.1 impliep(A1, Az, Az, As,As) =
p(Ara1A1,A2,A3,A4). Conversely, letp be an one-fold
specialized Pascal set aid, Az, Az, A4, As € p five dif-
ferent points. By Theorem 3.10 there is the tangent
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a; of p at the pointA; and according to Theorem 3.9
we havep = p(AraiA1,A2,A3,A1). As we haveAs ¢
P(A1a1A1, A2, Az, Aq) \ {A1,A2,A3,A1}, so Theorem 5.1
implies p(AraiA1, A2, Az, A1) = p(A1,A2,A3, A1, As).

Theorem 5.3
a) Let Aa;A; be a flag of A1, Az, Az, As, As).

b) Let A € p(ArarA1, A2, Az, As) \ {A1, A2, A3, A4}

In both cases a lineds the tangent of (A1, A2, Az, A4, As)
at the point A iff it is tangent of gAja1A1, Az, Az, A4) at
the same point.

Proof. The hypothesis of a) resp. b) is that
P(Ara1A1,A2,A3,A4,As) holds, wherefrom by Theo-
rem 1.5p(A1a1A1, A2, As, Az, As) follows, i.e. a1 NAsAz =
U, AiANA3AL =V, AcAsNA4AL =W are collinear points
(Fig. 12). We must show tha®(AzazAz, A1, Az, A4, As)
holds iff P(Aia1A1,AvaxAz, Az, Asg). The hypothe-
sis P(AxazA2,A1,A3,A4,As) implies by Theorem 1.5
P(AzazAz,A4,A1,A3,A5), i.e. axNAA3 = W, AcA4 N
AzAs = V', AsA1 N AsA, =W are collinear points. Using
the Pappus theorem we haR¢A;,U, W'V’ Aq, Az), i.e.
AUNV/ AL =U" UWNAA3 =V, WV NAA; =W are
collinear points. ButJ” = a; NAA4, V = A1Ar N A4Az,
W = a; N AgA1 and soP(Aja1A1, AzapAz, Ag,Az) holds,
wherefrom by Theorem 1R(Aja1A1, AvaxAz, Az, Ag) fol-
lows. Conversely, letP(Aja;Aq, AvapAr,Ag,Az), i.e.
P(A1a1A1,A2a2A2,A3,A4) holds. ThenU”, V, W' are
collinear points. The Pappus theorem implies now
P(A1,A3,U.V,U" Ag), i.e. AJAsNVU" =W, AU N
U"As = V', UV NAA =W are collinear points. But,
W = ayNAAg, V/ = AoAy NA3As, W = AzA1 N AsA
and SdD(AzazAz,A4,A1,A3,A5), P(A2a2A2,A1,Ag,A4,A5)
holds.

Figure 12

Theorem 5.4

Let p; be an ordinary Pascal set and; an one-fold spe-
cialized Pascal set such thag p- p2 and let A € p1 = p».
A line & is the tangent of pat the point A iff it is the
tangent of p at this point.

Proof. Let A1, Az, As, As € p1\ {A2} = p2\ {A2}
be four different points and le; be the tangent of
p2 at the pointA;. Then by Theorem 2.1 we have
p1 = P(A1,A2,A3,A4,As) and by Theorem 3.9p; =
p(Ara1A1,A2,A3,As4) holds. Moreover, by Theorems 2.4
and 3.10 it follows thatp; and p(A1,A2,A3,A4,As)
resp. pz and p(A1a1A1,A2,A3,A4) have the same tan-
gent at the pointAy. As As € p2 \ {A1,A2,A3,Aq} =
p(AlalAl,Az,Ag,Aq)\{Al,Az,Ag,A4}, SO by Theorem 5.3
b) it follows thatay is the tangent op(A1, Az, Az, As, As)

at the pointd; iff ay is the tangent op(A1a1A1, Az, Az, Ag)

at the same point.

Theorem 5.5
a) If AyaxAy is a flag of gA1a1A1,A2,A3,A4), then
P(A1a1A1, Az, Ag, Ag) = p(ArdnAa, AodPo, Ag).

b) If Aq € p(AlalAl,AzazAz,Ag) \ {Al,Az,Ag}, then
P(Ara1A1, ApaoA2, Ag) = p(ArauAa, Ao, Ag, Aa).

Proof. The hypothesis of a) resp. b) implies
P(Aja1A1, AazAr, Aq,A3) by Theorem 1.7, i.e. a3 N
AAL=U, AJAoNA4A3 =V, apNA3A; =W are oollinear
points (Fig. 13).

Figure 13

We must prove thatX € p(AjaiAg,Az,Az Aq) iff
X € p(AraiAg, AvapAo, Az). The statement is ob-
vious if X € {A1,A2,A3,As}. Let be now X #
A1, A2, Az, As. Because of Theorem 1.5 and 1.6
we must show that P(AjaiA1,As,A1,A2,X) holds
iff P(Ara1A1,As, AvapA2,X) holds. If we have
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P(Ara1A1, Az, Aq, A2, X), then ag N A4A2 = U, AlAz N
AX =V, AsAsN XA =W’ are collinear points. As
the linesW/Ag, AjA,, UW pass through the point,
so Desargues theorem implies thatU N AW = U”,
UW NWA =V, WA; NAzA; =W are collinear points.
But, U" =a;Nay, V' = AJAzNAX, W = AzAo N XA
and so P(Aja1A1,As, AvapAz,X) holds.  Conversely,
if P(Aja1A1,As,AvapA2,X) holds, then u”, v, w”
are collinear points. As the line&/’Az, A1V, U"W
pass through the poinfA, so by Desargues theorem
AU NVW=U, U'W' NWh =V, WA NAV =W
are collinear points. But) = a;NA4A2, V' = AjJAsNAX,
W = AsAsN XA and we havé(AjaiAr, Az, Ag, Az, X).

Theorem 5.6

If A1, Ap, Ag are three different points of an one-fold spe-
cialized Pascal set p and aa, are the tangents of p at the
points A, A, respectively, then p is equal to the two-fold
specialized Pascal set fya; A1, AvapAz, Az). Conversely,

if A1, Ao, Az, A4 are four different points of a two-fold spe-
cialized Pascal set p and,ahe tangent of p at the point
A, then p is equal to the one-fold specialized Pascal set
P(Ara1A1, Az, Az, Ag).

Proof. Let p be an one-fold specialized Pascal s&f,
Ay, Az € p three different points andy, ay the tan-
gents ofp at the pointsAs, Ay, respectively. There is a
pointAs € p\ {A1,A2,As} and by Theorem 3.9 we have
p = p(AraiA1,A2,A3,A1). According to Theorem 3.10
a4 is the tangent op(Ara1A1, A2, Az, As4) at the pointAy.
Therefore, Theorem 5.5 impligg(Aja1A1, A2, Az, A1) =
p(AraaA1, AcaxA2,Az).  Conversely, letp be a two-
fold specialized Pascal sef1,Az,A3,A4 € p four dif-
ferent points anda; the tangent ofp at the pointA;.
According to Theorem 4.8 there is the tangemt of

p at the pointAy and because of Theorem 4.7 we
have the equalityp = p(Aja1A1, AxazAr,Az). As As €
P(A1a1A1, A2axA2,Az) \ {A1,A2,As}, so Theorem 5.5 im-
plies p(AlalAl,AzazAz,Ag) = p(AlalAl,Az,A37A4).

Theorem 5.7

Let AvapAs be a flag of pA1a1A1,A2,A3,Ax). Aline & is
the tangent of PAja1A1, A, Az, As) at the point A iff it is
the tangent of PAra1A1, AvapAz, Az) at the same point.

Proof. The hypothesi®(AjaiAr, AvasAz, Az, As) is the

two-fold specialized Pascal set such that=p p2 and let
Az € p1 = pz2. Aline & is the tangent of pat the point A
iff it is the tangent of pat this point.

Proof. Let A1,A2, A1 € p1\ {As} = p2\ {As} be three
different points and let;, a; be the tangents op, at
the pointsA;, Az, respectively. Then by Theorem 3.9 we
havep: = p(Ar1aiA1,A2,AsA4) and by Theorem 4.1, =
p(Ara1A1, AxazAz, Az). Moreover, by Theorem 3.10 resp.
Theorem 4.8 it follows thap; and p(AiaiA1, A2, Az, As)
resp. pz and p(Ara1A1, AxaxA2,Az) have the same tan-
gent at the pointAs. As A4 € p2 \ {A1,A2, A3} =
P(A1a1A1, A2axA2,Az) \ {A1,A2,A3} so by Theorem 4.5 it
follows thatas is the tangent op(Aja1A1, A2, Az, As) at
the pointAs iff it is the tangent ofp(Ara1A1, AvaxAz, Az)

at this point.

Any ordinary Pascal set, any one-fold specialized Pascal
set and any two-fold specialized Pascal set are said to be
a Pascal setBecause of Theorems 5.1 and 5.5 any Pascal
set is simultaneously an ordinary Pascal set, an one-fold
specialized Pascal set, and a two-fold specialized Pascal
set.

6 Pascal-Brianchon sets

A simple 6-line aayazasasag is a set of six linesy, ap,

as, as, as, ag taken in this cyclic order in which any two
consecutive lines and any other line are non-concurrent.
We say that this 6-line is &rianchonian 6-lineand we
write B(ay,ap,as, a4, as,ag) if the lines(a; Nay)(asNas),
(apNag)(asNasg), (azNas)(agNay) are concurrent.

The Pappus theorem can be stated now in the dual form:

If a1, a3, as resp. ap, a4, ag are concurrent lines then
B(a1,a2,a3,a4,8s, ).

Now, we shall dualize the whole above-mentioned
theory. E.g. atwo-fold specialized simple 6-line
atArapapAvazazay of type 1lis a set of four linesas,

ay, as, a4 taken in this cyclic order in which any three
lines are non-concurrent, and of two poimts, A, such
that AiIa; iff i = j. We say that this 6-line is &ri-
anchonian two-fold specialized 6-line of typeahd we
write B(ajAjaz,axAxap,az,a4) if the lines Aj(ax N az),

same as the hypothesis of Theorem 4.5 and so the proofai Naz)(azNas), A2(asNap) are concurrent. Awo-

is the same as the proof of Theorem 4.5.

Theorem 5.8
Let m be an one-fold specialized Pascal set and g
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fold specialized Brianchon setetermined by two flags
arAra1, apAzaz and a lineag such thatAiIa; iff i = j is
the set of lined(ajAra1, a2A0az,a3) = {ag,az,a3} U {x|
B(atArag, aAzaz,a3,x) } .
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Atangent of a Pascal set at one of its points has for the dualof b, then the ordered paiip,b) is said to be &ascal-

the notion of goint of contacbf a Brianchon set with one
of its lines.

Now, we can prove:

Theorem 6.1

Brianchon setlf A € pis a pointandi € b a line such that
AaAis a flag ofp, i.e. aAais a flag ofb, then we say that
(Aa) is aflag of (p,b).

According to Theorems 2.1, 3.9, 4.7 and their duals the
following theorem follows:

The set of tangents of a Pascal set is a Brianchon set. Con-
versely, the set of points of contact of a Brianchon set is a 1 Neorem 6.2

Pascal set.

Proof. It suffices to prove only the first statement. Let
p be the given Pascal set aldai;A1, AcaxAz, AsazAsz
three different flags ofp. Let AaA be any flag of
p. We shall prove that is a line of the Brianchon
set B(ajA1a1,a2A282,a3). The statement is trivial if
A€ {A1,Ax,As}, i.e. ac€ {a,a,a3}. Let be now
A #£ A Ap Ag, e, a#£ ag,ap,az. We must show that
B(ajArag,aA0ap,a3,a8) holds. By the hypothesis we
have P(AlalAl,Az,Agagag,A), P(A2a2A2,A1,AaAAg),
P(AlalAl,Az,AaAAg) and P(AzazAz,Al,AgagAg,A), i.e.
the triples of pointay Naz = V", AJAC NAZA=W, AcAzN
AAL =U; axna=V, AAINAA =W, AJANAZA; =
U, atna= v/, AA NAAs =W, AVANA3A; =V and
anNaz=U" AAINAA =W, AiAsNAA =V are
collinear (Fig. 14). Therefore, we haW’, V'TUW, and
U/, U"IVW, i.e. V', V", W resp.U’, U”, W are collinear
points. As the linesAiAz, (a1 Nag)(azna) = V"V/,
(agnay)(anag) = U"U’ pass through the point/, so
B(ajAsag, a3, a2Az2a2,a) holds, wherefrom by the dual of
Theorem 1.8(a1Ara1,a2Azaz, a3, a) follows.

Figure 14

If pis a Pascal set artwla Brianchon set such thhktis the
set of tangents o, i.e. pis the set of points of contact

A Pascal-Brianchon set is uniquely determined by:

a) any five different of its points;

b) anyone of its flaggA,a) and any three of its points
which are mutual different and different from A;

c) any two different of its flag&,a1), (Az,a2) and any-
one of its points different from;4and A;

d) any two different of its flageAs, a1), (A2,a2) and any-
one of its lines different fromyaand &;

e) anyone of its flag&, a) and any three of its lines which
are mutual different and different from a;

f) any five different of its lines.
Theorems 2.5, 3.6 and 4.3 and their duals imply:

Theorem 6.3
If (A,a) is a flag of a Pascal-Brianchon sép,b) and
A1 € p, & € b, then ATIa implies A = A and Ala; im-
plies a = a.

Let us prove the following theorem.

Theorem 6.4

Let(A1,a1) be a flag of a Pascal-Brianchon sgi, b). If by
is any line such that Afb; and by # a3, then there is one
and only one point X such thatI¥; and X< p\ {A¢}.
Dually, if By is any point such that By and By # A,
then there is one and only one line x such thar»Band
xe€ b\ {a1}.

Proof. It suffices to prove the statement for an ordinary
Pascal sep, any flagAia;A; of p and any lineb; such
thatA1Ib; andb; # &;. Atfirst let us prove the existence
of the required poinX. Let Ay, Az,As,As € p\ {A1} be
four different points. The statement of theorem is obvi-
ous if AiIby, for anyi € {2,3,4,5}. Let be furtherAy,

Az, A4, As non-incident withb;. Put AjA> N A4As = U,
AsAsNbr =W, A AsNUW =V, biNAgV = X. If it
wereX = Ay, then would beP(A1b1A1, A2, Az, As, As) be-
cause of the collinearity of the pointg N AzA; = W,

17
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AAo NALAs = U, AcAsNAsA; = V. But, thenAibiAp Now, the definitions of various types of Pascal and Bri-
would be a flag op, which is in contradiction withp; # a;. anchon sets and of tangents of Pascal sets or of points of
Therefore, we hav¥ # A;. The pointsA1 A, NAAs = U, contact of Brianchon sets imply:

AAsNAsX =V, AsAsN XA =W are collinear and we

haveP(A1, A2,As, Ag,As,X), i.e. X € p. Let nowX’' be  Theorem 6.5 (generalized Pascal theorem)

a point such thaX'1b; and X" € p\ {A1}. Because of A simple 6-pointis a Pascalian 6-point iff it is inscribed to
non-collinearity of any three different points pft follows a Pascal-Brianchon set.

necessarily)<’ = X.

Theorem 6.4 implies that any Pascal or Brianchon set con-Theorem 6.6 (generalized Brianchon theorem)
tainsn+ 1 points resp. lines, whereis the order (finite or A simple 6-line is a Brianchonian 6-line iff it is circum-
infinite) of the projective plane. scribed to a Pascal-Brianchon set.

In virtue of Theorem 6.4 we can define two new notions.

Let (A, a) be a flag of a Pascal-Brianchon $ptb). If cis References

any line such thatIcandc # a, then the poinK such that

XIcandX € p\ {A} is said to behe second intersection [1] LIEBMANN H., Synthetische Geometyieleubner,
of the linec with the Pascal sqd. If c = a, then we say that Leipzig-Berlin, 1934.

Alis the second intersection of the linvith p. If Cis any
point, such thaCIa andC # A, then the linex such that
Cixandx e b\ {a} is said to behe second tangeifitom
the pointC onto the Brianchon sét If C = A, then we say
thata is the second tangent from the po@hbntob.

We shall say that the simple 6-poinfsA2AzA4AsAs,
Ara1 A1ALAALAs, Arai Ar Ao Ao AsAg, Aran At ArAzazAsAy,

[2] VOLENEC V., “Projective definition of conic with-
out use of theory of projectivities”, Glasnik Mat.
12(32)(1977), 323-326.

Vladimir Volenec

or AjajAtAraArAzazAs are inscribed resp.  that Dept. of Mathematics

the Simp|e 6-lines aiapazazasag, aiAjajarazasas, Faculty of Natural Sciences, University of Zagreb
a1 AjagapAvapazay, ajA1a; axagAgazay OF agAjajaxAcaragAzas Bijenitka 30, Zagreb, Croatia
arecircumscribedo a Pascal-Brianchon s@t, b) if Aj € p e-mail: volenec®@math.hr

anda; e bfori=1,23,4,5,6.
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ABSTRACT

There are a lot of computer methods for solving mathema-
tical and other problems. Generally, they can be classified
into numerical, symbolic and analytic, as well as heuristic
methods which may include “artificial intelligence”. For
different problems, different approaches are needed. In
recent years the development of all the three groups of
methods has been very fast. Owing to an increasing num-
ber of hybrid methods which combine analitic, numerical
and heuristic approach, some very difficult problems have
been solved successfully.

Key words: artificial intelligence, heuristic methods, nu-
merical methods, problem solving, symbolic method
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Metode rjesavanja problema pomocu racunala
SAZETAK

Postoji mnogo metoda za rjeSavanje matematickih i osta-
lih problema uz pomo¢ ra¢unala. Mogu se uglavhom po-
dijeliti na numericke, simboli¢ke i analiticke te heuristi¢ke
metode u koje se moZe ukljuditi i "umjetna inteligencija”.
Razli¢iti problemi zahtijevaju i razli¢it pristup rjeSavanju.
U sve tri grupe metoda vidi se velik napredak iz godine u
godinu. Postoji i sve viSe hibridnih metoda, koje kombini-
raju analiti¢ki, numeri€ki i heuristi¢ki pristup i kojima su
vec uspjes$no rjeSeni i neki vrlo teski problemi.

Kljuéne rijeci: heuristicke metode, numeri¢ke metode,

rjeSavanje problema, simbolitke metode, umjetna inteli-
gencija

1 Uvod

Prve su vijesti o elektroniCkim racunalima bile pune de-
zinformacija i doZivljavale su se kao znanstvena farkasti

nego ikada ranije. Omogucena je suradnjamathnstve-
nicima koji Zive na udaljenim djelovima svijeta a osobno
se nine poznaju. Dogodile su se velike promjene u pisanju,
organiziranju i prelamanju tekstova. Moguca su automat-
ska mjerenja razlicitih pojava uz gotovo trenutnu obradu
rezultata i prikaz na ekranu u dalekom gradu. Graficke
mogucnosti raCunala su velike a graficki hardver i saftve
se i dalje brzo razvija, a to je Citaocima ovog ¢asopisa do-
bro poznato.

U ovom se pregledu ne namjeravamo baviti svim navede-
nim i nenavedenim primjenama racunala u istrazivanjima
nego temo se ustredotoCiti na upotrebu racunala pri
rjeSavanju matematickih i ostalih problema te njihovie pr
mjene.

Problemi koje rjeSavamo su vrlo raznovrsni. Neki su od
njih dobro definirani i imaju jedno ili nekoliko diskret-
nih rjeSenja. U nekima se rjeSenje moze odrediti u pri-
hvatljivom vremenu. Kod nekih drugih problema vrijeme
traZzenja tocnog rjeSenja bi i na najbrzem racunalo bil
tako dugo da se moramo zadovoljiti najboljim dohvatljivim
pribliznim rjeSenjem. Ima i problema kod kojih je skup
rjeSenja kontinuiran pa pokuSavamo naci najbolje. ¢ala ~

i takvih problema kod kojih je granica izmedjeSenja i
ne-rjedenja nejasna, pa ih prije svega treba preciznije fo
mulirati.

Navest ¢e se tri grupe metoda koje imaju primjenu u
rjeSavanju problema pomoc¢u racunala. To su:

o Numericke metode
e Simbolicke i analiticke metode

e Heuristicke metode i "umjetna inteligencija”

Postoje i druge metode, primjerice eksperimentalne, koje
se nete spominjati u ovom pregledu.

2 Numericke metode

Danas se najveta primjena racunala u matematici i tehnici
odnosi na numeritke metode. One potiCu vet od pocetaka
ljudskih civilizacija. Ratunanjem su se bavili materoati”

No u manje od pola stoljeca raCunala su postala nezaobi-starih naroda: Egiptani, Babilonci, Indijci, Feni¢aKi;
lazno pomagalo. Njihovim se moguénostima jo$ i danas nezi, Azteci, Maje itd. No njihovo racunanje se jo$ ne
Cesto zatudimo. U znanstvenom se radu i tehnici upo-moze nazvati numerickom metodom, jer su se upotreb-

trebljavaju na mnogo nacina. Informacije su brze dostupn

ljavali nedokazani empirijski postupci. Sustavni po&eta
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numerickih metoda je zapoc€eo u antickoj Grckoj. Grcki mogla primijeniti samo na jednostavne i male Skolske pri-
matematiCari su uveli pojam algoritma. Od mnogih nji- mjere. Danas se uspjeSno primjenjuje na sve linearne i ne-
hovih algoritama spomenut ¢e se Euklidov algoritam za linearne probleme matematicke fizike s primjenom u teh-

odredvanje najvete zajednicke mjere viSe brojevara-
tostenovo sito algoritam za odr&danje niza prim bro-
jeva. Arhimed je shvatio pojam limesa i pojam integrala
premda ih nije strogo formalizirao - primjerice interpreti
rao je povrsinu kruga kao granic¢nu vrijednost niza pmas
upisanih i opisanih pravilnih poligona.

Na zalost, Grcki su matematicari (iskljucujuci nelei-
mjerice Arhimeda koji je ujedno bio i inZenjer) imali eli-
tistiCki stav prema matematici. Primjenu na rjeSavanje

nici. Teorijskim istraZivanjima, numerickim eksperime
tima i inZenjerskim iskustvom je utvetho da MKE us-
prkos velikih prednosti ima nedostataka, pa se osim po-
boljSanja MKE, u novije vrijeme razvijaju i mnoge alter-
nativne metode.

3 Simbolicke i analiticke metode

prakt|ék|h prob|ema smatrali su Sroza\/anjem uzvidene Racunala su potakla i renesansu analitickih i simbdhick

znanosti, a numericke metode manje vrijednim “nuznim

metoda. ldejama automatske primjene tih metoda su se

zlom”. Taj negativan odnos prema numerickim metodama bavili vec Babbage i Turing prije pojave elektronickih

ni do danas nije posve nestao.

Kasnije je ipak glavni motiv razvoja numerickih metoda
bila primjena na mnoga podrucja znanosti i tehnike. Od
matematiCara i fiziCara koji su se uz ostalo bavili i tim me-
todama navodimo nekoliko: Fibonacci, Newton, Fermat,

Descartes, Gauss, Euler, Pascal, Laplace, Lagrange, Fo

urier, Rayleigh, Poincaré, Ljapunov, Courant... Navaaim
i neke nematematiCare od mnogih koji su dali veliki do-
prinos: Bairstow (aerodinamicar), Seidel (astronom), Ri
chardson i Lorenz, (meteorolozi), Aitken (statistiCa-
reto (ekonomist) ... Njihove su ideje matematicari prdiuze
te ih stroze formulirali, dokazali i poopcili. Izvorni &ari

ne bi viSe prepoznali svoje ideje.

Racunala su dala numerickim metodama novi impuls.

raCunala. Babbage je proizveo mehanicki kompjutor s ko-
jim se nije moglo baS mnogo racunati zbog neprekidnog
kvarenja, ali je to ipak bio vazan pocetak. Turing je kgsni
izumio matematicki model racunalduringov stroj lako
autor nije ni zamislio da se taj stroj “materijalizira”, uz
njegovu su pomo¢ formulirana nacela rada racunala koja
u velikoj mjeri vrijede i danas.

Brzo nakon pojave raCunala pojavio se programski jezik
LISP s kojim su se mogli rjeSavati simbolicki problemi.
Ubrzo zatim se pojavio i logicki jezik PROLOG, a nakon
toga jos veliki broj drugih simbolickih i logickih jezi
LISP je danas joS uvijek u intenzivnoj upotrebi, dok je
PROLOG u najnovije vrijeme zamijenjen novim jos jacim,
ali i jo§ apstraktnijim i sloZenijim logickim programsk

Mnoge metode poznate od ranije, znatno su se usavrsildezikomGodel

i upotrijebile za rjeSavanje vrlo slozenih problema.
Primjerice, iako je Gaussov algoritam eliminacije za

rjeSavanje sustava linearnih jednadzbi bio dobro poz-

nat med matematicarima i inZzenjerima, za Covjeka
oboruzanog papirom i olovkom bilo je vrlo teSko rijesiti

Nece se ovdje nabrajati svi programski jezici kojima se
mogu rjeSavati simbolicki problemi, ali treba navesti da
danas postoje i vrlo razvijeni matematicki paketi, od ko-
jih se isticu Mathematica Maple i MACSYMA. Ti pa-
keti sadrze veliki broj matematickih funkcija, algorita

sustav od desetak linearnih jednadzbi, a rieSenje saistavi transformacija. Uz pomoc tih paketa mogu se pojed-

od dvadeset jednadzbi je bio pravi podvig.

Uz pomot suvremenih racunala ni sustavi od nekoliko mi-
ljuna nelinearnih jednadzbi ne predstavljaju nesaviadi
prepreku (Ipak nije svejedno o kakvom se tipu neline-
arnosti radi. Za razne tipove se upotrebljavaju razlicite
metode.) NASA je pred tridesetak godina najavila do
kraja dvadesetog stoljeca numericko rjeSenje sustava o
oko milijardu jako nelinearnih jednadzbi, nastalih mode-
liranjem strujanja zraka oko avionskog krila. Nepoznanice
su diskretizirane veli¢ine koje opisuju turbulentno gEru
nje zraka, ali i velic¢ine koje opisuju pomake krila od di-
namickog opteretenja turbulentnim strujanjem. Osijéac
krila i strujanje zraka su medobno zavisni, pa jednadzbe
treba rjeSavati kao cjeloviti sustav. Ne znamo je li NASA-
ino predvithnje ostvareno, ali ako i nije to te se bez sumnje
uskoro dogoditi.

Bilo je metoda koje su se razvijale u teoriji u predkompju-

nostaviti matematicki izrazi, analiticki deriviratijeSavati
odreteni i neodredni integrali te obiCne i parcijalne dife-
rencijalne jednadzbe itd. Ako se neki problem ne moze
rijesiti analiticki, bilo zbog toga Sto je to nacelno-ne
moguce bilo zbog toga Sto neki postupci jos nisu imple-
mentirani u programski paket, moze se odmabh prec¢i na nu-
meriCki proracun. Prije pojave tih paketa Cesto je vazn
vremenski zahtjevni dio posla kod izrade magistarskih ra-
dova i doktorata iz matematike, prirodnih i tehnickih zna-
nosti sadrzavao medobno mnozenije ili potenciranje po-
linoma, supstituciju matematickih izraza umjesto vdulija

u drugim izrazima, deriviranje i integriranje sloZzenimku

cija i slicno. Isti je postupak trebalo ponavljati i provje
ravati nekoliko puta zbog greSaka. Upotrebom tih paketa
to su postale automatske operacije koje se mogu napraviti
brzo i bez pogreSaka. Pakdathematicase vet dugo upo-
trebljava u Hrvatskoj.

torsko vrijeme ali su bile zbog opseznih prorac¢una jedva lako ne postoji dokaz da nova verzija pakéfathema-
primjenjive. Tek s racunalima su mnoge od njih uspjesno tica moze rijesiti sve analiticki rjeSive integrale, nijed

realizirane. Osobito je veliku primjenu u inZenjerstvu
dozivjela metoda konacnih elemenata (MKE). Ideja je, ko-
liko je poznato, potekla od Couranta, ali se u to vrijeme
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sada naen ni jedan protuprimjer, premda su prema na-
vodima autora paketa - firme Wolfram Research, ispitani
svi primjeri iz svih poznatih i dostupnih zbirki integrala i
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jos mnogo integrala - generiranih na racunalu deriveemj  HeuristiCke se metode redovito upotrebljavaju i u svako-
sloZenihizraza i razliCitim transformacijama, pa im j@a dnevnom Zivotu. Kad idemo na posao nastojimo odabrati
liticko rjeSenje unaprijed poznato. Naravno, kako znamo najbolju varijantu: hocemo li i€i tramvajem, automolsiio

za mnoge se integrale moZze dokazati nemogucnost anaii pjeSice? Odlu€ujemo i kojim je putem najbolje proci.
lititkog riesenja elementarnim funkcijama. Njih ne neoz Odluke cemo donjeti bez proraCuna i mjerenja situacije na
analiti€ki rijesiti ni Mathematicani bilo koji drugi paket. terenu. Ponekad imamo djelomicne podatke. (Primjerice,

. . . S - saznali smo preko radija da je na glavnoj ulici zastoj zbog
Navedenim se paketima mogu rjeSavati obicne i parcijalne ) . ! 3
diferencijalne jednadzbe, za koje do sad nije bilo poznato prometne nesrece.) PomoCu podataka i iskustva od prije

= A= " J= : nastojat Eemo “od oka” procijeniti optimalno rjesenje.
rieSenje. Primjerice, u zadnjih desetak godina je otkrive y : o i

najmanje dvadesetak do nedavno nepoznatih analitickinKad nesto kupujemo odIucit cemo prema (vizualno pro-
rjeSenja Plateauovog problema minimalne plohe. Mini- Cijenjenoj) kvaliteti, cijeni, imenu proizvata, vlastitom
malna ploha je oblik koji bi poprimila opna od sapunice €Stetskom kriteriju, itd.

razapeta na zicu oblika zadane prostorne krivulje. RjgSe  Odluke donosimo u svakodnevnom zivotu pomoc¢u gru-
zadovoljavaju Lagrangeovu nelinearnu parcijalnu diferen bih procjena koje ne mozemo nazvati “metodama”. Ipak
cijalnu jednadzbu. Nije se ni slutilo da postoiji toliki [pro  ako slicni pristup Zelimo automatizirati za rad na raduin
analitickih rieSenja. Bez ratunala taj bi posao bio nmog moramo definirati sustavni postupak koji tada ipak postaje
tezi. metoda.

Takoter se u posliednje vrijeme unutar spomenutih pa- Programiipak jos daleko zaostaju za ljudskim mozgom jer
keta razvijaju programi za automatsko dokazivanje mate- moraju raditi po unaprijed definiranim pravilima. Istina je
matikih teorema i postignuti su ve¢ mnogi zanimljivi re- da postoje i programi koji mogu mijenjati svoja pravila,
zultati. Na po&etku se upisuju aksiomi koje program smije ali samo prema zadanim jos slozenijim "meta-pravilima”
upotrijebiti te hipoteza koju treba dokazati ili oboritiok ~ - Pravilima za promjenu pravila koja su ipak napisali pro-
rake dokaza raéunalo ispisuje u jeziku razumljivom mate- grameri. Mozda Cak postoje ili ce uskoro postojati i pro-
maticarima, pa ih specijalist za konkretno podrutje enoz grami koji mogu mijenjati i "meta-pravila” prema zada-
provjeriti. Naravno, dogzaise da neku tvrdnju programne NiM "meta-meta-pravilima™. Ne bismo se usudili prori-
moze ni dokazati ni oboriti. lako ¢e napretkom softvera i Catl buducnost i tvrditi da se jednog dana, mozda i prije
napretkom matematike kao znanosti takvih "neodlugenih” €90 Sto itko ocekuje, nece pojaviti doista inteligéstro-
sluCajeva biti sve manje, posve je sigurno da ih nete ni-18vi. A mozda inteligencija | nye n!§ta drugo nego ve-
kad posve nestati. Godel je dokazao da postoje neodlugiveKi Proj hijerarhijskih Ve slozenijih "meta-meta-meta
tvrdnje koje se u nacelu ne mogu (i nikada nece moci) ma- ﬂg\g,:gdt;aélICIECr:jgaszéné?ﬁi uf,}gﬁf,im ISFI,J;T; an?jl(Ja(‘t:]rLZSi-?wts
tkear;]:t;glgﬁwér:?ct)%dgﬂr;% rzlrr?c?;jaaz?tllj \r/\llj :I:@)orrrl]tgr;\:ialjptfgveogict’i ligencija bi trebala zapoteti modeliranjem podsviesti d
ljudi sa svjezim idejama, ali e im raCunala viSestruko- finiranjem ‘najnizeg" programskog jezika na ,t,oj razini. v
Zati i olak&ati rad tom bi jeziku trebalo izprogramirati slijedeti "sloj” u ko
: jemu bi se modelirao malo viSi stupanj svijesti i definirati
Do sad je ponovljeno mnogo poznatih dokaza, primjerice visi i apstraktniji programski jezik. Takva koncepcija bi
teorema iz euklidske planimetrije i stereometrije, a @€ s se rekurzivno nastavljala. Svaki bi se "sloj” naslanjao na
u "suradnji” Covjeka i raCunala dokazani neki do nedavno prethodni, a u njemu bi bio sadrzan programski jezik viSi
nedokazanih teSkih matematickih teorema. od prethodnoga. Nakon desetak slojeva moglo bi se mozda

Mathematica sadrzi vrlo djelotvorni programski je- V€C govoriti o pravojinteligenciji

zik s funkcijskim, simbolitkim, numerickim, logickim, Miipak neCemo vise teoretizirati o0 modeliranju intelige
grafickim i ostalim naredbama. Sadrzi i naredbe visoke Cije nego o metodama koje se vet danas upotrebljavaju.
razine, tako da je moguce pisanje vrlo kratkih programa. Dat Ce se pregled tih metoda bez pretenzije na potpunost.

Treba reci da je za u€inkovito programiranje u jezMat- Primjene su npr. automatsko preemje, razumijevanje
hematicapotrebno vise znanja iz teorije koja se upotreb- govora i pisma, prepoznavanje slika, orijentacija u prosto
ljava i vise vjestine programiranja nego za primjenu groc  ru, automatsko upravljanje vozilima i strojevima, medicin
duralnih kompjutorskih jezika. No trud ulozen u uCenje se ska dijagnostika, nalazenje rudnih lezista iz morf&ib3

viSestruko isplati. podataka o terenu, optimalizacija raznih sustava, Cak i
komponiranje glazbe itd.
et % ; Opcenito, heuristiCke metode i metode umjetne inteligen
4 ‘I‘—Ieu_rlstlclfe m.etOde..l N cije su osobito prikladne za rjeSavanje "mutnih” problema
umjetna inteligencija koji se ne mogu dobro matematitki formulirati, kao 3to

je primjerice vet spomenuta medicinska dijagnostika i
Kao treca "grana” razvijaju se heuristiCke metode i me- nalazenje lokacija potencijalnih rudnih leZiata iz ptada
tode tzv. "umjetne inteligencije”, koje vec sada imaju za- o konfiguraciji terena. Upotrebljavaju se i za dobro defi-
nimljivu i vrlo uspjeSnu primjenu u mnogim podrucjima nirane probleme koji bi se u teoriji mogli rjeSavati mate-
tehnike, medicine, ekonomije, biologije, ratnih operacij mati¢ckim metodama, ali se od toga odustaje zbog nedosta-
itd. tka ili nepouzdanosti podataka.
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Druga vazna klasa problema za koje se intenzivno primje-tocke u tom podrucju, pa se traZi optimum raetim
njuju metode umjetne inteligencije su problemi opteréten totkama. ("Slu¢ajno” na racunalu najcece znaci kva-
tzv. "kombinatorickom eksplozijom”. To su problemi za zislu¢ajno 3to se postize pomotu deterministickigoal
koje je poznat egzaktni matematicki algoritam, ponekad je tama "generatora slu€ajnih brojeva”. Postoje dodu$e-i ha
Cak i jednostavan, ali bi njegova primjena kad je broj ne- dverski generatori pravih slugajnih brojeva zasnovani na
poznanica velik, zahtijevala neostvarivo mnogo vremena. radioaktivnom raspadu nekih materijala ili na elektrigno
Poznati je primjer kombinatoricke eksplozije igranj@&a  jskrenjuitd. Slugajni brojevi asociraju na kockarnicigae
Nije posebno tesko napisatl na nekom programskom je-yq je i nazivMonte Carlg. Cesto se tako odabrane totke
ziku algoritam Koji bi pretrazivanjem svih varijanata do -, oyepliavaju kao potetni uvjeti za lokalnu matematick
kraja partije egzaktno odredio najbolji potez, ali realiza ;2174 ciiiy. - Postoji mnogo varijanata metolfmnte
cija takvog algoritma nije moguéa u stvarnosti, zbog gole- Carlo. Neke 6d njih se zasnivaju na slucajnim perturba-

mog broja varijanata koje bi trebalo istraziti, koje mnego , ; ih lokalnih oti ok h
truko nadma3uju mogucnosti bilo kojeg racunala. A treba cuamav_post_lgnutl okalnih optimuma u tijeku prethodnog
pretrazivanja.

priznati da $ah po broju podataka i mogucih varijanata ne
pretstavlja narocito veliki problem - postoji samo 64 pdlj  Zapravo veliki broj metoda umjetne inteligencije upotre-
32 figure. Problemi koji se pojavljuju u drugim djelatnos- bljava metodiMonte Carlokao jednu od svojih kompone-
tima, npr. u automatskom projektiranju, esto su veti za nata u trenutku donosenja odluka.

mnogo redova veli€ine, jer imaju neusporedivo viSe vari-
jabli‘i njihovih moguéih vrijednosti. U literaturi se nage
primjeri koji po formulaciji izgledaju prilicno bezazlen

ali bi za njihovo egzaktno rjeSavanje na nekom budutem o ge metode sluze pravilima kojima oponasaju odluke

racunalu mnogo djelotvornijem od danasnijih, trebalo mno Zivog eksperta. Pravila se odrgd u suradnji s viSe Zivih
gostruko viSe vremena od sadaSnje starosti svemira. Na-

ravno da se mora odustati od rjeSavanja takvog problemarStrUénjaka’ a mogu se i automatski odved na primje-
pretraZivanjem svih moguénost. ima. Ekspertni sustavi su se pokazali djelotvornima u me-

) R - - S dicinskoj dijagnostici, geoloSkim prognozama, geneijia
Metodama umjetne inteligencije nastoji se eliminirati-pre - gsnovnih varijanata projekata izborom postojecih ngée
trazivanja za koja se pribliznim rezoniranjem moze za- j; kataloga i mnogim drugim primjenama.

kljuCiti da vjerojatno ne sadrze optimum. Tako se dobi-
vaju rieSenja u prihvatljivom vremenu, ali se ne moze do-
kazati da su "apsolutno” najbolja. Samo se moze tvrditi
da su tako dobivena rjeSenja s vrlo velikom vjerojatnos¢
mnogo bolja od rjeSenja koja bismo mogli postici bez pri- A SO ,
mjene tih metoda. Ako opet uzmemo primjer iz aha, N@Stoii simulirati osnovno funkcioniranje mozga - ljudgko
program ¢e odrediti potez koji samo sluajno moze biti [ll Zlvotinjskog. U vecini slu€ajeva do sada nisu reabni
egzaktno najbolji, ali je vjerojatno najbolji koji se moze hardverski nego softverski. To su posebni programski pa-
odrediti na raspolozivom kompjutoru odabranim progra- Keti. Razvijaju se i pose_tzna hardverska n,e;ural_n_a racunala
mom u raspolozivom vremenu. Ni $ahovski velemajstor ne koja te kad dod do prakticne primjene moti raditi mnogo
moZe jam&iti da je njegov potez apsolutno najbolji - osim brze. Neuralne mreze se ne programiraju nego uce na pri-
u slu¢ajevima kad je rjeéenje jednostavno - primjerice ka Mmjerima. "Pokazuju” im se primjeri i rjeSenja tih primjera

je moguc forsirani matni napad ili pat te ¢esto u zaviisnic pa neuralna mreza moze automatski "zakljuciti” po kojim
kad je jako reduciran broj figura na ploci, pa se ipak mogu se pravilima mogu odrediti ispravna rjeSenja. Slijedate
analizirati sve mogucnosti. mjere program rjeSava samostalno pri cemu upotrebljava
Treta se klasa odnosi na pojednostavijeno i ubrzanot@k0 naucena pravila. Podrucje djelotvorne primjene ne-
riesavanie vrlo slozenih problema. Neki problem bi se mo- uralnih mreza je priblizno jednako podrucju primjenesek
gao jedamput to¢no rijesiti u prihvatljivom, ali dosta-du  Pertnih sustava: medicinska dijagnostika, geoloske pro-
gom vremenu. U procesima optimalizacije takav bi pro- gnoze, prepoznavanje oblika itd.

blem trebalo rjeSavati mnogo puta pa trajanje proracuna

postaje ipak neprihvatljivo dugo. Zato prihvacamo apro- 4.4 Fuzzy logika

ksimacije dobivene pojednostavljenim metodama. Zbog

slozenosti problema i pisanje programa bi dugo trajalo uz Postoje sustavi s tzv. "mutnom” logikom. Po klasi¢noj lo-
mnoge pogreske. gici neka smislena tvrdnja moze biti ili istinita ili laan
Navest te se nekoliko heuristitkih metoda i metoda Prema mutnoj logici tvrdnja nije posve istinita ni pove
umjetne inteligencije upotrebljivin za Siroku klasu pro- lazna, nego joj se moze pripisati "stupanj istinitostpr.

4.2 Ekspertni sustavi

4.3 Neuralne mreze

Sastoje se od sustava ¢vorova i veza izmefh ¢ime se

blema optimalizacije, bez pretenzije na potpunost: neki predmet nije ni potpuno svjetao ni potpuno taman
nego je 40% svjetao i 60% taman. Uvedena su pravila za
4.1 Metode Monte Carlo baratanje s tom logikom, koja pretstavljaju poopcenje nor

malne Aristotelove logike i Booleove algebre. Neki se pro-
Umjesto sustavnog pretrazivanja ¢itavog podrucja defin blemi mnogo brze ilakSe priblizno rjeSavaju pomodwa
cije problema, pretrazuju se samo "slutajno” odabrane formulacije nego pomocu klasi¢ne logike. Ta se metoda
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pokazala kao vrlo uspjeSna, posebno za probleme autoNa pocCetku se generiraju slu¢ajni nizovi naredbi uz pro-
matskog upravljanja u realnom vremenu, kad je potrebnovjeru sintakse - programi. Program koji za vise zadanih se-
vrlo brzo odrediti priblizno rjeSenje. Primjeri su autath  tova ulaznih podataka dobiva vise ispravnih rezultata-ocj
sko odredanje potrebne ekspozicije filma na foto aparatu njuje se kao bolji. Méd programima se provode postupci
kad je jedan dio slike u mraku a drugi dobro osvjetljen, ili “krizanja” i "mutacije” te se odabire skup najboljih koji
prilagothvanje rada semafora trenutnoj situaciji u prometu. prezivljavaju.
Kad se primjenjuje na optimalizaciju mutna se logika Cesto I . - :
primjenjuje u kombinaciji s drugim deterministickimipro  IStovremeno se provodi slicna simulacija prirodne selek-
babilistickim algoritmima. cije meal setovima l_J_Igznlh_ pp_dat_gka. Najbolji set ulazih
podataka je onaj koji je najkritiCniji, odnosno onaj na ko-

45 Genetiki algoritmi jemu najviSe programa daje pogresne rezultate.

Ako neki program zadovoljava sve takve evoluirane setove
Geneticki algoritmi su inspirirani Darwinovom teorijom podataka, znaci da prolazi test.
prirodne selekcije: U "nultom koraku” se pomotu genera-
tora slucajnih brojeva generira "populacija” potencijal
rieSenja koja zadovoljavaju propisana ogranitenjaa legj

Tako u toku "evolucije” programi zadovoljavaju sve vise
sve strozih testova. Na kraju procesa preostaju samo pro-
nazivaju "genomi’. Izméd njih se odabere podskup oda- 9ra@mi Koji su ispravno rjesili sve testove, pa se konaori p
branog broja najboljih. Najbolja rjedenja su ona kojaimaj Piednik odredje izmed njih po nekom drugom kriteriju,
najmaniju vrijednost funkcije cilia. Svako od tih rjeenja NPr. brzini. Naravno, nikada nije posve sigurno da ne po-
je definirano odabranim brojem "gena”. U sljedecim ko- Stoji neki neotkrivenitest na kojemu bi i taj pobjednik "pao
racima se generiraju "potomci” koji od svakog roditelia ha ispitu”. No i programima koje su napisali ljudi se po-
nasljediju dio genetskog koda. Kod toga ne treba doslov- nekad i nakon vise godina ispravnog rada pojavi pogresno
no kopirati prirodu pa svako "dijete” moze imati i vise od rjesenje za neki skup ulaznih podataka.

dva "roditelja”. Takoer za razliku od prirode, rjesenja \yjieme evolucijskog programiranja je za neke tipove
koja su dovoljno dobra ne stare i ne umiru, Nego Mogu hsplema mnogo krace nego pisanje konvencionalnog

"zivjeti viecno™. Unija skupa "roditelja” i skupa "poto- programa koji rade programeri, ali su programi gotovo
necitljivi za ljude.

maka” €ini novi zajednicki skup iz kojega se opet odabire
podskup najboljih. Osim "krizanja” predwahe su i "mu-
tacije” - sluCajne promjene vrijednosti nekog gena. To je o o
uvedeno zbog toga da se u kona&nom rjedenju omoguc#-7  Simulirano kaljenje

pojava i onih gena koje nema ni jedan od roditelja, a koji _ . . . . - ,

mogu dovesti do boljeg riedenja. Radi jos vete raznstiko 12 J€ algoritam inspiriran poboljSanjem svojstava metal
mogu se ukljugiti i novi sluajni genomi koji nisu dobivien ~ Preslaganjem atoma na visokoj temperaturi za vrijeme ka-
modifikacijom starih. Oni se zovu "imigranti”. Algoritam  lienja. Pocevsi od slucajnog ili drugim metodamaeraay
nema definiran kraj, nego se postupak moZze uvijek nastainicijainog rieSenja pokusava se slu€ajnim varijatigtog

viti. Ipak nakon izvjesnog broja koraka nova pobolj$anja riesenja naci bolje. Pri tome se dopusta i pogorsanje-u p
postaju vrlo rijetka i numeritki gledano malena, pa se pos- jedinim koracima, da bi se iziSlo iz lokalnog minimuma.
tupak obitno prekida po nekom kriteriju. Genetitki algo- U tijeku postupka se postepeno snizuje "temperatura” (5to
ritmi se s velikim uspjehom primjenjuju za mnoge vrste znaci da se sluCajne varijacije smanjuju). Matematcki
problema, a osobito kombinatoriCke optimalizacije, kiCa  rijeCnikom simulirano kaljenje se moze opisati kao nesta
za probleme diskretizirane kontinurane optimalizacije. cionarni Markovljev lanac u diskretnom vremenu. Najno-

Kao i u ostalim metodama umijetne inteligencije, jos brze Vije varijante algoritma automatski popravljaju parareetr
se dobivaju dobri rezultati "necistim” postupkom u kojem optlmallza_cue za vrijeme proracuna prema "iskustvu” iz
se genetski algoritam kombinira s nekom od klasi¢nih teh- dosadasnjeg tijeka procesa.

nika optimalizacije: Svako od rjeSenja dobiveno u tijeku

genetskog algoritma postaje pocetni uvjet za lokalnipost 4.8 Tabu algoritam

pak klasitche matematiCke optimalizacije, primjericadj¢

jentnom metodom. Jednostavni algoritmi probabilistickog i heuristiCkpre-
Lokalni optimumi dobiveni tim postupkom ponovo ulaze traZivanja dopustivog podrucja (Monte Carlo, simulwan
u novi korak genetskog algoritma. Dakle "djeca” se ge- kaljenje itd.) Cesto ne konvergiraju ili sporo konvergira

neriranju "krizanjem roditeljskih genoma”, mutacijama i zbog viSestrukog pretrazivanja vec pretrazenih dijaldo-
matematickom optimalizacijom. pustivog podrucja te se pojavljuju beskonacni ciklusib@

algoritam sprema podatke o povjesti ve¢ obavljenog pre-
trazivanja, pa ne dopuSta ponovno posjecivanje istii dj
lova podrucja. Na taj se nacin istrazuje uvijek novi dio
Zanimljivo je da se postupak slican genetskom algoritmu podrucja, zbog Cega raste vjerojatnost nalazenja ¢iiolga
moze primijeniti i na izradu kompjutorskih programa. optimuma. Taj se algoritam najceSte kombinira s drugim
"Geni” u tom programu su razlicite programske naredbe. metodama.

4.6 Evolucijsko programiranje
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4.9 Mravlja kolonija pomocu "umjetne inteligencije”. Nije cak uopte vazno
jesu li rezultati ispravni. Cesto se to radi pomo¢ nekog
softverskog paketa za onu metodu umjetne inteligencije
koja je trenutno u modi, a koju korisnik najvjerojatnije ni
ne razumije i tako se proizvede "izvorni znanstveni rad”.
e LAV . . - ; ; Ima recenzenata koji ne Zele priznati da nikad nisu ni Culi
ljaju kemijski "feromonski trag” po kojemu ih ostali mogu 74 hoyy metodu, pa im je najiednostavnije prihvatiti takav
slijediti. Onaj mrav kOJ' prvi slu€ajno naghranu vraca S€  rad. Neki su autori tak metodama umjetne inteligencije
u mravinjak udvostrucujuci svoj trag. Ostali mravi kee¢ oz aii sustave algebarskih jednadzbi, 3to je jedspro-

po tom tragu i dodatno ga pojacavaju svojim tragom. Oni pjema najprikladnijih za standardne deterministickeenat

mravi iz prve skupine koji,ni_su nasli hranu ili su ju nasli - rizye postupke a ujedno i izrazito neprikladnih za pri-
daleko od mravinjaka vrataju se kasnije. Njihov je trag mjenu umjetne inteligencije.

slabiji jer po njemu jos nisu iSli drugi mravi. S vremenom
sve viSe mrava ide po najjatem tragu do najboljeg nakazis
hrane. Neki od njih u madrremenu otkriju kraCi putdo 5 Zaklju ¢ak
cilja koji po istom algoritmu prihvacaju i ostali. Tragovi
s vremenom isparuju, pa se losSiji putevi kojima ide ma-  raz|igitim primjenama ima mnogo bitno razligitih tipav
nje mrava postepeno "zaboravljaju”. Tako kolonija mrava proplema. Metode riesavanja su vrlo raznovrsne. Za svaki
zajednicki nalazi optimalni put. je tip problema prikladna razli¢ita metoda. Ako mislimo
Ovaj algoritam je najprije vrlo uspjesno simuliran na na rjeSavanje na ratunalu metode mozemo podijeliti na
racunalu. Kasnije je i usavrSen napuStajuci analogiju numericke, simbolicke-analiticke te heuristicke i tode
mravljom kolonijom, jer kopiranje mrava nije bilo cili. U  umjetne inteligencije. Unutar svake od spomenutih klasa
najnovije se vrijeme poboljSava u kombinaciji s genetskim je veliki broj metoda, koje se nisu mogle pojedinacno ana-
algoritmom i sa strogim matematickim metodama. lizirati. Sad3aniji je trend kombiniranje viSe tipova oeé,

jer se time najdjelotvornije pronalaze dobra rieSenja.

Mravi, termiti, pCele i ose imaju svojstvo tzv. "kolektign
inteligencije”. Zadrzimo se na primjeru mrava. Mravi sva-
kog dana izlaze iz mravinjaka u potrazi za hranom. Prva
skupina mrava su "izviaCi”. Oni lutaju nasumce i ostav-

4.10 Celularni automati i metoda perkolacije

Cesto se razlicite pojave na kontinuumu ili na nepravil- .
noj mrezi mogu dobro aproksimirati idealiziranim diskret  Literatura
nim pojavama na pravilnoj mrezi. MreZza moZze biti kva-
dratna, ali i optenito romboidna, trokutna i $esterokutn [1] ARANTES E OLIVEIRA, E.R., BENTO, J., "The
Pojava se opisuje u diskretnim vremenskim koracima, a  Sense of Progress in Structural Engineering”, Deve-
prelaz s jednog koraka na drugi je definiran jednostav-  lopment of Knowledge-Based Systems for Engine-
nim pravilima, koja mogu biti deterministicka ili proba- ering, Springer-Velag, New York, Wien, 1998.
bilisticka. Na taj se nac¢in moze modelirati razmnozgea » . .
bakterija na hranjivoj podlozi, pritisci u zrnatom materi- [2] BVIORN”S' 'J”k'h Razv&] nJaten(wsathIéGNAnéo-
jalu, Sirenje Sumskih pozara, Sirenje epidemija razo- 42 ?ggglzleznjs%g 5|16 problema.,
lesti, procjedzanje vode kroz sustav pukotina, difuzija itd. ( )12,507-

[3] DVORNIK, J., "Numericke, simbolicke i heuristicke

4.11 Covjek u petlji metode”, GRAEVINAR 55(2003)10, 575-582 37-58

Mnoge od navedenih i drugih metoda optimalizacije se [4] HOFSTADTER, D. R.,Godel, Esher, Bach: An eter-
mogu joS viSe unaprijediti i ubrzati, ako se omoguci da nal golden braid Penguin Books, 1979.

covjek donosi odluku na kriticnim mjestima u algoritmu. .,
Strunjak moze iskoristiti svoju (prirodnu) inteligejug [5] MOREY, C., SCALES, J., VAN VLECK, E. S., "A Fe-

znanje, iskustvo i intuiciju da sprije¢i pretrazivanjgilo edback Algorithm for Determinig Search Parameters
djelova podrugja u kojima je mala vjerojatnost postiza- for Monte parlo Optimization”, Journal of Computati-
nja pravog riedenja. Ljudska odluka najceste mnogkstr onal Physics 146(1998), 263-281

ubrzava konvergenciju pri odrdnju pribliznog optimu- 51 'SHEA, T., EISENSTADT, M., Artificial Intelli-
ma. Neki programi u kriticnim trenucima postavljaju pita- gence Hérpér &Row. 1984.

nja strucnjaku, a njegov odgovor usmjeruje nastavak pre- ' '
traZivanja.

Treba na kraju istaknuti da se metode umjetne inteligencije Josip Dvornik

nazalost vrlo Cesto (zlo)upotrebljavaju za problemeHmj Gradevinski fakultet Sveutilita u Zagrebu
bilo mnogo lak3e rijeSiti bez njih. To se Cesto radi Cak i Katiceva 26. 10000 Zagreb
(ne)namjerno. Neki zadatak koji se moZe lako i brzo rijesi aciceva 0, agre
poznatim deterministickim matematickim metodama pos- e-mail: dvornik@grad.hr
taje mnogo nerazumljiviji i "znanstveniji” ako se rjeSava
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Sloj

The Layer
ABSTRACT

The layer is the basic unit of sediment rocks. In the pro-
jection with heights the presentation of the regular layer
limited with two parallel planes is shown. Profile of the
layer is constructed and the thickness and inclination of
layer are determined. Two cases of setting and solving the
layer are demonstrated.

Key words: projection with heights, layer, outcrop line,
thickness of layer

MSC 2000: 51N05

Sloj
SAZETAK

Sloj je osnovna jedinica sedimentnih stijena. U kotiranoj
projekciji dan je prikaz pravilnog sloja omedenog dvjema
paralelnim ravninama. Konstruiran je profil sloja i odredeni
su debljina i nagib sloja. Pokazana su dva slu¢aja zadava-
nja i rje$avanja sloja.

Kljuéne rijeci: kotirana projekcija, sloj, izdanak, debljina
sloja

Sedimentne stijene, odnosno taloZine ili sedimenti, nas-

taju na povrsini ili blizu povrsine Zemlje odredim bi-
oloskim, fizikalnim, kemijskim i geolo3kim procesima [5]
Istrazivanje i proucavanje sedimentnih stijena pokazuj
njihovu veliku vaznost za covjeCanstvo [4]. 1z sediment
nih stijena dobiva se priblizno 8590% svih mineralnih
sirovina u svijetu kao na primjer nafta, prirodni plin, ug-
ljien, aluminij, Zeljezo itd.

Sloj je osnovna jedinica sedimentnih ili taloznih stijena
[5]. Definira se kao geolosko tijelo uglavnom jednolicnog
sastava i strukture koja nastaje kontinuiranim talozanje
pri jednakim fizikalnim, kemijskim i bioloskim uvjetima.
Sloj je ome@n dvjema plohamajornjomi donjom sloj-
nom plohonkoje nastaju pri prekidu taloZzenja drasticnim
promjenama uvjeta taloZzenja. Slojne plohe mogu biti
ravne i medsobno paralelne, ravne i neparalelne, te valo-
vite. U prvom slucaju debljina sloja je podjednaka u svim
toCkama, a u ostalima moze varirati.

JASNA KOS -MODOR, EMA JURKIN

Sloj je najceSte nagnut pod vecim ili manjim kutom pa
se na povrsini terena pojavljuje samo njegov manji dio
koji se zoveizdanak PoloZaj sloja u prirodi odrage se
pruzanjem sloja, smjerom nagiba i nagibom [1]. Pruzanje
sloja je presjek sloja s horizontalnom ravninom. U ho-
rizontalnoj ravnini smjer nagiba je okomit na pravac
pruzanja sloja i pokazuje na koju stranu svijeta je slojnag
nut, a nagib je odrezh kutom koji sloj zatvara s horizon-
talnom ravninom [3].

Slika 1

Pravilan sloj bez poremetaja i bora moze se geometrijski
jednostavno prikazati ako se pretpostavi da su slojne plohe
paralelne ravnine.

Kako se sloj nalazi pod povrSinom Zemlje, dakle unutar
jedne topografske plohe ili terena, najpogodnija metoda za
njegov prikaz i rieSavanje je kotirana projekcija [2].
Promatrani sloj je dakle omed dvjema paralelnim rav-
ninama, gornjom i donjom slojnom ravninom. Te dvije
ravnine odvajaju sloj od okolne stijenske mase pri cemu se
takva masa iznad gornje slojne ravnine zkk@vina a ona
ispod donje slojne ravningodina

A

B CD)

izdanak

Slika 2
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Kod rjeSavanja sloja razlikuju se dva slucaja:
1 Na zadanom terenu krovinsku ravniouodrediju

tri buSotine (tri nekolinearne toCk&, B, C) kojima su za-

dani polozaji visina (projekcija i kota). Podinska ravafh

ljie krovinske i podinske ravnine s topografskom plohom
odretliju presjek sloja s povrSinom terenaedanak

Postavi li se jedna projicirajuta - profilna ravnia&oja
sijeCe topografsku plohu i sloj te ju se prevali zajedno s

je odre@na Eetvrtom busotinom ispod jedne od tri zadane dobivenim presjekom u po Zelji odabranu nivo ravninu, do-
busotine (npr. totk® ispod totkeC). Presjetne krivu-  biva se profil sloja (Slika 1).
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Profilna ravnina postavlja se uvijek okomito na slojnice
krovinske i podinske ravnine pa tako te dvije ravnine gjec
u njihovim priklonicama, 5to omogucuje da se na profilu
sloja odredi prikloni kuto (kut nagiba) tih dviju ravnina i
debljina slojad, tj. udaljenost krovinske i podinske ravnine
(Slika 2).

Na profilu sloja posebno su istaknute todkd F u ko-
jima rubovi izdanka sijeku profilnu ravninu. U prevalje-
nom poloZaju te dvije toCkE, i F, moraju biti u sjecistima
prevaljenih priklonica krovinske i podinske ravnine s pre-
valjenim terenom.

S

L

pravac pruzanja
sloja

Slika 4

Uz kut w pri rjeSavanju sloja odrege se i kuty izmetl
smjera sjeverés u nekoj tocki krovine i smjera nagiba
sloja, mjeren u smjeru kazaljke na satu (azimut).

2. Uz jednu buSotinu (tock&) odretknu polozajem i
visinom (projekcijom i kotom) na zadanom terenu, zadani
su kutoviwi y, te debljina slojal.
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Svodovi kao dijelovi kugline plohe
u ortogonalnoj aksonometriji

Vaults as Parts of Sphere in Orthogonal Axono-
merty

ABSTRACT

In order to represent an architectural structure we often
use axonometric methods. The most convinient type of
representing vaults as parts of spheres is orthogonal axo-
nomerty. The paper presents simple constructons of axo-
nometric representations of some architectural dome (sp-
herical, bohemian and pendentive) with view from above
and from below.

Key words: dome, contour, ellipse, orthogonal axono-
merty

MSC 2000: 51NO5

Svodovi kao dijelovi kugline plohe u ortogonalnoj
aksonometriji

SAZETAK

Za postizanje zornog prikaza arhitektonskog objekta
Cesto se sluZimo aksonometrijskim metodama. Kod
predocavanja svodova kao dijelova kugline plohe najprik-
ladnija je ortogonalna aksonometrija. U radu su pokazane
jednostavne konstrukcije aksonometrijskih slika nekih ar-
hitektonskih kupola (visece, €eske i bizantske) s pogledom
odozgo i pogledom odozdo.

Kljuéne rijeci: elipsa, kontura, kupola, ortogonalna ak-
sonometrija

1 Uvod

metriji, a u ostalim sluc¢ajevima rije€ jelkmsoj aksonome-
triji . Vrijednost aksonometrije je, posebno za arhitekte, u
velikom broju informacija koje ona nudi $to omogucava da
arhitektonski projekt bude realisticno prikazan i stoga r
zumljiv. U radu [3] arhitekt Ivan Juras naglasava: "U pro-
ceduri rada arhitekt aksonometriju upotrebljava u labora-
torijskom istrazivanju dok u procesu simulacije stvatnos
nuzno primjenjuje perspektivu, pa se ne moze strogo odvo-
jiti jedno od drugog.”

U ovom radu koristimo ortogonalno aksonometrijsku me-
todu za prikazivanje svodova kao arhitektonskih tvorbenih
elemenata. Konstrukcije su izvedene na primjerima visete
ceSke i bizantsk&upole(tal. cupola- svod ili krov polu-
kuglasta ili polukugli sli¢na oblika).

2 Viseta, Ceska i bizantska kupola

Ako je kupolaizvedena nad kvadratnim tlocrtom kod kojeg
je promjer polukugle jednak dijagonali kvadrata, govorimo
o viseCojili opisanojkupoli. (Slika 1)

Ortogonalno projiciranje na dvije ravnine opcenito needaj

dovoljno zoran prikaz objekta. Da bismo postigli zor-

nost, sluzimo se metodama paralelnog projiciranja na samo

jednu ravninu. Pritom su zrake projiciranja u optem
poloZaju s obzirom na koordinatni sustav. Zbog jednostav-

nijeg crtanja, objekt kojeg prikazujemo postavljamo u ko-
ordinatni sustav tako da mu osnovne dimenzije imaju smjer
usporedan s koordinatnim osima. Ako su zrake projiciranja Slika 1:
okomite na ravninu slike govorimoartogonalnoj aksono-

Visecta ili opisana kupola
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Svod kao dio kugline plohe nad pravokutnim tlocrtom zo-
vemoceskomili baroknonmkupolom. (Slika 2)

Slika2: Ceska ili barokna kupola

Tlocrt bizantskekupole ili kupole s pandantivimge kva-
drat s upisanom kruznicom. Kupola lezi na Cetiri sferna
trokutasta isjeCka ( tzv. pandantiva). (Slika 3)

Slika 3: Bizantska kupola ili kupola s pandantivima

30

Slika4: Bizantska kupola na svodu Sulejmanove

dZamije u Istanbulu.

3 Ortogonalno aksonometrijske slike
kupola

Pri promatranju nekog crteza smjer pogleda priblizno je
okomit na ravninu crteza. Kako je, pored toga, prika-
zivanje kruznica i kugli najjednostavnije u ortogonalnom
projiciranju, prirodno je da za zorni prikaz kugline plohe
odaberemaortogonalnu aksonometriju Na slikama 5,

6 i 7 konstruirali smo ortogonalno aksonometrijsku sliku
viseCe, ceSke i bizantske kupole, zanemarivsi njihdeio-
ljinu.

Ortogonalnu aksonometriju smo, na slikama 5 i 7, zadali
omjerom prikratan: n: p=9:6: 10, te konstruirali pri-
padnitracni trokut AXY Zi osni kriz na uobitajeni nacin
[4]. Ta je konstrukcija istaknuta na slici 5. Na slici 6 orto-
gonalna aksometrija zadana je po volji odabranim tracnim
trokutom za pogled odozdo.

Poznavajuci zakonitosti ortogonalne aksonometrije i Mon
geovog projiciranja mozemo pojednostavniti aksonome-
trijsku konstrukciju kupole. To postizemo tako da sréslis
polukugle postavimo u ishodiSte koordinatnog sustava, a
ravnine rubnih polukruznica kupole u poloZaj usporedan s
koordinatnim ravninama.

Aksonometrijski tlocrt kupole lako temo dobiti koriste€
perspektivnu afinost izniecaksonometrijske slike koordi-
natne ravningXx,y) i njenog rotiranog polozaja u ravnini
slike. Os te afinosti je trag koordinatne ravnimey) u rav-
nini slike, a par pridruzenih totaka @« (O). Ta je veza
posebno istaknuta na slici 5 gdje smo rotirani tlocrt ku-
pole, kvadratf1)(2)(3)(4), postavili tako da mu je srediste
u tocki (O), a stranice paralelne s rotiranim koordinatnim
osima(x) i (y). Naisti su nacin konstruirani i aksonome-
trijski tlocrti kupola na slikama 6 i 7. Napominjemo da
na slici 7 nije nacrtan aksonometrijski tlocrt one poluleug|
Ciji je promjer jednak stranici kvadrata 1234.
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Slika5: Ortogonalno aksonometrijska slika visete kupgb@gledom odozgo.
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Pri konstrukciji aksonometrijskih slika zadanih kupola ko Aksonometrijsku sliku kruznice paralelne(s,y) ravni-
ristimo dvije poznate Cinjenice: nom na bizantskoj kupoli (Slika 7) konstruirali smo odre-
- Ortogonalna aksometrija kruznice opcenito je elipsa. ~ divSi joj srediSteSna osiz. Kao Sto se vidi u nacrtu slike

- Kontura kugle u ortogonalnoj aksonometriji je kruznica > udaljenost(S, O) jednaka je polumjeru gornje poluku-

(to je aksonometrijska slika one glavne kruznice kugl@koj gle (;3ra_1vu yeliéinu te udaljenosti nanijeli smo na presal]
je paralelna s ravninom slike). polozaj 0siz®).

Aksonometrijske projekcije onih kruZnica kugle kojedeZz  Za odreivanje vidljivosti na aksonometrijskoj slici kupole
u ravninama paralelnim s koordinantnim, a upravo smo potrebno je konstruirati tocke u kojima rubne elipse dodi-
tako postavili rubne polukruznice kupola, lako je odredit  ruju konturnu kruznicu . Na slici 7 prikazano je to na pri-
Srediste svake takve elipse konstruirali smo pomocu roti mjery elipseky, koja je aksonometrijska slika kruznikg
ranog tlocrta, a ono leZi na slici odgovarajuce koordieat paralelne s koordinatnom ravninofyz). Ona s kontur-
osi. Ve_lik,a 0S vaa.‘ke takve elipse jednaka je promjeru od- g, kruznicomx ima dvije zajednitke totke. Na kupoli
govarajuce kruznice, a paralelna je s tragom ravnine u ko-Se nalazi samo jedna, totka. Konstruiramo ju kao pre-

joj kruznica lezi, odnosno s tragom njoj usporedne koordi sjek pravcan (presjecnica ravnine konturne kruznice kugle
nantne ravnine (tj. odgovarajucom stranicom tracnogsa tr SIEK P bres) . N . . 9
i ravnine odabrane kruznice) i kruznige. Pri tom ko-

kuta). Velicinu male poluosi moZemo konstruirati iz nje-

zine velike poluosii bilo koje totke te elipse [4, str. 18 "istimo Cinjenicu da paralelne ravnine presjecenecmet
je konstrukcija koritena za odiiednje svih rubnih elipsi ~ imaju paralelne presjecnice. Stoga je pra@graralelan s
na slikama kupolama. Ona je posebno istaknuta, zbog preiragom koordinantne ravning,z). Zbog toga 5to znamo
glednosti, na slici 6. smjer tog pravca za njegovu kostrukciju dovoljna nam je
Malu poluos elipseke, koja je aksonometrijska slika J€dna njegovatocka, npA. Konstruiramo ju kao sjeciste
kruznice ky, paralelne s koordinatnom ravninofx, z), tragary ravnine konturne kruznice kugle i koordinantne

konstruirali smo koriste¢i tockWl - krajnu totku promjera ran}if‘e(Xv y), s tragoms; raynine oda}brqne kruznice |§U-
elipse paralelnog s koordinatnom osi Luk pomotne gle i iste koordinantne ravnine. Trazeni pra@prolazi
kruZnice sa srediStem u toCKi i polumjerom jednakim  toCkomAi sijeCe kruznicux u toCkiK;. Konturna tocka

polumjeru kruzniceky, sije¢e pravac male osi u tocK. dakako mora lezati i na odabranoj poluelipsi kao aksono-
SpojnicaRT sijece pravac velike osi u tocil. Udalje- metrijskoj projekciji polukruznice. Analogno je konstru
nostd(T,P) jednaka je ygliéini male poluosi elipdg. irana i tockaks.

Ta je konstrukcija prikladna za odiigdnje konturnih
toCaka bilo koje elipse kao aksonometrijske slike kraéni

. kugle paralelne s odabranom koordinatnom ravninom.
;{ Stoga ju ponavljamo i za elipskiy, koja je aksonome-

) ) trijska slika kruznicekyy paralelne s koordinatnom ravni-
nom(x,y). Ona s konturnom kruznicorm ima zajednicke
tockeE; i Ez. Njih konstruiramo kao presjek pravbdb -
presjecnica ravnine konturne kruznice kugle i ravnina-od
brane kruZznice) i kruZnic& . TraZenije pravab paralelan

s tragom koordinantne ravniiie y) stoga nam je dovoljno
poznavati jednu njegovu totku. Tu totBumoZzemo npr.
konstruirati kao sjeciSte tragg ravnine konturne kruznice
kugle i koordinantne ravning, z) s tragones ravnine oda-
brane kruznice kugle i iste koordinatne ravnine. TraZzeni
pravach prolazi tockomB i sijete kruznicux u totkama
E1 i E. Konturne totke dakako leze i na elipgj.

/o
=) )
) ~. /

R < : \/‘/\\\\
Ay

Taj postupak koristili smo za odfednje konturnih to¢aka
i na slikama 5 i 6, a vrijedi za odfadnje bilo kojih kon-
turnih toCaka arhitektonskih objekata koji su dijelovi-ku

z gline plohe. Npr. pravab (sa slike 7) mogli smo takieat
Slika6: Ortogonalno aksonometrijska slika barokne konstruirati pomocu sjeciSta drugog traga ravnine koregu
kupole s pogledom odozdo. kruznicex idrugog traga ravnine kruznidey.
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Ny

Slika7:  Ortogonalno aksonometrijska slika bizantske keisgpogledom odozgo.
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U auli AGG-fakulteta (Kaciceva 26, Zagreb) od 5. velj@04. postavljena je izlozba fotografifag-e-Bam(Citadela
Bam) grada-utvrde uniStenog u katastrofalnom potresijépjogodio jugoistok Irana 26. prosinca 2003.

Autori suJelena Beban-Brkii Zoran Brkt.
IzloZbu se moZe pogledati tijekom veljaCe, svakim damah® do 19 sati.

Fotografija na ovitku ovog tasopisa jedna je od fotografigizlozbe.

O Arg-e-Bamu

Smijesten u jugoistocnom Iranu, 200 km juzno od grada keam grad-utvrda Arg-e-Bam sagesdje isklju€ivo od
nepecene cigle, ilovace i debla palminog drveca. Graahyebitno ustanovljen tokom perioda Sasanida (224-633 n.e
i dok je dio postojetih graglina sagraen prije 12. stoljeca, najveci dio nastaje za vladavinendda (1502-1722). To-
kom safavidskog perioda grad se rasprostirao na § kin je opasan bedemima s 38 kula i imao je iZn8600 i 13000
stanovnika. Grad se razvijao, vjernici Zoroastrijanci sgjpcivali Hram vatre, a bio je takedi gospodarski i trgovacki
centar na cuvenom Putu svile. Tokom razdoblja Safariafé-@3), na mjestu nekadadnjeg Hrama vatre sagiae
dZamija (Jame Mosque) u Cijoj se blizini nalazi grob Miftaima, mistika i astronoma koji je ondje Zivio prije tri fitee
godina. Opadanje vaznosti grada zapocCinje okupacijora po Afganistancima 1722., potom po okupatorima koji od
1810. nadolaze iz regijéiraza. U tom razdoblju grad je koristen kao vojarna, sv&@RP. kada je u potpunosti napusten.
Intenzivni restauratorski radovi zapoceli su 1953. gedin



P S

AN EESA R aananbl::

L 0 R W MR

. ' i

e et

.

i
e St _
B gy o]





