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SAŽETAK

U radu je dana konstrukcija nekoliko realnih točaka jedne
konike iz pramena konika ako je pramen zadan dvostrukom
realnom i parom konjugirano imaginarnih točaka ili parom
konjugirano imaginarnih diralǐsta.
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The Conic Given by the Imaginary Elements

ABSTRACT

In this paper the construction of some real points of the
conic from the pencil of conics is shown. The pencil of
conics is given by a double real point and the pair of ima-
ginary points or by the pair of imaginary touching points.

Key words: conic, imaginary points, perspective collinea-
tion
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In der Literatur kann man Konstruktionen mit imagin¨aren
Elementen nur selten finden. Die folgenden Konstruktio-
nen geh¨oren zu den Themen aus dem̈Erdgeschoss der
Geometrie¨und befassen sich mit den imagin¨aren Grund-
punkten eines Kegelschnittb¨uschels.

Aufgabe 1.

Ein Kegelschnittb¨uschel ist durch zwei reell zusammenfal-
lende PunkteF = M und ein konjugiert imagin¨ares Punk-
tepaarD1 undD2 an der Geradenq gegeben. Die Punkte
D1 undD2 sind als Doppelpunkte einer zirkul¨aren Involu-
tion mittels Laguerrischen PunktQ /∈ q gegeben (Fig. 1).
Die Aufgabe ist ein Paar beliebig reeller Punkte eines Ke-
gelschnittes dieses B¨uschels zu konstruieren.

Lösungsansatz

Alle Kegelschnitte des B¨uschels besitzen im PunktF =
M die gemeinsame Tangentef . Mit F = M, D1 und D2

und einem weiteren PunktN ist der Kegelschnittk dieses
Büschels eindeutig bestimmt. Dieses Kegelschnittb¨uschel
enthält zwei entartete Kegelschnitte. Eines ist in die Gera-
denq und f , das andere in konjugiert - imagin¨ares Gera-
denpaarFD1 undFD2 zerfällt.

Figur 1.

Stellen wir unsP und p als einen Punkt und seine Polare
bezüglich des Kegelschnittesk vor. Die Schnittpunkte ei-
ner den PunktP enthaltenden Geradent mit k sind mitT1

undT2 bezeichnet. Wegen des Polarit¨atsbegriffes sind die-
se Punkte in Harmonit¨at mitPundP1, wobeiP1 = t∪p ent-
spricht. Es gilt(T1T2PP1)=−1. Diese Tatsache erm¨oglicht
folgende Konstruktionen.
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Konstruktive L̈osung
Der Schnittpunkt der Tangentef mit der Geradenq sei
mit B bezeichnet. Da jedes Geradenpaar des involutori-
schen Geradenb¨uschels sehnkrecht zueinander steht, be-
kommt man entsprechend dem PunktB den zugeordneten
PunktB1 ∈ (q). Damit wirdb = B1F die Polare des Punk-
tesB bezüglichk.

Nun istU = NB∩b. Die GeradeNB schneidet den Kegel-
schnittk in noch einem PunktR, wobei(BUNR) =−1 gilt.
Daraus bekommt man einen zus¨atzlichen reellen PunktR
des Kegelschnittesk.

Mittels derselben elliptischen Involution an der Geradenq,
kann man die Polarea des PunktesA = FN ∩ q bekom-
men, wobei manG mittels der Harmonit¨at (FNAG) = −1
konstruiert.

Jetzt wird der PunktS= a∩b der Pol der Geradenq in Be-
zug aufk sein. Er ist der Schnittpunkt von allen Polaren der
Punkte von(q). Somit kann man mittels(B1SFP) = −1
den zweiten SchnittpunktP der Geradenb mit k konstruie-
ren.

Mit diesen fünf reellen PunktenF = M, N, R und P von
k haben wir die M¨oglichkeit, weitere Punkte dieses Kegel-
schnittes mittels Projektivit¨at relativ leicht zu konstruieren
[1].

Aufgabe 2.

Es wird ein Kegelschnittber¨uhrbüschel mit konjugiert -
komplexen Grundpunkten betrachtet [2]. Die Aufgabe ist
ein Paar beliebig reeller Punkte eines Kegelschnittesk
des Büschels zu konstruieren, wobeik mit einem weiteren
PunktN bestimmt ist.

Lösungsansatz
Sind je zwei der vier Grundpunkte eines Kegel-
schnittbüschels zusammengefallen, d.h.A≡ B undC≡ D,
es handelt sich um ein Ber¨uhrbüschel. Alle Kegelschnitte
eines solchen B¨uschels ber¨uhren im vorliegenden Fall zwei
konjugiert - komplexe Geradeng1 undg2 in den an der Ge-
radenq liegenden konjugiert - komplexen Grundpunkten
A undC. Diese Punkte sind die Doppelpunkte der ellipti-
schen Involution der konjugierten Punktepaare bez¨uglich
jedes Kegelschnittes des B¨uschels [1]. Die PunkteA undC
in der Fig. 2. kann man als ihre reelle Repr¨asentanten nen-
nen. Der ZentralpunktZ der Punktinvolution(q) liegt im
Mittelpunkt der StreckeAC.

Der eigentliche reelle SchnittpunktQ der imaginären Tan-
genteng1 und g2 ist der gemeinsame Pol der Geradenq
bezüglich alle Kegelschnitte des B¨uschels. An der Gera-
denZQ liegt somit ein Durchmesser jedes Kegelschnittes
des Büschels.

Mit einem PunktN ist ein Kegelschnittk dieses B¨uschels
gegeben. Wir m¨ochten ein paar beliebige Punkte dieses
Kegelschnittes, besonders seine Schnittpunkte mit der Po-
lare z des ZentralpunktesZ erreichen. Zu diesem Zweck
wird eine perspektive Kollineation gesucht, die den gege-
benen Kegelschnittk in einen Kreisk′ abbilden wird. Die
Geradeq soll diesen Kreis in derselben elliptischen Invo-
lution wie den Kegelschnittk schneiden, woraus schließt
man, dassq die Kollineationsachse ist. An der GeradenZL
wird deutlich ein Durchmesser des gesuchten Kreises lie-
gen (Fig.2).

Figur 2.

Konstruktive L̈osung
Man kann eine beliebige zu der Kollineationsachse paral-
lele Gerade w¨ahlen, die den Kreisc in zwei reelle und ver-
schiedene Punkte schneidet. Diese Geradez′ soll die Po-
lare des ZentralpunktesZ bezüglich des gesuchten Krei-
sesk′ sein. Die SchnittpunkteQ′

1 und Q′
2 der Geradenz′

mit k′ kann man als die Doppelpunkte der hyperbolischen
Involution an der Geradenz′ bezeichnen [1]. Die Verbin-
dungsgeradenAQ′

2 undCQ′
2 schneiden die GeradeZL in

einem Durchmesser des Kreisesk′. Dieser Kreis steht da-
mit ortogonal zum Kreisc. Die PunkteQ′ = z′ ∩ZL und
Q bilden ein zugeordnetes Paar bei der gesuchten perspek-
tiven Kollineation und damit wird ein Kollineationsstrahl
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bestimmt. Der Geradenn ≡ QN findet man entsprechend
die zugeordnete Geraden′ ≡ Q′N′, wobeiN′ am Kreisk′
liegt. Der KollineationsstrahlNN′ schneidetQQ′ im Zen-
trum S der perspektiven Kollineation. Entsprechend be-
kommt man die SchnittpunkteQ1 und Q2 der Geradenz
mit dem Kegelschnittk, wie auch alle anderen beliebigen
Punkte vonk.

Unter der Voraussetzung des fixen PunktesN hängt diese
Konstruktion nicht von der Wahl der Geradenz′ ab. Für je-
de Geradez′ wird ein Kreisk′ bestimmt, der sich mittels
einer perspektiven Kollineation im selben Kegelschnitt des
Büschels abbilden l¨asst.

Für jede Wahl des PunktesN bei fixem Kreisk′ bekommt
man nach obiger Konstruktion das Zentrum einer anderen
Kollineation(Si ,q,Q,Q′

i) und damit einen anderen Kegel-
schnitt des Ber¨uhrbüschels.
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