KoG-5-2000/01 J. Beban-Brki¢, I. Medved: Opc¢a teorija centralnih ploha 2. reda

Strucni rad
Prihvaceno 16. 12. 2000.

JELENA BEBAN-BRKIC
IVAN MEDVED

Opca teorija centralnih ploha 2. reda
uz podrsku softvera Mathematica

Opca teorija centralnih ploha 2. reda uz podrsku
softvera Mathematica

SAZETAK

U radu je dan postupak za prepoznavanje grafova central-
nih kvadrika zadanih jednadZbama u opéem obliku kao i
njihova klasifikacija. Napisan je program za ratunalo koji
na osnovu potetnih 10 koeficjenata opée jednadZbe plohe
drugog reda izratunava svojstvene vrijednosti i svojstvene
vektore matrice suZene forme plohe, ispisuje kanonski oblik
jednadZbe plohe te plohu klasificira i iscrtava, ukoliko je re-
alna, u standardnom (kanonskom) kao i u opéem poloZaju.

Klju¢ne rijeci: kvadrike, linearni operatori, svojstvene
vrijednosti, svojstveni vektori, dijagonalizacija, kvadratna
forma
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1. Uvod

Racunalni softver Mathematica omogucuje vrlo dobru vi-
zualizaciju ploha drugog reda (kvadrika) upotrijebe li se
njihove parametarske jednadZbe. Zadatak postaje sloZeniji
radi li se 0 kvadrikama zadanim njihovim jednadZbama u
optem obliku. U ovom je radu dan postupak za prepoz-
navanje grafa centralne (nedegenerirane) kvadrike zadane
takvom optom jednadZbom te njihova klasifikacija. Napi-
san je i program za racunalo koji na osnovu pocetnih 10
koeficjenata opce jednadZzbe plohe drugog reda izracunava
svojstvene vrijednosti i svojstvene vektore matrice suZzene
forme plohe, ispisuje kanonski oblik jednadZzbe plohe te
plohu Klasificira i iscrtava, ukoliko je realna, u standard-
nom (kanonskom) kao i u optem poloZaju.

Da bismo opravdali upotrijebljene postupke potrebno je
objasniti odredene pojmove:

- Linearni operatori;
- Slicne matrice;
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This paper offers the procedure for recognising central qu-
adrics graphs given by their equations in a general form as
well as their classification. There has been a program made
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tors of the matrix of the associated quadratic form within
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Svojstvene vrijednosti i svojstveni vektori;
Dijagonalizacija;

Simetri¢ni operator, simetri¢na matrica,;

- Ortonomirana baza, ortogonalne matrice;
Dijagonalizacija simetri¢ne matrice;
Kvadratna forma.

2. Linearni operatori

Neka je X vektorski prostor nad poljem R realnih brojeva
(6,str.8). Elemente vektorskog prostora nazivamo vekto-
rima, a elemente polja skalarima. Uobicajeno je da presli-
kavanje koje ima domenu i kodomenu u vektorskom pros-
toru zovemo operator. Za operator A : X — X kaZemo da
je linearan ako vrijedi

AAX+py) = AA(X) + HA(Y) @
za sve skalare A, [ i sve vektore X,y € X.
A(X) temo zapisivati Ax.

37



KoG+5-2000/01

J. Beban-Brki¢, I. Medved: Opc¢a teorija centralnih ploha 2. reda

Veza izmedu linearnog operatora s prostora X u X i matrica
ostvaruje se na osnovu €injenice da je svaki linearni opera-
tor A : X — X potpuno odreden svojim vrijednostima na
vektorima baze prostora X (6,str.60; 1,str.182).

Neka je npr. {e1,e2,e3} baza (1,str.244) 3-dimenzionalnog
vektorskog prostora X i A : X — X linearni opera-
tor odreden svojim vrijednostima Ae1,Ae,,Aes na bazi.
Rastavimo li vektore Aej,Aep,Aes po vektorima baze
{e1,e2,e3} dobivamo
Ae1 = aye1 +aziex+ases
Aey = arpey + axer + aes )
Aez = a13€1 + a3ez + aszes
gdje smo komponente vektora Ae; u bazi {ej,e»,es}
oznacili sa aj1,a»1,as;, itd.
Matricu
a1 a2 a3
A= | an ax az 3)
az1 az as3
zovemo matricom operatora A u bazi {e1,e2,e3}.
Dakle, u bazi {e1,e,,es} je svakom linearnom operatoru
A : X — X pridruZena matrica (3) i obratno, za matricu
(3) postoji jedinstveni linearni operator A takav da vrijedi

(2), Sto je posljedica teorema o jedinstvenom prikazu vek-
tora u bazi (6,str.59).

Jednakost linearnih operatora kao i operacije s linearnim
operatorima svode se na jednakost i operacije s matricama.

SluZit ¢emo se sljede¢im operacijama s linearnim operato-
rima (6,str.56):

- Zbroj linearnih operatora;
- Produkt skalara i linearnog operatora;
- Kompozicija linearnih operatora.

Navest cemo bez dokaza svojstva tih operacija:

- Zbroj linearnih operatora je linearni operator;

- Produkt skalara i linearnog operatora je linearni
operator;

- Kompozicija linearnih operatora linearni je opera-
tor (produkt operatora) (6,str.59).

Osim toga, potrebna je i operacija skalarnog produkta te
pojam ranga i defekta operatora.

Skalarni produkt

Definicijal Neka su a,b zadani vektori iz vektorskog
prostora X i neka je ¢ kut medu njima. Skalarni produkt
(umnozZak) vektora a, b definira se sa:

a-b =|al|b|cosd. 4)
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Time je definirano preslikavanje: X x X — R.

Skalarni umnoZak dvaju vektora danih u matriénom zapisu
sa

X1 Y1

X=1|X [, y=|yY (%)
X3 Y3

glasi:

X-y = X'y, 0dnosno X -y = X1y1 + X2Y2 + Xay. (6)

Rang i defekt operatora. Regularni operator

Neka je A matrica pridruZena linearnom operatoru A :
X — X. Tada je jednadZba

Ax=0 )
ekvivalentna homogenom linearnom sustavu (3, str.63)

Ax = 0. (8)

Promatramo li skup
KerA = {x € X|A(x) = 0} 9)

koji nazivamo jezgrom ili nulpotprostorom operatora A, vi-
dimo da je potprostor rjeSenja homogenog linearnog sus-
tava jednak jezgri operatora. Taj je potprostor razapet s
n —r vektora, gdje je n dimenzija prostora X, a r rang ma-
trice A (3, str.48). Dimenziju tog potprostora odnosno jez-
gre nazivamo defektom operatora i oznatavamo k.

Svakom linearnom operatoru pridruZen je i skup
ImA = {y € X]y = A(X), za neki x € X}, (10)

koji nazivamo slikom operatora A, a koji je i sam vektorski
potprostor. Njegovu dimenziju oznacavamo r.

Nije teSko dokazati sljedeci teorem koji je sada intuitivno
jasan:

Teorem 1 Ako je n dimenzija prostora X, k dimenzija jez-
gre, ar dimenzija slike operatora A : X — X, tada vrijedi:
n=r+xk.

Dokaz (3,str.138).

Posebnu skupinu operatora tvore takozvani regularni ope-
ratori. To su bijektivna preslikavanja pa stoga postoji nji-
hov inverz i mora biti dim(KerA) = 0. Kao §to smo i ranije
napomenuli, operacije s linearnim operatorima svode se na
operacije s matricama pa stoga vrjedi: Operator je regula-
ran ako i samo ako je pripadna matrica regularna.
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3. Sliéne matrice

Linearnom operatoru su u razli¢itim bazama pridruZene
razliCite matrice. Bit ¢e od posebnog interesa potraZiti
takvu bazu u kojoj ¢e prikaz linearnog operatora biti naj-
jednostavniji.

Postavljamo stoga pitanje koja je veza izmedu dviju ma-
trica A i B koje su prikaz istog operatora A: X — Xali u
razliCitim bazama {e1,ez,e3} odnosno {e},e,,e5}. Poz-
nato je (3,str.129; 1,str.428) da, ako je A prikaz opera-
tora A u bazi {e1,e2,e3} prostora X i T matrica prijelaza
(3,str.129) iz te baze u novu bazu {e?,e},e5}, u novoj bazi
operatoru A odgovara matrica

B =T!AT. (11)

Za dvije matrice A i B, za koje postoji regularna (inverti-
bilna) matrica T sa gornjim svojstvom kaZzemo da su sli¢ne.
Dakle, operatoru A odgovaraju u razli€itim bazama slicne
matrice. Od zajednickih svojstava slicnih matrica ovdje
temo izdvojiti da slicne matrice imaju istu determinantu
(3,str.129; 6,str.195), tj.

det(B) = det(T~1AT) = det (T !)det(A)det(T) = det(A) (12)

jer za regularne matrice vrijedi: det(T—%) = 1/det(T).

4. Svojstvene vrijednosti i svojstveni vektori

Neka je A : X — X linearni operator, a x vektor iz X.
Opcenito djelovanje linearnog operatora prikazano je sli-
kom 1.

Ax AX=AX

Slika 1. Slika 2.

Definicija 2 Za realan broj A kaZemo da je svojstvena (ka-
rakteristitna) vrijednost linearnog operatora A : X — X
ako postoji vektor x # 0 takav da je

AX = AX. (13)
Za takav vektor kazemo da je svojstven (karakteristican)

vektor operatora A i da pripada svojstvenoj vrijednosti A
(slika 2).

Jednakost (13) moZe se napisati u obliku

AX—Ax=0, (14)
odnosno matri¢no
AX=AX =X, (Al—=A)=0, (15)

gdje je A matrica pridruZena operatoru A, Cime se
nalaZenje svojstvenih vrijednosti A svodi na rjeSavanje
linearnog homogenog sustava jednadZzbi. Poznato je
(3,str.145) da takav sustav ima netrivijalno rjeSenje ako i
samo ako je

A—apn  —ap  —a
det(Al—A) = |Al—-A| = —ay1 A—ax —axp3 | =0
—ag;  —ax A-—ags

(16)

JednadZba (16) po A - karakteristicna (svojstvena) jed-
nadZba matrice A (operatora A);

ka =det(Al—A) - karakteristi¢an (svojstven) polinom ma-
trice A (operatora A).

Gornju tvrdnju moZemo sada izreCi i ovako: Skalar A € R
je svojstvena vrijednost operatora A (matrice A) ako i samo
ako je A korijen karakteristi¢ne jednadZbe ka = 0.

Vazno je napomenuti da karakteristi¢ni polinom ne ovisi
o0 izboru baze. Naime, karakteristicni polinom se racuna
preko determinante matrice (Al — A). Sama matrica ovisi 0
izboru baze, ali ne i njena determinanta. Svake takve dvije
matrice su slicne i zbog toga imaju isti svojstveni polinom
tj. ]A\l—=A| = |Al-T~1BT|.

Kako su svojstvene vrijednosti nul-tocke karakteristicnog
polinoma, to ni one ne ovise 0 izboru baze. Zato pri
racunanju svojstvene vrijednosti moZemo uzeti povoljniju
bazu za prikaz operatora A.

5. Dijagonalizacija

U ovom ¢Eemo se dijelu posvetiti problemu pronalaZenja
baze vektorskog prostora X koja se sastoji od svojstvenih
vektora dane matrice A (operatora A). Tako odabrana baza
moZe se upotrijebiti za izu€avanje geometrijskih svojstava
dane matrice kao i za pojednostavljenje ratuna u koji je
ona ukljucena.

Definicija3 Za matricu A (operator A) kaZemo da
dopusta dijagonalizaciju ako postoji regularna matrica T
takva da je T~LAT dijagonalna matrica. Za matricu T se
kaZe da dijagonalizira A.

SljedeCi teorem pokazuje da je problem svojstvenih vrijed-
nosti ekvivalentan problemu dijagonalizacije.

Teorem 2 Za kvadratnu matricu A reda n su sljedece tvrd-
nje ekvivalentne:
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(i) A dopusta dijagonalizaciju.
(if) Aiman linearno nezavisnih svojstvenih vektora.

Dokaz (1, str. 365).

Navedeni teorem osigurava da se svaka matrica reda n
sa n linearno nezavisnih svojstvenih vektora moZe dija-
gonalizirati, dok je njihova linearna nezavisnost osigurana
sljede¢im teoremom.

Teorem 3 Svojstveni vektori koji odgovaraju razli€itim
svojstvenim vrijednostima medusobno su linearno neza-
visni.

Dokaz (3,str.147).

Vazna posljedica ovog teorema: Ako su sve nul-tocke ka-
rakteristicnog polinoma razliCite, tada postoji baza pros-
tora koju Cine svojstveni vektori promatranog operatora.
Neka su to, za n = 3, vektori vi,vo,v3 . Buduéi da vri-
jedi A(vi) = A1v1, A(v2) = Aava, A(V3) = Azvs, hjegova je
matrica u ovoj bazi dijagonalna (3,str.148).

Napomenimo, ako je v svojstveni vektor koji odgovara
svojstvenoj vrijednosti A, odgovaraju joj i svi vektori
av, (a # 0). Osim toga, ako su vi, Vo svojstveni vektori
koji odgovaraju svojstvenoj vrjednosti A, tada je zbog li-
nearnosti operatora i A1v1 + A2Vo Svojstveni vektor za istu
vrijednost A. Drugim rijeCima, za svaku svojstvenu vri-
jednost A je svaki vektor (# 0) iz potprostora Ker(Al — A)
svojstveni vektor operatora A, budu¢i da

AI=A)(V)=0 = A(v)=Av.

Potprostor Ker(Al — A) nazivamo svojstveni potprostor
koji pripada svojstvenoj vrijednosti A.

Postupak nalaZenja matrice T koja dijagonalizira matricu
A, ukratko je, za n = 3, sljedeti:

Korak 1. Odredimo Kkarakteristian polinom ka(A) = 0
matrice A,

Korak 2. Odredimo nul-totke A1,A2,As3 karakteristicnog
polinoma, 3to su svojstvene vrijednosti matrice A;

Korak 3. RjeSavanjem homogenih sustava (Ajl — A)v =0,
i = 1,2, 3 dobiju se svojstveni vektori matrice A;

Korak 4. Ukoliko matrica dopusta dijagonalizaciju formi-
ramo matricu T kojoj su stupci svojstveni vektori v,
V2, V3,

Korak 5. Matrica T~1AT (operatora A) je dijagonalna sa
svojstvenim vrijednostima A1,A2,A3 na glavnoj di-

jagonali:
A 0 0

TIAT=| 0 X 0 |. 17)
0 0 As

0

Primjer: Za danu matricu F odredimo matricu T koja ju
dijagonalizira.

4 -1 O
F=12 2 -1
2 3 =2

Korak 1. Karakteristian polinom matrice F glasi

A — 4N+ A +6=0.

Korak 2. Nul-toke karakteristitnog polinoma, odnosno
svojstvene vrijednosti matrice F su:

AM=-1 A=2, A3=3.

Korak 3. RjeSavanjem homogenih sustava dobiju se tri li-
nearno nezavisna svojstvena vektora:

1 1 1
V1, = 5 , Vo= 2 , V3= 1
17 2 1

Korak 4. Formiranje matrice T:

1 11
T=]5 2 1
17 2 1

~

Korak 5. Matrica T~1FT glasi:

-1 0 0
T¥T=| 0 2 0
0 0 3

6. Simetricni operator, simetricha matrica

Jedan od specijalnih tipova linearnih operatora je sime-
trican operator. Za linearni operator A : X — X kaZzemo
da je simetrican, ako vrijedi

Aa-b=a-Ab (18)
zasve a,b € X. Matrica pridruZena simetricnom linearnom
operatoru je simetri¢na s obzirom na glavnu dijagonalu.
Neka je operatoru A pridruZena realna matrica A.
Oznatimo li s AT transponiranu matricu polazne matrice,
A €e biti simetricna onda i samo onda ako vrijedi

AT =A. (19)
Navest cemo neka vaznija svojstva simetricne matrice.

Teorem 4 Ako je A simetri¢na matrica, onda su sve nje-
zine svojstvene vrijednosti realne.

Dokaz (4.str.147).

Teorem 5 Ako je A simetri€na matrica, tada su svojstveni
vektori koji odgovaraju razli¢itim svojstvenim vrijednos-
tima medusobno okomiti.

Dokaz (4.str.147).
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7. Ortonormirana baza,
ortogonalne matrice

Za bazu prostora X kaZemo da je ortonormirana ako su
vektori baze medu sobom okomiti (ortogonalni) i svaki
ima duljinu (normu) jedan. Iz ortogonalnog skupa ne-nul
vektora moZemo dobiti ortonormirani, dijeljenjem svakog
vektora njegovom normom. Cilj nam je dalje pokazati da
je svaka simetricna matrica slicna dijagonalnoj matrici te
da postoji ortogonalna baza koju €ine njeni svojstveni vek-
tori.

Neka je T matrica €iji su stupci ortonormirani svojstveni
vektori matrice A.

Definicija4 Za matricu T kaZemo da je ortogonalna ako
su njeni stupci ortonormirani vektori.

Iz svojstva simetri¢ne matrice moZemo zaklju€iti da pos-
toji ortogonalna matrica T takva da je T~XAT dijagonalna.
Za ortogonalne se matrice moZe pokazati da vrijedi:

1) T-1 =TT, tj. inverzna matrica matrice T jednaka je
transponiranoj matrici od T;

2) Determinanta ortogonalne matrice jednaka je 1 ili
—1. (3,5tr.172)

Iz definicije ortogonalnog operatora (ortogonalne matrice)
lako se moZe provjeriti da ortogonalni operator prevodi or-
tonormiranu bazu ponovno u ortonormiranu bazu. Da bi
baze bile jednako orjentirane mora determinanta operatora
(matrice) biti veta od nule (6, str. 42), Sto u jeziku ortogo-
nalnih operatora znaci da determinata mora biti jednaka 1.

8. Dijagonalizacija simetriCne matrice

Zeljeli bismo dalje pokazati da je svaka simetricna matrica
sli¢na dijagonalnoj matrici. Uz teorem 4 namece se pitanje
§to se dogada sa svojstvenim vektorima koji odgovaraju
istoj svojstvenoj vrijednosti, tj. kolika je dimenzija svoj-
stvenog potprostora koji odgovara svojstvenoj vrijednosti
A Cija je kratnost veca od 1. Odgovor temo preuzeti iz (3,
str.173), naime, ima li svojstvena vrijednost kratnost k, od-
govarajuci svojstveni potprostor ¢e biti k-dimenzionalan i
unutar njega mozemo pronaci k medusobno okomitih vek-
tora.

Kao zakljucak svega do sada re€enog, za n = 3, vrijedi:

Svaka simetri¢na matrica A treceg reda posjeduje to¢no 3
realne svojstvene vrijednosti (brojeci njihovu viSestrukost)
i 3 medusobno okomita svojstvena vektora. Ona je dakle

slicna dijagonalnoj matrici B tj. postoji ortogonalna ma-
trica T i realni brojevi A1, A2, A3, tako da je

M 0 0
B=TAT=| 0 A 0 |. (20)
0 0 A3

Odnosno, za svaku simetricnu matricu postoji ortonormi-
rana baza koju €ine normirani svojstveni vektori te matrice.

9. Kvadratna forma,
dijagonalizacija kvadratne forme

Linearna forma.

Linearna forma od 3 varijable je izraz oblika

n X1
L(x1,%2,X3) = Zaixi =[a1azag)- | x2 | . (21)
i= X3

To je funkcija od 3 varijable x1, X2, X3 prvog stupnja, pa
U razvoju ne moZe biti ¢lanova koji bi sadrZavali umnoZak
varijabli.

Kvadratna forma.

Kvadratna forma od 3 varijable x1, X2, X3 je izraz koji se
moZe zapisati kao

K(x1,X2,X3) = [x1X2X3] A | X2 |, (22)
X3

gdje je A matrica reda 3. Uz oznaku

moZe se pisati u obliku

K (X1, X2,%3) = XT AX = @11 + ap2xX3 + agsx3 + ; aijxixj. (23)
iZ]

Clanove oblika aijxiXj, (i # j) zovemo mjeSovitim
¢lanovima kvadratne forme.

Dijagonalizirati kvadratnu formu podrazumijeva rijesiti se
mjeSovitih €lanova, €ime se postiZe takozvana kanonska
forma.

10. Plohe drugog reda

Pod pojmom ploha drugoga reda podrazumijevamo skup
toCaka u prostoru koji je odreden jednadZbom drugog stup-
nja u kartezijevim pravokutnim koordinatamax, y, z t.

F (x,y, Z) = 3.11X2 + a22y2 + a3322
+ 2a1oXy + 2a13%Xz + 2az3yz (24)
+2a14X + 2824y + 22342 +a44 =0
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gdje su koeficijenti ai1,...,a44 realni brojevi i barem je-
dan od brojeva ai1, az, ass, a1z, ais, azs razlicit od nule.
Funkciju F mozZemo zapisati matri¢no:

dij; diz2 aiz ais X
a2 az az ax y
F(x,y,2) = [xyz1]
a3 a3 azz ax z
Qs ap4 QA3 aAu 1
(25)
Matrice
a1 a2 13 ag an ap A
_ | a2 axp axz ax - _
A= I Apy=| a2 ap az
Q13 a3 agz ax a3 a3 as

A4 A4 A A

(26)
su realne i simetricne.
JednadZbu (24) moguce je zapisati i u obliku:
a1 arz ais X
F(x,Y,z) =[xyz] l a;p axp as ] [ y ]
a3 az ass z @7)

X

+2[a14a@z4@34] | Y
z

+ag =0.

Postupak svodenja kvadratne forme unutar jednadZbe (24)
na kanonski oblik je sljedeci:

Realna i simetricna matrica A44 moZe se napisati u obliku
Ay =TBT' (28)
gdje su matrice B i T oblika:
M 0 O
B=| 0 X 0 [,
0 0 As

Napomenimo da za centralnu kvadriku matrica A44 mora
biti regularna i da su u tom slu€aju sve svojstvene vrijed-
nosti A1, A2, A3 matrice B razlicite od nule. Osim toga,
buduti da se radi o realnoj simetri¢noj matrici svojstvene
su vrijednosti realne.

T= [Vl, Vo, V3] . (29)

Stupci ortogonalne matrice T komponente su jedini¢nih
svojstvenih vektora v, Vo, V3 matrice A4 koji pripadaju
svojstvenim vrijednostima A1, A2, Az, poredani tako da
bude detT = 1.

Matrica T predstavlja matricu prelaza iz jednog desnog
kartezijevog sustava u drugi takoder desni kartezijev sus-
tav. Neka su sustavi (O;x,y,z) i (O;X,y,Z').

S pravom se moZe postaviti pitanje kako odrediti svoj-
stvene vektore u slucaju da svojstvene vrijednosti A1, Az,
A3 nisu medusobno razli¢ite. Ukoliko su sve medusobno
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jednake, lako se vidi da je svaki vektor u prostoru svoj-
stven vektor matrice As4. AKo su dvije svojstvene vrije-
dosti medusobno jednake, na primjer A1 = A2 # A3, odrede
se pripadni svojstveni vektori, vy i va, dok se tre€i vektor
dobije kao njihov vektorski produkt, uz uvijet da vy, vo, v3
Cine desni sustav vektora, tj. det[vy,Vo,v3] = 1.

Dakle, transformacijom
T = [v1,V2,V3] (30)

prelazimo na nove koordinate X', y’, '

[ X X
y | =TTy |. (31)
| 7 z

Zbog ortogonalnosti matrice T vrijedi

B /

X X
y | =T y: , (32)
z Z

dok izraz (27) prelaziu

. y
Fx%2) =[xy TBTT | y } + 2214 824 834] [ y } +a4 =0,
z z

-y b
F()(7)/72/):[)()/21]B )2/: :|+2[a14a24a34]T|: )2// :|+a44 07

r X
F(X,¥,Z)=[XyZ]B ;; :|+2[c([3y]|: )z"l }+a4407
FOXY,Z) = MxX %+ Azy 2+ Aa7% + 20X + 2By +2y7 + aus = O,

gdje smo oznagili

a ai4
[B]:TTla24]. (34)
Y az4

Linearni se €lanovi X, ¥, Z, u (33) mogu eliminirati trans-
lacijom koordinatnog sustava:

X' =%+ 5 X =x"—5
y" :y’+)\£ ,odnosno Yy =y’ — Aﬁ (35)
z”=z’+)\—3 =7 A\—’z

JednadZba kvadrike poprima kanonski oblik

FO,Y",2") = MxX"? + Aoy + Aa2"? + @y = 0 (36)

gdje je
R

! — AN — — —_— — - —_
Ay =am Vv (37)
Nije teSko pokazati da vrijedi:

det(A)

1o

%4 = Get(Aws)” (38)
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11. Kilasifikacija centralnih kvadrika

Kanonski oblik jednadZbe kvadrike (36) zapiSimo u obliku

X//2 12 Z//2
—F + yT +—=-1 (39)
%4 8w Ay
M Ao A3
i oznaimo

I _ /|2 I
a= Al b= A | c= yt (40)

Vrijednosti a, b, ¢ nazivamo poluosima kvadrike.

1) Ako je sgnAy = sgnAz = sgnAs = sgnaly, i aj, # 0 tada
(39) moZemo napisati u obliku

L+ =11 (41)

koju nazivamo jednadZbom imaginarnog elipsoida s
poluosima a, b, c.

2) Ako je sgnAy = sgn\2 = sgnAz # sgnal, i aj, # 0 tada
(39) moZemo napisati u obliku
X//2 y//2 Z//2
ettt (42)
koju nazivamo jednadZbom realnog elipsoida s polu-
osimaa, b, c.

3) Ako je sgnAy = sgnAz = sgnAs i aj, = 0 tada (39)
moZemo napisati u obliku

S+t =0 (43)

koju nazivamo jednadZzbom tocke ili imaginarnog
stoSca s poluosima a, b, c.

4) Ako je (sgnA1) - (sgnAz) = 1 (sgnAz) - (sgnay,) =1
(sgnA1) # (sgnA3) tada (39) moZemo napisati u obliku
X//2 y//2 Z//2
2T T2
a b2 2
koju nazivamo jednadZbom jednoploSnog hiperbolo-
ida s poluosima a, b, c.

5) Ako je (sgnA1)-(sgnAz) = 1i (sgnAz)-(sgnaj,) = —1i
(sgnA1) # (sgnAs) tada (39) moZemo napisati u obliku

X 2 yII 2 7 2

2 e T
koju nazivamo jednadZbom dvoploSnog hiperboloida
s poluosima a, b, c.

6) Ako je (sgnA1) - (sgnAz2) = 1 i (sgnA1) # (SgnAs) i
ay, = 0 tada (39) moZemo napisati u obliku

X//Z y//2 Z//2

FORN I (46)

=1 (44)

=1 (45)

koju nazivamo jednadZbom realnog stoSca s poluosima
a, b, c.

12.  Primjeri

Primjer 1.

Neka je ploha zadana jednadZbom:

4x2 4 5y2 + 672 — 4Xy + 4yz + 4x+ 6y + 42+ 30=0.
Karakteristi¢na jednadZba:

A3 —15)\2+66A —80=0

Svojstvene vrijednosti:

A =5A=8A3=2.

Svojstveni vektori:

det[vy,va,v3] = 1.

ay, =25 = sgnA1 =sgnA = sgnA3 = sgnaj, & aj, # 0.
Radi se o imaginarnom elipsoidu.

Kanonski oblik jednadzbe: 5x2 + 8y"? + 22" + 25 = 0.

Primjer 2.

Neka je ploha zadana jednadZbom:

4X2 4 5y2 4 672 — Axy + 4yz + 4X + 6y + 42 — 27=0.
Karakteristiéna jednadZba: A3 — 15A2+ 66\ —80 =0
Svojstvene vrijednosti: A1 =5,A2 =8, A3 = 2.

Svojstveni vektori:

2
V1 = -1 , V2
2

det[vy,Va,v3] = 1.

I
| —— |
|
NNH
| I
<
w
I
| — |
o
N DN
| I

ay=-32 =
SgNA1 = SgNA2 = SgNA3 # sgnay, & aj, # 0.

Radi se o realnom elipsoidu.

Kanonski oblik jednadzbe: 5x"2 + 8y"? + 27" — 32 = 0.
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ZAHRNSS

Primjer 3.
Neka je ploha zadana jednadZbom:
4x2 4+ 6y? + 672 + 4Xy + 6x2 + 8x + 4y + 67 +4=0.
Karakteristicna jednadzba: A3 — 16A2+71A —66 =0
Svojstvene vrijednosti:
A1 =1.25834,\> = 6, A3 = 8.74166.
Svojstveni vektori:
l 0 ] [ —1.58055 ] [ 0.913886 ]

vi=| =3 |,vo=| 0.666667 |,vs= | 0.666667 |,

2 1 1
det[vy,vo,v3] = 1.
ay, =0 = sgnAy =sgnAz = sgnAs & aj, = 0.
Radi se o imaginarnom sto3cu.
Kanonski oblik jednadZbe:
1.25834x"2 + 6y"? 4 8.741667"> = 0.

Primjer 4.

Neka je ploha zadana jednadZbom:
4x2 — 2y? 4 672 + 10Xy + 2xz — 8yz + 8x + 10y + 22+ 4 =0.
Karakteristi¢na jednadZba: A% — 8A\2 — 38\ +300=0
Svojstvene vrijednosti:
A1 = —6.14143,\p = 6, A3 = 8.14143.
Svojstveni vektori:

l —1.42008 ] [ —0.579916 } l
vi=| 268034 |,v,=| 0680336 |,vz=

1 1

[OSI
I |

a4

det[vy,vo,v3] = 1.
a,=0=
(sgnA1) - (sgnAz) = 1&sgnAq # sgnAz &ajy, = 0.
Radi se o realnom stoScu.
Kanonski oblik jednadzbe:
6x""> + 8.74166y"> — 6.14147"> = 0.

S
% A

\ \ s.-‘

Primjer 5.

Neka je ploha zadana jednadZbom:

6x? — 2y? 4+ 672+ 4xz4+8x — 4y — 82+ 1= 0.
Karakteristiéna jednadzba: A3 — 10A2+ 8\ +64 =0
Svojstvene vrijednosti: Ay =4, A2 =8, A3 = —2.

Svojstveni vektori:

-1 1 0
V1= 0 , Vo= 0 |,vz= 11,
1 1 0

det[vy,vp,v3] = 1.

ay=-5=
(sgnA1) - (sgnA2) = 1&(sgnAz) - (sgnay,) =1
& sgnA1 # sgnAs.

Radi se o jednoploSnom hiperboloidu.

Kanonski oblik jednadzbe:

ax"% + 8y"? — 27" —5=0.
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Primjer 6.

Neka je ploha zadana jednadZbom:

X2 +y2 + 572 — BxXy + 2x2 — 2yz — 4Xx+ 8y — 122+ 14 =0.
Karakteristiéna jednadzba: A3 — 7A2+36 =0
Svojstvene vrijednosti: Ay = 3, A2 =6, A3 = —2.
Svojstveni vektori:

-1 1 1
V1= 1 |,vo=| -1 |,va=]| 1|,
1 2 0
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det[vy,vp,v3] = 1.

ay, =6 = (sgnA1) - (sgnA2) = 1&(sgnAz) - (sgnay,) =
—1&sgnA1 # sgnAs.

Radi se o dvoplo3nom hiperboloidu.
Kanonski oblik jednadzbe: 3x"2 + 6y"? — 27"? + 6 = 0.
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