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UPUTE SURADNICIMA

“KoG” je ¢asopis koji objavljuje znanstvene i stru¢ne radove te ostale pri-
loge iz podru¢ja konstruktivne geometrije i racunalne grafike

ZNANSTVENI I STRUCNI CLANCI

1. Izvorni znanstveni rad sadrzi neobjavljene rezultate izvornih znanstve-
nih istraZivanja, a znanstvene su informacije izloZene tako da se to¢nost
analiza i izvoda, na kojima se rezultati temelje, mozZe provjeriti.

2. Prethodno priopcenje znanstveni je rad $to sadrzi jedan ili viSe novih
znanstvenih podataka priroda kojih zahtijeva hitno objavljivanje. Ne mora
nuzno imati dovoljno pojedinosti za ponavljanje i provjeru rezultata.

3. Pregledni rad znanstveni je rad §to sadrzi izvoran, sazet i kriti¢ki prikaz
jednog podrucja ili njegova dijela u kojemu autor aktivno djeluje. Mora
biti istaknuta uloga autorova izvornog doprinosa u tom podrucju s obzi-
rom na vec publicirane radove te pregled tih radova.

4. Stru¢ni rad sadrzi korisne priloge iz podrucja struke koji nisu vezani uz
izvorna autorova istrazivanja, a iznesena zapazanja ne moraju biti novost
u struci.

Rad, duljine do 30.000 znakova, mora biti neobjavljen i ne smije se isto-
dobno ponuditi drugom ¢asopisu. Autor za svoj rad predlaZe kategoriju, a
konaénu odluku o svrstavanju donosi Izdavacki savjet na temelju zakljuc¢aka
recenzenata.

Rad moze biti napisan na hrvatskom, engleskom ili njemackom jeziku. Autor
predaje tekst na jeziku koji odabere, te saZetak na hrvatskom i engleskom
jeziku. Sazetak opsegom ne bi trebao biti veci od 600 znakova. Naslov ¢lanka
mora biti saZet i informativan. Citiranu literaturu treba poredati po abeced-
nom redu prezimena autora. Radovi iz ¢asopisa citiraju se: redni broj, pre-
zime i inicijal imena autora ili skupine autora, naslov rada, naziv ¢asopisa,
volumen, godina u zagradi, broj ¢asopisa u godini, broj pocetne i zavrine
stranice rada. Knjige se citiraju: redni broj, prezime i inicijal imena autora
ili skupine autora, naslov knjige, nakladnik, mjesto izdanja, godina.
Clanci trebaju biti dopunjeni kontaktnim podatcima o autoru: ime i prezi-
me, stru¢no zvanje, znanstveni stupanj, naziv poduzeca ili ustanove u kojoj
radi, adresa ustanove i kuce, brojevi telefona i telefaksa, e-mail adresa, broj
Ziro-racuna.

O prihvadanju ili odbijanju rada autor ée biti obavijeSten.

OSTALI PRILOZI

To su struéni osvrti i prikazi razli¢itih sadrzaja iz Sirokog podruéja geome-
trije i grafike, vijesti i izvjeSca o znanstveno-stru¢nim skupovima, prikazi
knjiga, Casopisa, studentskih radova, softvera i hardvera, koji se objavljuju
u rubrikama “Geometrija i grafika” i “Vijesti, izvjesc¢a, prikazi”.

Rukopisi i svi prilozi predaju se urednistvu.

Za znanstvene i stru¢ne radove potrebna su tri ispisa, a za ostale samo jedan.
Prihvacene radove autori dostavljaju elektronskom postom kao ASCII da-
toteke. Preporucuje se LaTeX format.

Podrobnije upute dobivaju se u urednistvu.
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GUIDE TO THE COLLABORATORS

“KoG” is the journal publishing scientific and professional papers and other
contributions from the field of constructive geometry and computer graphics.

SCIENTIFIC AND PROFESSIONAL PAPERS

1. Original scientific paper contains unpublished results of the original
scientific research, and the scientific information is presented in such a
way that it permits the exactness of analysis and derivations the results
are based upon to be checked.

2. Preliminary communication is a scientific work containing one or more
new scientific data, the nature of which requests urgent publishing. It need
not necessarily convey sufficient number of details for repetition or check-
ing of results.

3. Review is a scientific paper containing original, condensed and critical
presentation of a field or its segment in which the author participates ac-
tively. The role of the author’s original contribution in this field must be
pointed out as related to already published works, accompanied by the
survey of these works.

4. Professional paper contains useful contributions from the professional
field which are not bound to the original research of the author, and the
observations presented need not be a novelty in the profession.

The paper containing 30.000 characters should be unpublished and it mustn’t
be offered to some other journal at the same time. The author suggests for
his/her paper the category, and the final decision about how it is going to be
classified is reached by the Publishing Council on the basis of the conclu-
sions made by reviewers.

The paper can be written in Croatian, English or German. Author hands in
the text in the language he/she has chosen, and the abstract in Croatian and
English. The abstract should not exceed 600 characters. Paper title should
be concise and informative. The reference should be listed in alphabetical
order by author’s family name. The papers from journals are to be cited as
follows: number, author’s or group of author’s last name, initials, title of
reference article , name of journal, volume, the year of publication in paren-
thesis, number of journal in the year, number of the first and end page of the
paper. Books are cited as follows: number, author’s last name, author’s ini-
tials, title of the book, publisher, city, year of publishing.

The articles should be supplemented by the notes to authors: name, last name,
title, scientific degree, name of the firm or institution he/she works at, home
and institution address, phone and fax numbers, e-mail, number of bank
account.

Author will be notified about his paper being either accepted or rejected.

OTHER ATTACHMENTS

These are professional reviews and presentations of various contents from
the wider area of geometry and graphics, news and reports about scientific
and professional gatherings, presentations of books, journals, student papers,
softwares and hardwares published in the departments on “Geometry and
Graphics” and “News, reports and presentations”.

Manuscripts and all attachments are to be sent to the Editorial. For scientific
and professional papers three copies are needed, for all other only one is
enough.

Accepted papers are to be sent by authors by electronic mail as ASCII files.
LaTeX format is recommanded.

More detailed instructions are available from the Editorial.
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HELLMUTH STACHEL

On the Tetrahedra in the Dodecahedron

Dedicated to Prof. Gerhard GEISE at the occasion of his
70" birthday

O tetraedrima u dodekaedru

SAZETAK

60 bridova od 10 tetraedara upisanih u pravilan do-
dekaedar ¢ine tzv. GRUNBAUMOVU mrezu. Poznato je da
je ta struktura fleksibilna. Postoje jednoparametarska
gibanja koja Cuvaju simetriju s obzirom na os stranice
ili na os koja prolazi vrhom. Rad se bavi analitickim
reprezentacijama takvih gibanja. Osim toga dokazano
je da se oba gibanja mogu spojiti u dvoparametarska
gibanja koja ne Cuvaju simetriju.

On the Tetrahedra in the Dodecahedron
ABSTRACT

The 60 edges of the ten tetrahedra inscribed in a regular
pentagondodecahedron form the so-called GRUNBAUM
framework. It is already known that this structure is
flexible. There are one-parameter motions which pre-
serve the symmetry with respect either to a face axis or
to a vertex axis. The paper treats analytical represen-
tations of these motions. Furthermore it is proved that
both motions can blend into two-parametric motions
which do not preserve any symmetry.

MSC 1994: 53A17, 51M20

1 Introduction

of a regular pentagondodecahedron D one can build

five cubes Cy,...,Cs. It was EUCLID’s strategy
(cf. [3], p. 69) for constructing a dodecahedron by adding
'roofs’ to each face of a cube (see Fig. 2). The edges of
such an inscribed cube C; are diagonals of the faces of D.
With respect to D we can distinguish between right and left
vertices of C; depending on whether the edges through any
vertex A are the right or the left diagonals of D in the faces
through A, if seen from outside (see Fig. 1). For each edge
of C; the two endpoints A, B are of different type. So, the

S ince ancient times it is known that with the vertices

right vertices of C; form a right tetrahedron R;, the left ver-
tices a left tetrahedron L;. And of course both L; and R; are
inscribed in C; and therefore in D.

Fig. I: Dodecahedron D with one inscribed cube C.
Points A and E are right vertices, B is a left ver-
texof C.

Another way to identify two vertices AE of D as endpoints
of an edge of any inscribed tetrahedron is as follows: There
must be a path from A to E along three edges of D — via
the ’roof” displayed in Fig. 2. If at the first crossing point
you take the right edge and at the second vertex the left one,
then AE belongs to a right tetrahedron. The left choice at
the first vertex and the right one afterwards results in an
edge of a left tetrahedron.

Fig. 2: Constructing a dodecahedron D by adding roofs on
acube C.

Each vertex of D is a left vertex of any inscribed cube C;,
therefore vertex of L; and at the same time vertex of any
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right tetrahedron R;. We have i # j as L; and R; are com-
plementary tetrahedra of the cube C;. In the sequel we de-
note each vertex of D by the ordered pair ij of different
indices of the left and the right tetrahedron meeting there.

Suppose the tetrahedra are solids. Then the union of the
right tetrahedra as well as the union of the left ones are well
known stellated icosahedra (see [2], note cover page of [8]).
They are mirror images from each other which surprisingly
share all vertices and all oriented planes spanned by their
faces (see [7]). Also the union of all ten tetrahedra is a stel-
lated icosahedron.

Let us now focus on wire-frame models of the tetrahedra:
The ten tetrahedra can be seen as the links of a kinematic
chain. Each link L; (R;) is connected with four R; (L;),
i # J, by a spherical joint at the common vertex ij. Due
to [4] this structure is called GRUNBAUM framework. Sur-
prisingly it is finitely movable, though the structure formula
gives —6 as the degree of mobility. We start with represent-
ing the well known one-parameter motions of types I and II
of GRUNBAUM’s framework.

2 Motions of type I

Theorem 1 (R. CONNELLY et al.,, 1991): For each
face axis f of the regular dodecahedron D there is a one-
parameter motion of GRUNBAUM’s framework preserving
the five-fold symmetry about f.

&\ 23

%54

Fig. 3: Motion of type I: The vertices 12, ...,15 of L
move in the planes €, ...,€s of symmetry.

According to R. CONNELLY et al. [1] (compare also [6])
the motion of one tetrahedron, say L, is defined as fol-
lows: Let €1,...,€&s be the five planes of symmetry through
the face axis f (see view in direction of f in Fig. 3). Then
the vertices 12, 13, 14, 15 of L; move within €;,€3,&4, €5,
respectively. The trivial translation in direction of f can
be ruled out by the additional condition that the center of

L, remains in a plane orthogonal to f. The resulting one-
parameter motion of L; turns out to split into two rational
motions of order 4. By iterated 72°-rotations about f these
motions of L; are transformed into those of L,,...,Ls,
resp., provided the notation is specified according to Fig. 3.
The motions of Ry,...,Rs are obtained by reflecting those
of L} in €y,...,€s, respectively.

Let (x,y,z) be Cartesian coordinates in the moving frame
— attached to L; — and let (xo,y0,20) be coordinates in
the fixed frame. Then we can set up the motion of L; as

X0 u ayy ap apj ¥
Yo |=| Vv |+| a1 axn ax y (1)
20 w as)y asz ass Z

with an orthogonal matrix (a;;). For the representation of
(aij) we use quaternions: Each nontrivial homogeneous
quadruple (qo, - . . ,,q3) defines an orthogonal matrix accord-
ing to

1

B+ +d;+q3

(aik) =
2(q193 +9092)
2(q293 — q0q1)

B-a—B+43

R+ -B-43  20192-q093)
Aq92+9093) B-T+5—43
2193 —9092)  2(9293 +q091)

and vice versa.

With regard to the fixed frame, we specify the zo-axis on f
and the xp-axis in €. By the condition w = 0 the origin of
the moving frame remains in the xgyo-plane.

The vertices of the moving tetrahedron L with edge length
24/2 can be set up as

12 = (la—]a_l))

14:(_1a 11_1)’
13=(1, 1, 1), )

ol 1)

Now for j = 2,...,5 the vertex 1j is supposed to move in
the plane €; of symmetry. According to (1) this results
in four linear equations for the coordinates (u,v,0) of the
translation vector and the entries a;; of the orthogonal ma-
trix. Setting

s,-:=sin2’?n, c,-:=c032;—1t forsi=al.2 4)

we obtain

sa(u+ay —app—apn)+
+ca(v+az —axn—an) =0,
—si(u+an +app+apiz)+
+ci1(v+az +an+an)=0,
si(u—an +ap—an)+
+ci(v—az +axn—a3)=0,
—s2(u—ay —app+apn)+
+c2(v—ay —ap+ay)=0.

(&)
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We eliminate u,v by multiplying the equations in (5) either
with —s1, —$2, 52, 51 or with —¢y, ¢2, ¢3, —c}, resp., and
summing up. This gives two linear equations

4sicrapp +2c1az1 —az =0 ©6)
4sic1ay) +2s1a13 —an =0

when we pay attention to the identities

42 + 2107 / d¥st=}
spc2 + $2€1 = —$2, S|C2 — $2€1 = =S}, 7
52 = 2s1¢1, cie2=—14,

4c(4st—1)=(1-2¢c1)(2+2¢;) = 1.

Now we substitute in (6) the representation (2) of the a;;.
By setting k := 1 — 4s1c| we obtain

[201(1—231)qo—q2] [201(1+2s1)q1—q3]=0, (8)

[kqo — (251+2)42] [kqo — (251—2)q2] —

9
—[(251+2)q1 +kq3)[(251—2)q1 + kg3] =0. ©)

We start with the second factor in (8) and express in (9)
g3 in terms of g;. This results in a quadratic equation for

(90:91:92)

(kqo — (251 +2)q2] [kqo — (251 — 2)q2] +

10
+4(8c; — 451 + 16s1c; — 3)g% = 0. Sl

We introduce homogeneous motion parameters (G,T) €
R?\ {(0,0)} for this “conic” by setting

[kqo — (251 +2)q2] - ¢} (251 — 1)* = &7,

[kqo_ (251 _2)q2] = (11)
= 4(—8¢) +4s1 — 16511 +3)72,

C|(2S1 = l)ql = 0T,

and obtain after some simplifications due to (7) the repre-
sentation

go = — (251 — 1)6% +251(1 +4s101)7%,
q1= 2(2s;-1)ort,

g2 = —(2c1 + 1)0% + 251 (25 —-2),
q3 2(2¢; + 1)ot.

(12)

Il

From (2) we get the orthogonal matrix in (1). The transla-
tion vector (u,v,0) is given by

u=—ap+ci(a +axn)/si,
v=—an+si(an +az)/c

(13)

resulting from (5).

Due to the last equation in (7), the involutive projective
transformation

(q0:q1:92:93) ~ (q0: 4\ : 9> 43)

obeying
%=-9 H=q9,
q,l ="=02, q’3 =490

switches the two factors in (8) while (9) is preserved. On
the other hand the first two rows in the orthogonal matrix
(2) change signs. So a 180°-rotation about the zo-axis trans-
forms the one-parameter motion represented in (12) and
(13) into that stemming from the first factor in (8).

Fig. 4: The trajectories of the vertices of L; under the mo-
tion of type I as defined in Fig. 3 and represented
in (12) and (13).

Theorem 2: For a given face axis f of D the motion of type
I of any tetrahedron splits into two rational motions which
can be transformed into each other by a halfturn about f.
Both components are of order 4 and type a) according to
the classification given by O. ROSCHEL in [5].

Fig. 4 shows the trajectories of the vertices of L under the
motion with the quaternion representation (12). When the
motion parameters (o : T) are replaced by (=0 : 1), then
g1 and g3 change signs. The same effect appears when the
moving frame performs a halfturn about the y-axis (switch-
ing 12 with 15 and 13 with 14) while at the same time the
fixed frame rotates about the yo-axis through 180° exchang-
ing €, with €s and €3 with €. This is the reason why the
trajectories of the vertices 12 and 15 are congruent as well
as that of 13 and 14. The dotted curve in Fig. 4 shows the
trajectory of the center of L;.

A real GRUNBAUM framework will not perform the full
motion since one vertex can’t move “through” the other.
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But one can dissolve some joints and reassamble the struc-
ture in another position.! Then one will realize that during
the motion of type I the ten tetrahedra fall apart and form
aring with a diameter which approximately doubles that of
the initial position in the interior of the dodecahedron D.
Fig. 5 shows the extended position in comparison with D.

Fig.5: GRUNBAUM’s framework forming a ring during
the motion of type I. Note the size of D (dotted
lines) which encloses the initial position of the
framework.

3 Motions of type II

Theorem 3 (H. S., 1991): For each vertex axis v of the
regular dodecahedron there is a one-parameter motion of
GRUNBAUM’s framework preserving the three-fold sym-
metry about v.

Suppose v connects the vertices 45 and 54. Then v is a com-
mon axis of symmetry for L4, R4, Ls and Rs. When this
axis v is kept fixed, then the vertices 41, 42, 43, 51, 52,
53, 14, 15, 24, 25, 34 and 35 can only move on a cylinder
® of rotation with axis v (see view in Fig. 6 showing v as
a point). According to [6] we define the motion of L; by
the additional condition that 12 and 13 remain in the planes
@2, @3 of symmetry passing through v . After ruling out the
translations along v we again end up with a one-parameter
motion of L.

The movements of L, and L3 are obtained by iterated 120°-
rotations about v. Reflections in @;,@2,@3 transform the
motion of L, into those of Rj, Ry, R3, resp., provided the
notation is specified as in Fig. 6.

In order to represent the motion of type II analytically we
define the zo-axis on v and the xp-axis in @;. We specify the
moving frame (x,y,z) attached to L; by

12:( \/5,071)1 l4=(0’ \/iy_l)v

13=(-v2,0,1),  15=(0,—v2,-1). (14)

Fig. 6: Motion of type II: The vertices 12, 13 of L; move
in the planes @2, @3 of symmetry. 14 and 15 remain
on the cylinder ® of rotation.

Then the constraints defined above result in four equations

(u+aivz+aiz)V3— (v+azv2+a) =0,
(u—ayv2+a3)V3+ (v—az1v2+ax) =0,
(
(

15
utapvi—ap)? + (vtanvi-an)? =4, o
u—appvi-a;3)? + (v—anvi-an)t =4%.
From the two linear equations we obtain
u=azl\/g—ax3, v=a;V6—a. (16)

We substitute this in the difference and sum of the last two
equations in (15). So we end up with

Aajp+Bayp =0,
A?+B*+2a%,+2a3, =% for a7

o azl\/g—2a13, B= a“\/6—2a23.

Together with the orthogonality conditions

e oy T ek e e
aj tapt+apy=a; taptan =1,
ajjaz) +ajpaxn +apzaz =0

we have five equations for the six entries in the first two
rows of the matrix (a;). When in (17) the a;; are replaced
by qo,-..,q3 according to (2) we obtain two homogeneous
equations of degree 4.

However, explicit representations for the motions of type II
have not yet been found.

I The author thanks Elisabeth ZACH for producing a model of
GRUNBAUM’s framework. This was the key for dedecting the
two-parametric mobility presented in Section 4.
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4 Two-parametric motions of GRUNBAUM’S
framework

During the motion of type I as defined in Fig. 3 the moving
tetrahedron L reaches positions which are symmetric with
respect to €3 (see Fig. 7): Since €3 bisects the angle between
€, and &4, we can choose 12 € €; and 14 € &4 in symmetric
position. This implies 13,15 € €3, hence 15 € f.

Fig. 7: Position of GRUNBAUM’s framework with pair-
wise coinciding tetrahedra and two-parametric mo-
bility.

In this particular position the reflection of L in €3 gives
R; =L,. The iterated 72°-rotations about f and the reflec-
tions in €, i = 2,...,5, reveal that all tetrahedra are pair-
wise concident: We have Ry =Ly, Rs=L3, Ry =L4, and
R; =Ls. All tetrahedra share the vertex S:=15=21=32=
43=54.

Fig. 8: GRUNBAUM framework seen as a flexing pyramid
with five triangular faces as bases for tetrahedra.

Because of 14=23,25=34,31=45,42=51,and 53=12
any two consecutive tetrahedra in the cycle (LjL;L3L4Ls)
have an edge through S in common.

So the whole structure can be seen as a five-sided pyramid
built of five regular triangles which are the bases for the
tetrahedra (Fig. 8). Such a pyramid with revolute joints at
its edges flexes with mobility 2 like a spherical pentagon
with hinges at its vertices.

During motions of type I the tetrahedron L also occupies
positions symmetric with respect to € (Fig. 9). This time
14 and 15 are mutual mirror images in € which implies
13 € f. Hence the ten tetrahedra are again pairwise coincid-
ing: Lj =R,, L,=R3, L3=Ry, L4 =Rs, and Ls =R;. The
five tetrahedra share one vertex (13=24=35=41=52);any
two consecutive tetrahedra in this closed kinematic chain
with five links Lj,...,Ls share an edge, passing through
14 =32, 25 =43, 31 =54, 42=15, and 53 =21, respec-
tively. This time the five-sided pyramid formed by the rev-
olute axes is two-times wound around f (see Fig. 9).

23 45
¥ LIERNA31=54 12
owls
42=153 ¥ I 5R,

25=43
13=24=35=41=52

Fig.9: Another position of GRUNBAUM’s framework
with pairwise coinciding tetrahedra and degree 2
of mobility.

After interchanging 12 with 15 and 13 with 14 we obtain
analogous cases where L occupies positions symmetric
with respect to €4 or €s, hence L =R4 or L; =Rs.

Also the motions of type II can blend into a two-parametric
mobility: When during the motion displayed in Fig. 6 the
vertex 12 crosses the axis v of symmetry, then because of
the given edge length of L; the vertices 14 and 15 are lo-
cated on the same circle of the cylinder ®. Hence 13 must
be located on ® too. This implies that in this position
L, is symmetric with respect to @1, ¢, and @3. We get
L, =L;=L3;=R; =R, =R3 (see Fig. 10). Even two of the
remaining tetrahedra, say L4 and Rs, coincide with L. The
two last coinciding tetrahedra Ls =Ry share a face with L.
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12=23=31=45

L,=L,=L3=L4=R,;=R;=R3=R;

Fig. 10: In this position of GRUNBAUM’s framework a
motion of type II can blend into two-parametric
flexibility.

The same collapsed position can be reached when the flex-
ing five-sided pyramid (Fig. 8) is folded such that three
faces coincide.

Theorem 4: The GRUNBAUM framework admits also two-
parametric motions: Here tetrahedra of different type are
coupled into pairs such that — in cyclic order — each two
consecutive tetrahedra share an edge, and all these edges
pass through a common vertex.

The motions of type I can blend into this two-parametric
flexes whenever one tetrahedron occupies a position sym-
metric with respect to any fixed plane €; of symmetry. Mo-
tions of type II can bifurcate into two-parametric mobility
when one vertex of L crosses the fixed axis v of symmetry.
Then even eight of the ten tetrahedra are coinciding.

It is still open whether these two-parametric motions com-
plete the list of nontrivial flexes of the GRUNBAUM frame-
work.

10
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Ein Analogon des Czuberschen Satzes
in der isotropen Ebene

Analogon Czuberovog teorema u izotropnoj ravnini
SAZETAK

U radu se dokazuje da Czuberov teorem u izotropnoj
ravnini vrijedi samo za 2—cirkularne kubike te potpuno
cirkularne kubike tipa tridens.

Klju€ne rije€i: geometrija, izotropna ravnina, cirkularna
kubika, Czuberov teorem

The Analog of the Czuber’s theorem in the
isotropic plane

ABSTRACT

The paper proves that in the isotropic plane Czuber's
theorem is valid only for the cubics of the second de-
gree of circularity and for the completely circular cubics
of the type tridens.

Key words: geometry, isotropic plane, circular cubic,
Czuber’s theorem
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ie zirkuldren Kurven in der isotropen Ebene sind
D diejenigen die den absoluten Punkt F enthal-

ten. Nach dem Zirkularititsgrad werden die zir-
kulidren Kurven 3. Ordnung in drei Typen eingeteilt:

1. erste Stufe des Zirkularititsgrades. Diese Kurve lduft
durch den absoluten Punkt und hat diesen Punkt als ein-
fachen Punkt;

2. zweite Stufe des Zirkularititsgrades. Diese Kurve
beriihrt die absolute Gerade im absoluten Punkt, oder
hat den absoluten Punkt als Doppelpunkt;

3. dritte Stufe des Zirkularititsgrades. Diese Kurve beriihrt
und schneidet die absolute Gerade im absoluten Punkt
und wird vollstindig zirkuldre Kurve genannt. Diese
Kurven teilen sich in drei Typen ein [5]:

a) divergente Parabel. Diese besitzt die absolute Ge-
rade f als Wendetangente im absoluten Punkt F,

b) kubische Parabel. Diese besitzt die Spitze 1. Art im
absoluten Punkt F, und die absolute Gerade f als die
Tangente in dieser Spitze,

c¢) Tridens-kurve (Dreizahn). Diese besitzt einen Kno-
ten im F, wobei f die Tangente eines Zweiges im
Knoten ist.

In der euklidischen Ebene gilt der Czubersche Satz:

Jede zirkulire Kurve 3. Ordnung kann durch die Projek-
tivitit zwischen einen konzentrischen Kreisbiischel und
einen Geradenbiischel erzeugt werden. Der Zentrum des
Kreisbiischels liegt in dem vierfachen Brennpunkt und der
Scheitelpunkt des Geradenbiischels in dem Hauptpunkt der
Kubik [3].

Die Existenz dieses Satzes ist in der hyperbolischen Ebene
in [4] bewiesen. Der Ziel dieser Arbeit ist die Existenz des
Czuberschen Satzes in der isotropen Ebene nachzupriifen.
Um dies zu erreichen wird ein Analogon zum konzentri-
schen Kreisbiischel der euklidischen Ebene, bzw. ein Hy-
peroskulationskreisbiischel benutzt [10].

Ein Biischel der parabolischen isotropen Kreise vom Radi-
us ﬁ in der isotropen Ebene besitzt die Gleichung

F=x>-24y+1=0, )

wobei T der Biischelsparameter ist. Durch zwei Geraden
1=Y _y = Oa

- T (2)

p2=x—-x=0

ist ein Geradenbiischel 9/ mit einem eigentlichen Grund-
punkt V (%,Y) aufgespannt. Dieses besitzt die Darstellung

V=y-y+ux-x) =0, (3)
bzw.
YV=x-3+My-y) =0, 4)

wobei g und A = }l die Biischelsparameter sind.

Durch eine projektive Zuordnung zwischen einem
Kreisbiischel und einem Geradenbiischel entsteht eine zir-
kulire Kurve k> 3. Ordnung [8]. Je nach der Wahl der
Geradenbiischelsparameter erhélt man zwei Typen dieser
Kurven.

Typ 1: Die Zuordnung zwischen den Biischeln (1) und (3)
wird projektiv wenn z. B. T = p gilt. Somit folgt

(¥ —24y)(x—X) —y+¥=0,

11
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bzw. H=V=F
3
X —2Axy—%2 4+ 24Xy —y+5=0 ) 4 X
was offensichtlich eine vollstindig zirkulidre Kurve 3.
Ordnung darstellt. Mittels einer isotropen Bewegung kann
sie die Form xy = x> 4+ ax? + bx + ¢ erreichen. Somit gehort 1
sie der Klasse der Tridens—Kurven (Abb. 1). -
I 1
y F=H a ol
k!
pt 2
v P p
1 Abb. 2
X
PERE AL 3 Fall (1,2): Die Zuordnung zwischen (1) und (7) firv =1
4 gibt
X —2Axy—x— %2 +2A%y =0, )
p2 was wieder die Gleichung eines Tridens mit @hnlichen Ei-
Abb. 1 genschaften, wie im Fall (1,1), darstellt (Abb. 3.).

Der vierfache Brennpunkt stimmt mit dem Zentrum F des
Kreisbiischels iiberein. Der Hauptpunkt H der erzeugten
Kubik, als der Schnittpunkt der Kubik mit ihren isotropen
Asymptote a, ist im demselben Punkt F [4].

Spezielle Fille entstehen dann, wenn der Scheitelpunkt V
des gegebenen Geradenbiischels mit dem absoluten Punkt
F(0:0: 1) zusammenfillt, wodurch ¥ ein Biischel der
isotropen Geraden dargestellt ist. Um die Gleichung eines
solchen Geradenbiischels % zu bestimmen, wihlen wir die
isotrope Geraden

p1=x—x=0,

p2=x=0.

Dieses besitzt die Darstellung

V=x—-%+mx=0 (6)
mit 1) als Biischelsparameter.

Setzt man in (6) fiir den Biischelsparameter v = Tl], erhilt
man

V=x+v(x-% =0. ©)

Somit entstehen zwei Fille:
Fall (1,1): Aus (1) und (6) fiir n = 7t folgt
£ Z2UxyLx+%=0, ®)

als die Gleichung eines Tridens (Abb. 2.). Die isotrope
Asymptote a dieser Kurve stimmt mit der y-Achse iiberein.
Man sieht leicht, daB der isotrope Kreis x* — 2Ay = 0 mit
der Kubik (8) keinen eigentlichen gemeinsamen Punkt hat.
Er wird so als asymptotischer Kreis der erzeugten Kurve
bezeichnet. Der vierfache Brennpunkt, wie auch der Haupt-
punkt der Kurve, fillt in den Punkt F=V.

12

Abb. 3

Die konstruktive Erzeugung fiir die beiden Fille fiihrt
man auf einem Modell, wo die uneigentliche Gerade f mit
dem absoluten Punkt F € f als eigentliche betrachtet wer-
den, auf die folgende Weise durch (dabei sind die parabo-
lische Kreise diejenige Kegelschnitte die zueinander hype-
roskulieren im Punkt F):

Die Tangenten aller isotropen Kreise des Hyperoskulati-
onsbiischels F mit den Beriihrungspunkten auf einer isotro-
pen Geraden i bilden ein Geradenbiischel 7 mit dem Schei-
tel I € f. Alle Kreise des Biischels ¥ sind namlich durch
eine perspektive Kollineation verbundet, wobei f die Ach-
se und F das Zentrum dieser Kollineation sind. Mittels der
Projektivitit zwischen den zwei Geradenbiischeln J und (4
(V = F) wurde eine projektive Zuordnung zwischen den
Geradenbiischel 9/ und den Kreisbiischel ¥ dargestellt, so-
daB dem Kreis k| die Gerade p| = f, dem Kreis k; die Gera-
de py = i und dem entarteten Kreis k3 die isotrope Gerade
p3 zugeordnet ist. Die konstruktive Losung ist in Abb. 4.
ersichtlich.
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Abb. 4

Typ 2: Man nimmt fiir das Geradenbiischel ¥ die Glei-
chung (4). Die projektive Zuordnung zwischen dem
Kreisbiischel (1) und dem Geradenbiischel (4) fiir T = A gibt
die Gleichung

(¥ —24y)(y—3) —x+3=0,

bzw.

Py —yxt = 24 + 2Ayy — x+ X =0, (10)
was offensichlich eine Kurve 3. Ordnung mit dem Zirkula-
rititsgrad 2 bedeutet. Diese Kurve beriihrt die absolute Ge-
rade im Punkt F und schneidet sie in noch einem uneigent-

lichen Punkt M der, wegen (2), die Koordinaten (0: 1 : 0)
besitzt (Abb. 5.).

/

a=pi

Abb. 5 = P2

Im allgemeinen wird die Kubik (10) vom Geschlecht 1.
Man soll bemerken daB ihr Hauptpunkt in den Punkt V fillt.

Bei diesem Typ kann auch der Scheitelpunkt V ein unei-
gentliches Punkt sein. Einfachkeit wegen kann der mit dem
Punkt M iibereinstimmen. Das Geradenbiischel wird dann
durch zwei Geraden

g1=y-y=0,
8=y=0,

aufgespannt, soda8 zwei Fille moglich sind. Seine Glei-
chung lautet

M=y-y+3y=0, (11)
bzw.
M=y+o(y-y) =0 (12)

wobei d und o = % die Biischelsparameter sind.

Fall (2,1): Die projektive Zuordnung zwischen den
Biischeln (1) und (11) erzeugt die Kubik mit der Gleichung

X’y —24y* —y+5=0 (13)
die vom Zirkularititsgrad 2 ist (Abb. 6.).

F

Abb. 6

Fall (2,2): Ist das Kreisbiischel (1) in der projektiven Zu-
sammenhang mit den Geradenbiischel (12), entsteht wieder
eine Kubik vom Zirkularititsgrad 2 (Abb. 7.). Die Glei-
chung dieser Kubik besitzt die Form

X2y — yx* — 2Ay* 4 245y —y = 0. (14)

In beiden Fillen sind die erzeugte Kurven vom Geschlecht
1. Sie besitzen denselben isotropen Schmiegungskreis mit
der Gleichung x> — 2y — 1 = 0, der die Kubik im absoluten
Punkt F beriihrt und mit ihr keinen weiteren gemeinsamen
Punkt hat. Der uneigentliche Punkt V = M ist der Wende-
punkt wie auch der Hauptpunkt der Kubik [2].

Aus dargestellten Betrachtungen kann man schlieBen:

Durch die projektive Zuordnung zwischen einen Biischel
konzentrischen isotropen Kreise und einen Geradenbiischel
entsteht immer eine zirkuldre Kurve dritter Ordnung vom
Zirkularititsgrad zwei oder drei, was nur von der gege-
benen Projektivitit und der Lage des Scheitelpunktes des
Geradenbiischels abhiingig ist. In den Punkt F fillt im-
mer der vierfache Brennpunkt der Kubik. Im Fall die Ku-
bik vom Zirkularititsgrad zwei ist, fallt der Hauptpunkt
immer in den Scheitelpunkt des Geradenbiischels. Fiir

13
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die vollstandig zirkuldre Kubik gilt dieses im allgemeinen
nicht. Es gilt nur dann, wenn der Scheitelpunkt des Gera-
denbiischels mit dem absoluten Punkt F iibereinstimmt.

F 3

V=H=M

Abb. 7

Bemerkung. Die kubische Parabel wie auch die divergente
Parabel wurden hier nicht betrachtet, da keine solche Kur-
ve mittels Hyperoskulationskreisbiischels erzeugt werden
kann [9].

Auf Grund der obigen Betrachtungen kann man einen Ana-
logon des Czuberschen Satzes in der isotropen Ebene auf
die folgende Weise formulieren.

Satz.

Jede zirkulidre Kurve 3. Ordnung des Zirkularititsgrades
zwei, wie auch vollstindig zirkulire Tridens-Kubik in der
isotropen Ebene kann als Erzeugnis einer projektiven Zu-
ordnung eines konzentrischen Kreisbiischels und eines Ge-
radenbiischels mit dem Scheitelpunkt im Hauptpunkt dieser
Kurve betrachtet werden.

Beweis. Sei eine zirkuldre Kurve 3. Ordnung des Zirku-
laritdtsgrades zwei in der isotropen Ebene gegeben. Man
nimmt den Scheitelpunkt V eines Geradenbiischels ¥/ in
ihrem Hauptpunkt H. Eine beliebige Gerade p; durch den
Punkt V schneidet die Kubik in noch zwei Punkten A und
B. Dieses Punktepaar bestimmt ein Kreisbiischel K. Jeder
Kreis k; aus K schneidet die Kubik in zwei weiteren Punk-
ten C; und D;. Im K gibt es nur ein Kreis k; bei dem die
Schnittpunkte C; und D; mit dem Punkt F zusammenfallen.
Dieser Kreis hat F als den viermalszidhlender Schnittpunkt
mit der Kubik.

Fiir jede beliebige Gerade p; € ¥ existiert ein solcher
Kreis kj € K, der F als viermalszihlender Schnittpunkt
mit Kubik hat. Alle solche Kreise k; hyperoskulieren zu-
einander im F und bilden deswegen ein Hyperoskulations-
kreisbiischel F, der in projektiven Zuordnung mit ¥ steht
und die gegebene Kubik erzeugt.

Sei jetzt eine vollstindig zirkuldre Tridens-Kubik gegeben.
Eine beliebige Gerade p; € ¥V, V = H = F, schneidet die
Kubik, auBer im Doppelpunkt F, in noch einem Punkt Q.
Mit diesem Punkt ist ein Kreisbiischel & der kongruenten
isotropen Kreise eindeutig bestimmt [10]. Jeder Kreis &;
aus X schneidet die Kubik in zwei weiteren Punkten C; und
D;. In K existiert nur ein Kreis k) der mit der Kubik keinen
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weiteren Schnittpunkt auBler F besitzt. Dieser Kreis hat F
als den fiinfmalszahlender Schnittpunkt mit gegebener Ku-
bik.

Fiir jede Gerade p;j € V existiert ein solcher Kreis k;, der
F als fiinfmalszahlender Schnittpunkt mit Kubik hat. Al-
le solche Kreisen k; haben auBer F keinen anderen Punkt
gemeinsam und bilden deswegen ein Hyperoskulations-
kreisbiischel F der im projektiven Zuordnung mit ¥ steht
und die gegebene Kubik erzeugt.
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ABSTRACT

The paper deals with the modelling of hyperpatches
(solid cells) on the basis of their creative representa-
tions and with the calculations of some intrinsic geo-
metric properties of hyperpatches. The analytic repre-
sentation of the hyperpatch in the form of a vector func-
tion of three variables provides the possibility to calcu-
late and to control geometric properties and the density
of distribution (homogeneous or non-homogeneous) of
the hyperpatch interior points.

Key words: hyperpatch modelling, geometric proper-
ties, density of interior points

Gustoéa raspodjele unutarnjih tocaka u modeliranju
hiperdijelova

SAZETAK

Rad se bavi modeliranjem hiperdijelova (punih Celija) na
osnovi njihovih kreativnih reprezentacija i proracunima
za neka svojstva unutarnje geometrije hiperdijelova.
Analiticka reprezentacija hiperdijela u formi vektorske
funkcije od tri varijable omogutuje izracunavanje i kon-
trolu geometijskih svojstava i gustoce raspodjele (ho-
mogene ili nehomogene) za unutarnje tocke hiperdijela.

Kljune rijeci: modeliranje hiperdijelovima, geometri-
jska svojstva, raspodjela unutarnjih to¢aka
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1 Introduction

modelling (described in [1], [2]). There exist dif-
ferent approaches to this problem, based on differ-
ent representations of the modelled objects. Forms of the
distinguished representations are determined by the areas

S olid modelling is an important part of geometric

of application of the generated objects, that are composite
solids composed from several solid cells — hyperpatches. In
the hyperpatch modelling, the geometry of the hyperpatch
interior points can be considered on the basis of the intrin-
sic geometric properties, which are equivalent to the intrin-
sic geometric properties of surfaces. The intrinsic geomet-
ric properties of a hyperpatch are determined by the partial
derivatives of the analytic representation of the hyperpatch,
a vector function in three variables, and can be calculated
from the coefficients of the hyperpatch fundamental forms.
They can be extracted directly from the hyperpatch basic
figure, which is a part of the input data structure for the
computer processing.

In the relevance to the form of the basic figure, the geom-
etry of the distribution of hyperpatch interior points can be
defined implicitly or explicitly.

2 Basic relations

Let K = (U, G) be a Creative space described in details in
[3]. A hyperpatch (a solid cell) S that is a three-parametric
subset of the extended Euclidean space .E> can be created
on the basis of its creative law, which is in K synthetically
represented by the creative representation, an ordered pair
(U,g), where the basic figure U€ U and the generating prin-
ciple g€ G are such, that applying the generating principle
g on the basic figure U the hyperpatch S can be created.
There are available three different forms of the generating
principle g (geometric transformation T, a class of geomet-
ric transformations T(u) defined on the interval, or any in-
terpolation I(u)), that can be applied to the suitable basic
figure, according to [4].

Creative representation of a hyperpatch, an ordered pair
(U,g), can be expressed in the six different forms:

(a surface patch, a class of geometric transformations)
(a solid cell, a geometric transformation)

(a net of boundary surface patches, an interpolation)
(a sequence of surface patches, an interpolation )

(a grid of boundary edge curves, an interpolation)

(a grid of points, an interpolation).
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The possibility to describe and to control the feature of the
non-uniform distribution of points in a hyperpatch is pro-
vided in the case of its modelling as an interpolated fig-
ure, using the creative representation in which the gener-
ating principle is an interpolation. These are the last four
types of the creative representations. The intrinsic geo-
metric properties of the created hyperpatch are explicitly
predetermined in the basic figure, which is in a form of
the ordered set of separate geometric figures (points, curve
segments or surface patches) related to the hyperpatch, or
vectors that can be tangent vectors to the isoparametric
curve segments, twist vectors to the isoparametric surface
patches and the density vectors in the given hyperpatch
points. These geometric figures are represented analytically
by their vector functions appearing as the elements of the
analytic representation of the entire basic figure, a map of
the created hyperpatch. In the map — matrix, there are all
elements distributed in the appropriate order and predeter-
mine the intrinsic geometric properties of the created hy-
perpatch, the curvature of the isoparametric curve segments
(edge curves) and the isoparametric surface patches (face
surfaces), or the non-homogeneity of the interior points’
distribution and density.

Industrial design and CAGD of non-homogeneous hyper-
patches on the base of their creative representations can lead
to more complex results with respect to their applicability in
simulation of some physical processes as magnetism, elec-
tricity, heating, pressure or deformations of solids, where
the possibility to control the distribution of the interior solid
points appears.

Fig. 1

In the first two types of the hyperpatch creative representa-
tions the created hyperpatches are homogeneous, and there
can be distinguished several types of created solids with re-
spect to the different types of generating principles in the
form of the classes of geometric transformations. In the
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Fig. 1 there are illustrations of some solids generated by
different classes of geometric transformations, a solid of
revolution created from the basic region with the bound-
ary in an asteroidal curve, a conical solid created from the
region with the boundary in the form of a Limacon of Pas-
cal subdued to the class of scalings with the centre in the
conical solid vertex, while the scaling ratio 2 > 1. Frustum
of the conical solid is created from the basic curve segment
in the form of the sinusoidal curve segment subdued to a
class of translations, and scalings with the given centre and
the ratio h < 1.

In these two types of the created hyperpatches the intrin-
sic geometry is defined implicitly by the basic figure and
the generating principle, and hyperpatch intrinsic geomet-
ric properties can be calculated from their analytic repre-
sentations by means of the differential geometry. The par-
tial derivatives of the vector function representing analyti-
cally the created hyperpatch with respect to all three vari-
ables and the mixed partial derivatives of the second and the
third order can be used to determine the coefficients of thre
first and the second fundamental forms of the created hy-
perpatch, and the density of distribution of the hyperpatch
interior points.

The analytic representation of a hyperpatch — solid cell S is
a vector function

r(u,v, W) = (x(u,v, W)a y(u7v1 W)1 z(u,v, W)a h(“a") W))

defined on the region Q = [0,1]* (where x,y,z,h are ho-
mogeneous coordinate functions of three variables that are
at least C? continuous on the region Q, while the partial
derivatives of the function h(u,v,w) with respect to the all
three variables u,v,w are equal to 0 on [0, 1]*), which is a
local homeomorphic mapping of the region €2 on the hyper-
patch S. Composite solids can be obtained as compositions
of several elementary hyperpatches — solid cells.

There exist 3 isoparametric systems of surface patches (ex-
actly one of the parameters u, v, w is constant) forming a net
of isoparametric surface patches of a hyperpatch. Boundary
surface patches (facets) correspond to the constant values of
parameters equal to O or 1. If there are two of the param-
eters u,v,w equal to some constant values, we can speak
about isoparametric curve segments of a hyperpatch, if the
values are equal to 0 or 1, about boundary isoparametric
curve segments (edges). Two isoparametric surface patches
from different systems intersect in an isoparametric curve
segment, two isoparametric curve segments from different
systems intersect in a hyperpatch point. In the hyperpatch
point there are all three parameters constant and we denote
them as parametric (curvilinear) coordinates of the hyper-
patch point. Points with parametric coordinates (not) equal
to 0 or 1 are (interior) exterior points of the hyperpatch (in
details in [2], [5]).
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A hyperpatch boundary according to [2] consists of 6
boundary surface patches — face surfaces of a hyperpatch,
12 boundary curve segments — edge curves of a hyperpatch,
and 8 corner points — vertices of a hyperpatch.

3 Hyperpatches created by classes of geomet-
ric transformations

Let the hyperpatch S be created from a basic figure in the
form of a surface patch U analytically represented by the
point function

p(u,v) = (§(u,v), w(u,v), §(u,v), n(w,v))

defined on the region ® = [0, 1], where &,y,{,n are ho-
mogeneous coordinate functions of two real variables that
are at least C continuous on the region ® (while the partial
derivatives of the coordinate function n(u,v) with respect
to the both variables u and v are equal to zero on @ ), which
is a local homeomorphic mapping of the region @ on the
surface patch U.

Geometric transformation that can be applied as a generat-
ing principle to the basic figure in the form of a hyperpatch
is represented by a regular square matrix of rank 4 with real
numbers as its elements

T=(aj) for ij=1,2,3,4.

Analytic representation of the class of geometric transfor-
mations that is a suitable generating principle applicable to
the basic figure in the form of a surface patch is a matrix
function derived from the matrix T in the form

T(w) = (aij(w)) for i,j=1,2,3,4,

which is a continuous function of one real variable defined
on the interval / = [0, 1], with the values in the set of all reg-
ular square matrices with real elements representing single
geometric transformations.

Analytic representation of the created hyperpatch is a point
function
r(u,v,w) = p(u,v).T(w)
= (é(u:v)v W(u:v)v C(u’v)a ﬂ(u,V))-T(W)-

defined and differentiable on the region Q@ = ® x I =0, 1]°.
Partial derivatives and the total differentials of the point
function are in forms
ru(u,v,w) = pu(u,v).T(w)

= (Bulu,v), Wu(1,v), Cu(1,v),0).T(w),
r,(u,v,w) = py(u,v).T(w)

= (§v(u,v),\yv(u,v),Cv(u,v),O).T(w),
r, (1, v,w) = p(u,v).T'(w)

= (é(u,v),\|l(u,v),C(u,v),n(u,v)).T’(w),

dr = r,du+r,dv+r,dw
= pu(u,v). T(w)du+ py(u,v).T(w)dv + p(u,v).T' (w)dw
= (pu(u,v)du + py(u,v)dv).T(w) + p(u,v).T (w)dw
=dp.T(w) + p(u,v).T'(w)dw,

ru(u,v,w) = puy(u,v).T(w)

= (Eun (4, V), Wuw (1, v), Guv (11, ), 0). T(w),
(4, v, w) = pu(u,v). T (W)

= (&u(u,v), Wu(u,v), Cu(u,v),0).T' (W),
(4, v, w) = py(u,v). T (W)

= (&v(u,), wu(1,v),8u(1,v),0).T (w),

Funw (U, v, W) = puy(,v).T' (W)
= (G (4,v), Wi (14, ), G (4,),0).T' (),
d*r = r,ma'u2 +radv? + FywdWw?
+ 2rdudy + 2ry,dudw + 2r,, . dvdw
= Pua(t,v). T(W)du + pyo(u,v). T(w)dV?
+p(u,v). T" (w)dw? + 2puy(u,v).T(w)dudv
+2pu(u,v).T' (w)dudw + 2p, (u,v).T' (w)dvdw
= (Puu(tt,v)du? + 2pu(u,v)dudy
+ pu (4, v)dv*)T(w) + 2(pu(u,v)dudw
+ py(u,v)dvdw).T'(w) + p(u,v). T" (w)dw?
= d%p.T(w) + 2dp.T' (w) + p(u,v). T" (w)dw?.

4 Interpolation hyperpatches

In the modeling of interpolation hyperpatches, the analytic
representation of a tri-cubic hyperpatch is in a form

r(u,v,w) = a333 W w + :7133;gu3v3w2 + ...+ ajgou + agoo

= 33
=YY, > F(u)F;(v)F(w)bij for (u,v,w) € [0, 1?
i=0 j=0k=0
where F;(u), Fj(v), Fe(w) are cubic interpolation polynomi-
als.

Geometric coefficients b;j define explicitly geometric
properties of the hyperpatch and they form a three-
dimensional matrix of the type 4x4x4, the map of the hyper-
patch. The elements of this map are quadruples of homo-
geneous coordinates of the hyperpatch points (real points
in E3), tangent vectors to the hyperpatch edges, twist vec-
tors to the hyperpatch faces, and vectors defining the dis-
tribution of points inside the hyperpatch — density vectors
(points in »E? at infinity).

Let the basic figure of a hyperpatch be an ordered grid of
64 real points in ..E>. The basic grid of points defines im-
plicitly also the curvature of edges and faces, and density of
the hyperpatch, i. e. distribution of the interior points.
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Analytic representation of the created hyperpatch is a point
function
3133

Z z Z BukF(u)F (V)Fk(w)

k=0i=0 j=0

r(u,v,w) =

for (u,v,w) €[0,1].

The first partial derivatives of the point function are in the
forms

or 339

S_M(u’v, W) = ru(u,v, W) = 2 2 2 Biij}I(M)Fj(V)Fk(W),
k=0i=0 j=0

r 3 3.3

g(u,V,W) = rv(u,v, W) = 2 z z Biiji(u)Fj;(v)Fk(w)a
k=0i=0 j=0

or 3933

S—;(u,v, w) =ru(u,v,w) = Y Y Y BijFi(u)Fi(v)F(w)
k=0i=0 j=0

and determine for the curvilinear coordinates (a,b,c) €
[0,1]? tangent vectors to the isoparametric curve segments
in the regular point P(a,b,c) = r(a,b,c).

The mixed second partial derivatives of the point function
are in the forms

&r
%(uav) W) - r:V(uavy:")
3
=Y Y > BiuF u)Fj(v)Fe(w),
k=0i=0 j=0
&r
W (u1 V, W) et l.uW(uy V, W)
e
=Y. >, Y BiiF{ (W) Fi(vs)F,(w),
k=0i=0 j=0
&*r

(u,v,w) = 1y (u,v,w)

3 353
= z Z 2 B,-jk[«’,-(u)f'}{(v)Fk'(W)

k=0i=0j=0

Svdw

" and determine for the curvilinear coordinates (a,b,c) €
[0, 1]? the twist vectors to the isoparametric surface patches
in the regular point P(a,b,c).

The mixed third partial derivative of the point function is in
the form
&r
Sudvdw

(ua", W) = ruvw(u,v, W)
3 A6 8
=Y X Y BijF (u)Fj(v)Fi(w)
k=0i=0 j=0

and determines for the curvilinear coordinates (a,b,c) €
[0,1]? the density vector in the regular point P(a, b, c).

The total differentials of the point function are in forms

dl‘—z 2 2 Buk(F (u)F (V)Fk( )

k=1i=1 j=I
+ Fi(u)Fj(v) F(w) + Fi(u)F; (v) (W),
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3:-3:.3
d’r=73 3 3 Bij(F (w)Fj(u)F(w)d’u

k=1i=1j=1

+ Fi(u)F} (V) Fe(w)d®v + +Fi(u) F;(v) F{' (w)d*w

+2(F; (u)F;(v) Fi(w)dudv + F; (u) F;(v) F;(w)dudw

+ Fi(u)F(v)F{(w)dvdw) + F/ (u) F; (v) F (w)dudvdw).

5 Hyperpatch first differential form

We can describe geometrically not only the boundary of the
hyperpatch as a three-dimensional region in the extended
Euclidean space ..E?, but also the geometry of the hyper-
patch interior points.

P(a,b,c)=r(a,b,c) Fu

Fig. 2

At any regular point r(a, b,c) = P(a,b,c) of the hyperpatch
there is defined a unique tangent trihedron % formed by
the three tangent planes to the isoparametric surface patches
of the hyperpatch in this point (Fig. 2). Each of the tangent
planes is defined by two tangent vectors to the isoparamet-
ric curve segments in their common point P(a, b, c)

Tuv(ru(aa b,C), rv(a,b, C)),
Tw(ru(a,b,c),ry(a,b,c)) tu(ry(a,b,c),rw(a,b,c)).

The tangent planes intersect in the common regular point
P(a,b,c), each two of them having a pierce line in the tan-
gent line to the isoparametric curve segment

Ty N Tuw = by Tuy NV Tyw = oy Tuw NTyw = ty-

Twist vectors r,(a,b,c),r,(a,b,c),ry(a,b,c) to the
isoparametric surface patches characterize implicitly their
geometric shape, curvature, convexity or concavity.

Any change in the hyperpatch interior point distribution is
reflected in the change of the density vector ru.(a,b,c).
This geometric characteristics will be denoted as density of
the interior point distribution. In some applications the den-
sity vectors in the vertices of the hyperpatch are defined di-
rectly in the hyperpatch basic figure as the geometric coef-
ficients b;jx, and define thus the interior points distribution
implicitly. The density vectors in the interior points can be
explicitly calculated from the third mixed partial derivative
of the hyperpatch point function.
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Definition 1.

Density of the interior point distribution is defined by the
density function

ruvw(ur v, W) e (xuvw(u, v, W)’ yuvw(u, v, W), Zuvw(us Vv, W)a O)

that is a vector function defined on the region Q = [0,1]*.
Value of the density function in the hyperpatch regular point
P(a,b,c) is the density vector oriented towards the interior
of the tangent trihedron.

Loci of the density function expresses the homogeneity of
the interior point distribution with respect to the coordinate
planes. Constant density function defines a homogeneous
distribution in the hyperpatch with respect to all coordinate
axes.

Definition 2.

Lete! = (1,0,0,0),e? = (0,1,0,0) and ¢* = (0,0,1,0) be
the unit vectors in the direction of the coordinate axes. The

scalar product
s = rw(u,v,w).e, i=1,2,3

is denoted as the ratio of the hyperpatch homogeneity with
respect to the coordinate plane (e/eX),i # j #k, j.k=
1,2,3. For s' = const we speak about homogeneous distri-
bution with respect to the coordinate plane (e/e*). Hyper-
patch is said to be homogeneous, if it is homogeneous with
respect to all coordinate planes.

Definition 3.

Hyperpatch first differential form denoted as @ (u,v,w) is
the square of the first total differential of the hyperpatch
analytic representation, the point function

r(u,v,w) = (x(u,v,w), y(u,v,w), z2(u,v,w), h(u,v,w))
at least C* continuous on the region Q = [0, 1]
D (u,v,w) = (dr)? = (r,du+r,dv+ r.dw)?.
Hyperpatch first differential form can he expressed as
the sum of the first fundamental forms @; (u,v), @1(u,w),
@1 (v,w) of the hyperpatch 3 isoparametric surface patches
subtracted by the sum of the first fundamental forms of
the hyperpatch isoparametric curves @ = 2du? + r2dv? +
r2dw*:
D (u,v,w) = (r,du+r,dv+ r.dw)? =
= (r2du® + 2r,rdudv + rldv?)

+ (r2du® + 2r,rydudw + r2dw?)

+ (r?dv? 4 2r,rdvdw + r2dw?)

— (22du® + r2dv? + ridw?)

=Q1(,v) + @1 (u,w) + @1 (v,w) — 0.

Let us denote coefficients of the uv-isoparametric surface
patch first fundamental form by E = rﬁ,F = G = r%,
and similarly coefficients of the uw-isoparametric surface
patch first fundamental form by E =r2 F* =r,r,,G* =12,

and coefficients of the vw-isoparametric surface patch first

fundamental form by G = r2, F** = r,r,,,G* =12

Then we can write the following formula
@, (u,v,w) = — (Edu* + Gdv* + G*dw?)
+ (Edu® + 2F dudw + Gd\?)
+ (Edu® + 2F*dudw + G*dw?)
+ (Gdv* + 2F**dvdw + G*dw?).
The discriminant of the hyperpatch first differential form is

a positive number expressed in a hyperpatch regular point
as the value of the determinant

B B

D=det|{ F G. F* ) = [r,rory)?,
F* F** G*

where [r,r,r,] is the mixed triple scalar product of the first

partial derivatives of the hyperpatch point function with re-

spect to the variables u,v,w.

The first differential form of the hyperpatch created from
the basic surface patch by the class of geometric transfor-
mations can be calculated as

(dr)? = (dp.T(w) + p(u,v). T (w)dw)?
= (dp.T(w))?* + 2dp.p(u,v). T(w).T' (w)dw
+ (p(u,v).T' (w)dw)?
=@ (u,v).T?(w)
+ 23/01 (4, v)p(u,v). T(w).T' (w)dw
+ p2(u,v). T? (w)dw?.

6 Volume and density of distribution of the
interior points

The volume of the hyperpatch represented analytically by
the point function
r(u,v,w) = (x(u,v,w), y(u,v,w), 2(u,v,w), h(u,v,w))

defined and at leat C* continuous on the region Q = [0, 1]%,
is the value of the triple integral

Vz/f/Q \/Wdudvdwz// Q|(r,,rvrw)|dua'vdw

where D(u,v,w) is the function of the discriminant of the
hyperpatch first differential form.

The mixed triple scalar product of the tangent vectors to
the isoparametric curve segments in the regular point of the

19
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hyperpatch can be expressed in the following forms
Yl = (X T P oty
= (N vy B =] ST X ) L

and can be calculated from the coefficients of the first fun-
damental forms of related surface patches determined by
pairs of the isoparametric curve segments of the hyper-
patch, @ (u,v),®;(u,w), 1 (v,w) (Fig.3).

Fig. 3

The angle that forms the vector product of tangent vectors
r,and r, (normal vector to the isoparametric surface patch)
with the third tangent vector r,, is denoted o, while

|ty x 1| = VEG - F2,

a=LF X0, 0], cose=

.
VEG - F2.\/G*

The similar relations are valid also for other two tangent
vectors and their related angles B and y with the vector prod-
uctsir, X'ry, and £, X,

ey % 1] SR Y~ T2

P={Llr. xr,)0l, coshs : .
VGG* — F**2 \/E
e x5l = VEG* — F*2,

n)
Y=|4(rw X 1u),n|, cosy= VEG —F2AC

We can calculate (for o, B,y # 5)
1 18 1 1
" cos?o. - cos*P  cos®y

= slz((EG - FY)G* + (GG* — F*?)E + (EG* - F*?)G)

1
= 5(3EGG" — G*'F%—EF™2 - GF*)

and express the mixed triple scalar product s for the calcula-
tion of the hyperpatch volume V in the case of the nonzero
value of &
\/(7EGG* — G*F2 — EF*2 — GF*2)
lsl = h 2
1 1 1
cos’B  cos®y’

1 el
Ve / / / Is|dudvdw.
0o Jo JO

20

~ cos®o.

Changing the position of the point on the hyperpatch for
variable curvilinear coordinates (u,v,w) € Q = [0,1]* we
receive a function in three variables defined on Q. If the
value of angle o, B, or 7y equals to 0 or , we speak about
weakly dense distribution of points in the direction of the
concerned tangent vector.

For the constant values of all angles o= =y=0 or m, and
therefore constant function i(u,v,w) = 3, the mixed triple
scalar product of the tangent vectors to the isoparametric
curve segments of the hyperpatch can be calculated from
the expression

s \/ (3EGG* — G*F? — EF*2 — GF*2)

3

1
- \/ EGO* = <(GPFE + EF™2 1672

and we speak about weakly dense distribution of hyper-
patch interior. Geometric interpretation is obvious: if all
angles are of the same zero value, the tangent vectors form
an orthogonal reper, and the tangent trihedron is rightan-
gled.

For the extreme values o, B,y = g the number 4 streams to

infinity, lim;_.s = 0, and we speak about dense distribu-
tion of points in the direction of the related tangent vector.

Fig. 4

In the Fig.4 there is an illustration of the Bezier approxi-
mation hyperpatch determined by the grid of 4 x 4 x 4 real
points in the space. An interpolation hyperpatch created
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from the basic grid of 8 real corner points — vertices, 24
tangent vectors to the isoparametric boundary curve seg-
ments — edges, 24 twist vectors to the boundary isopara-
metric surface patches — facets and 8 density vectors in the
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vertices determining the distribution of the interior points
in the neighbourhood of the corresponding vertices is illus-
trated, while the data vectors (tangent, twist and density)
are depicted in the figure in one of the vertices.
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SAZETAK

Smatra se ([4]) da je Wallace-Simsonov teorem jedan
od najljepsih na podrucju geometrije trokuta. Osobi-
tu vaznost ima u ravninskoj kinematici ([2,5]) gdje na
natin koji ne nalazimo nigdje drugdje u literaturi po-
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Rad se bavi nekim istaknutim tockama i krivuljama koje
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ABSTRACT

The WALLACE-SIMSON theorem is considered ([4]) as
one of the most beautiful theorems in the field of Geo-
metry of triangles. Especially its importance for plane
kinematics ([2,5]) is the starting point for discussing so-
me classical but also new theorems in the sphere of the
WALLACE-SIMSON theorem so far not found in any lite-
rature. The paper deals with some characteristic points
and curves, if we reflect a point at the sides of a triangle.
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egeben seien in der Euklidischen Ebene ein Drei-
Geck Pi2P>3P31 und ein Punkt X. Die Spiegelung

von X an den Seiten des Dreiecks liefert die Punk-
te X;, X2, X3. Interpretiert man das Dreieck Pj2Po3P3; als
Poldreieck dreier Lagen einer bewegten Ebene ([2,5]), so
sind X, X2, X3 homologe Punktlagen. Der Punkt X heif3t
Grundpunkt dieser homologen Punktlagen (Bild 1). Der
Mittelpunkt X* des Kreises k durch die Lagen Xj, X5, X3 ist
der zu X isogonale Punkt beziiglich des Poldreiecks.

Satz 1 (WALLACE-SIMSON):

Genau fiir die Punkte X des Umkreises u eines Poldreiecks
P12 P23 P gilt: Die homologen Lagen Xy, Xz, X3 sind kolli-
near.

Unter den Voraussetzungen des Satzes 1 entartet der Kreis
k durch die homologen Lagen zu einer Geraden w := k, der
sogenannten WALLACE-Geraden' zum Punkt X (Bild 2).

Alle WALLACE—Geraden eines Dreiecks bilden ein Gera-
denbiischel durch den Hohenschnittpunkt H.

Bild 1: Homologe Punkte X1, X3, X3

! In der urspriinglichen Fassung des Satzes ([8]) wird als
WALLACE-Gerade die zu w parallele Verbindungsgerade der Lot-
fuBpunkte von X auf die Dreiecksseiten bezeichnet.
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Bild 2: WALLACE-Gerade w zum Punkt X

Satz 2:
Spiegelt man eine Gerade g an den Seiten des Poldreiecks

Py2P»3 P31 (Bild 3), dann gilt fiir das durch gy, g2, g3 be-
stimmte Dreiseit homologer Geraden:

(I) Der Radius p des Inkreises k; des Dreiseits ist gleich
dem Abstand von g zum Hohenschnittpunkt H.

(II) Der Inkreismittelpunkt M des Dreiseits liegt auf dem
Umkreis des Poldreiecks. Die WALLACE—Gerade w
zum Punkt M ist die zu g parallele Gerade durch H.

(IIT) M ist Perspektivzentrum des Poldreiecks und des
Dreiseits.

Bild 3: Homologe Geraden g1, g2, &3

Beweis. Aus Satz 1 folgt, daB die Spiegelbilder einer
WALLACE-Geraden w sich in einem gemeinsamen Schnitt-
punkt M auf dem Umkreis schneiden. Fiir eine zu w im
Abstand p parallele Gerade folgen genau die Aussagen (I)
und (II). SchlieBlich sind die zur Schar der zu w parallelen
Geraden gehorenden Spiegeldreiseite zentrisch dhnlich mit
Ahnlichkeitszentrum M. Die Eckpunkte der Spiegeldreisei-
te liegen notwendig auf den Verbindungsgeraden entspre-
chender Eckpunkte des Dreiecks mit M und es folgt (III).
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Sei k; ein beliebiger Kreis mit Radius p und Mittelpunkt auf
dem Umkreis des Poldreiecks. Die gemeinsamen Tangen-
ten g und & an die homologen Lagen ki, k2, k3 des Kreises
k; sind genau jene Grundgeraden, deren Dreiseite homolo-
ger Lagen k; als Inkreis besitzen (Bild 4).

Bild 4: Grundgeraden g und A, deren homologe Lagen
einen Kreis k; beriihren.

Fiir p = 0 sind g und 4 mit der WALLACE-Geraden zum
Punkt M identisch. Die Ermittlung jener Grundgeraden, de-
ren Inkreise ihrer homologe Lagen einen vorgegebenen Ra-
dius besitzen bzw. eine beliebig gewihlte Gerade beriihren,
ist elementar.

Im weiteren sind alle Kreise k durch homologe Punktlagen
gesucht, die einen konstanten Radius besitzen bzw. mit ei-
nem beliebig vorgegebenen Punkt inzidieren. Sind ey, €23,
e3; die Abstinde des zu X isogonalen Punktes X* zu den
entsprechenden Eckpunkten des Poldreiecks, r der Radius
des Kreises k (mit Mittelpunkt X*) durch Xi, X, X3 und p2
die Potenz von X* beziiglich des Poldreiecksumkreises &,
so gilt die folgende Idenditat ([1,5])

e1nexes = p°r. (1

Aus (1) folgt, daB alle Grundpunkte X zu Umkreisen ho-
mologer Lagen mit konstantem Radius auf einer trizirkula-
ren Kurve 6. Grades, der sogenannten R|—Kurve [5], liegen.
Insbesondere enthilt die Rj—Kurve mit jedem Punkt X auch
dessen isogonalen Punkt X*.

Fiir die Rj—Kurve wies ALT [1] eine Realisierung als
Koppelkurve eines Gelenkvierecks nach. Es soll nun-
mehr gezeigt werden, daB dieselbe Kurve punktweise als
Schnitt entsprechender Kreise zweier Kreisbiischel kon-
struiert werden kann.

Da X, X;, X; jeweils auf Kreisen um P;; liegen, gilt wegen
des Zentriwinkelsatzes fiir die Winkel in Bild 5
AXP1oP3 = £XX1 X5 =: 0,

AXPjoPs = £XXoX) =: 0,

£XPiPy = £XXo X3 =: B,

£X P3Py = £XX3X5 =: B,

AX Py P = £XXa X1 =i %15

KXP31P23 = KXX1X3 =Y.
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Bild 5

Fiir die homologen Lagen X{, X3, X} aller Grundpunkte X’
auf dem Kreis durch X, P»3, P3; gilt dann

£X3X3X| = £X,X3X) = B2+ 11 = const.

Lauft dagegen X’ auf dem Kreis durch X mit Mittelpunkt
Py, so ist X{X; eine Sehne konstanter Linge desselben
Kreises zum Zentriwinkel 2(ot; 4+ o2). Ein fest gewihlter
Radius r des Kreises durch X{, Xj, X3 ordnet jedem Kreis
B, +v1 = const. iiber Pp3P3; in eindeutiger Weise einen
Kreis um P}, mit Radius R gemal

Rcos(B2+v1) = rcos(oy + o)

zu. Die (reellen) Schnittpunkte einander zugeordneter Krei-
se sind genau die gesuchten Grundpunkte (Bild 6).

Bild 6: Punktweise Erzeugung der Rj—Kurve mittels zwei-
er Kreisbiischel

Ersetzt man in (1) r durch den Abstand dist(X*,Z), wobei Z
ein beliebiger festgewihlter Punkt sei, dann ist (1) genau fiir
jene Punkte X* erfiillt, die Mittelpunkte von mit Z inzidie-
renden Spiegeldreiecksumkreisen sind. Es erweist sich da-
bei (1) als Gleichung 5. Grades. Die Eckpunkte des Poldrei-

ecks sind Singularititen der Losungsquintik (Bild 7), wel-
che Z,,—Kurve genannt werden soll.

Fiir Z = H zerfillt die Kurve Z,, in die Ferngerade und eine
Quartik mit genau 3 reellen, in die Ecken des Poldreiecks
fallenden isolierten Punkten. Es sind also die WALLACE-
Geraden (im Sinne der M&bius—Geometrie) die einzigen
Kreise durch homologe Punktlagen, welche mit H inzidie-
ren.

Bei welchen Lagen von Z spaltet sich eine eigentliche Ge-
rade von der Z,, ab, d.h. wann existiert ein mit Z inzidieren-
des Kreisbiischel? Eine solche Gerade ist in trivialer Weise
jede Poldreiecksseite. Man wihle fiir Z den der Seite ge-
geniiberliegenden Pol oder dessen Spiegelpunkt beziiglich
dieser Seite. Im ersten Fall zerféllt die Restquartik in ein
Paar konjugiert komplexer Geraden durch den Pol und in
den mit H inzidierenden Kreis durch die beiden iibrigen
Pole.

Bild 7: Z,—Kurve und Mittelpunkt X* eines mit Z inzidie-
renden Kreises k durch homologe Punkte.

Bemerkung 1: Jeder (reelle) Fernpunkt der Z,, ist “Mit-
telpunkt” einer WALLACE-Geraden durch Z. Fir Z # H
existiert damit genau ein Fernpunkt der Z, mit einer zur
WALLACE-Geraden HZ normalen Asymptote. Sei az die
Asymptote der Z, und Z* der Schnittpunkt von az und
HZ. Experimentell kann gezeigt werden, daB Z der Schnitt-
punkt der Asymptote der Z;, mit HZ ist. Ein geometri-
scher Beweis des involutorischen Charakters der Abbildung
1:Z = \(Z) := azNHZ der Punkte auf einer WALLACE-
Geraden HZ ist nicht bekannt.

Bemerkung 2: Indem man sukzessive die homologen Lagen
X1, Xa, X3 als neues Poldreieck zum selben festgewihlten
Grundpunkt X wihlt, wird ein iterativer Prozef erklért, der
eine Folge von Dreiecken liefert [6], die aus 3 Serien un-
tereinander dhnlicher Dreicke besteht. GemaB der in Bild 5
dargestellten Winkelverhiltnisse erhilt man namlich nach
jeweils 3 Schritten ein zum Ausgangsdreieck dhnliches
Dreieck.
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Ein weiterer eng mit WALLACE—Geraden verkniipfter Satz
ist folgender

Satz 3:

Die Kreise ky durch X5, X3, P»3, ka durch X3, X1, P3; und k3
durch X, X», P17 sind kopunktal. Der gemeinsame PunktY
liegt auf dem Umkresis k, des Dreiecks P2 Py3 P31 (Bild 8).

Bild 8

Beweis. Sei g die Verbindungsgerade XH. GemilB Satz
2 schneiden sich die Spiegelgeraden gj, g2, g3 in jenem
Punkt Y des Umkreises k,, dessen WALLACE—-Gerade g
ist. Sei o := £P31P12P3, dann ist £XP12X; = 200 und
£g1g2 = 2a und folglich liegen Y, P2, X, X, auf einem
gemeinsamen Kreis, ndmlich k3. Analoge Aussagen gelten
fiir Y beziiglich der Kreise k; und &z, d.h. Y ist gemeinsa-
mer Punkt jener 3 Kreise.

Bemerkung 3: Satz 3 wird in [7] ohne Beweis erwihnt. Ins-
besondere fehlt dort der Zusammenhang des gemeinsamen
Punktes Y mit der WALLACE-Geraden XH.

Bild 9
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GemiB dem 1. Satz von CLIFFORD ([3,7]), definieren die
tibrigen 6 Schnittpunkte von 4 kopunktalen Kreisen noch 4
weitere ebenfalls kopunktale Kreise.

Satz 4:

Die Kreise ki durch Xy, P31, P2, k; durch Xa, Pi2, P
und k3 durch X3, P23, P3; sind kopunktal. Der gemeinsame
Punkt Y* liegt auf dem Umkreis k;, des Dreiecks X1 X2X3
(Bild 9).

Da die Kreise k}, k3, k3 die an den Dreieckseiten gespiegel-
ten Sehnenkreise durch X iiber diesen Seiten sind, “sieht”
der Punkt Y* die Dreieckseiten im wesentlichen unter dem-
selben Winkel wie X. Es soll deshalb Y* der zu X kollate-
rale Punkt genannt werden. Folgerichtig ist umgekehrt X
der zu Y* kollaterale Punkt.
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pomocu jedne dvostruke
i dviju jednostrukih realnih tocaka

Conic Section Pencil Given by a Double Point and
Two Single Real Points

ABSTRACT

The algorithm is presented for the determination of co-
efficients in the equation of the type IV conic section
pencils when the pencil is given by three base points
one of which is a double point. In order to work with
the points in infinity, the homogeneous coordinates are
introduced. The approach is illustrated by several exam-
ples.

Key words: conic section pencil, homogeneous coordi-
nates, computer graphics

Pramen konika zadan pomocu jedne dvostruke
i dviju jednostrukih realnih tocaka

SAZETAK

Prikazan je algoritam za odredivanje koeficijenata u jed-
nadzbi pramena konika tipa IV kad je pramen zadan s tri
tocke od kojih je jedna dvostruka. Da bi se moglo radi-
ti s neizmjerno dalekim totkama uvedene su homogene
koordinate. Postupak je ilustriran s nekoliko primjera.

Kljucne rijeci: pramen konika, homogene koordinate,
racunalna grafika

MSC: 51Ng9

1. Uvod

razlicite toke A, B, C i D. Pramen konika tipa IV

(S&uri¢ i Sachs, 1995, 1997) karakteriziran je SVOj-
stvom da se temeljne tocke C i D podudaraju. Tom dvostru-
kom tockom prolazi zajedni¢ka tangenta svih konika pra-
mena.

P ramen konika opéenito je odreden s Cetiri realne i

Graficki prikaz pramena konika moZe se uinkovito ostva-
riti primjenom ralunala i prikljuéenog uredaja za crtanje.
Matemati¢ka osnova razvijenog softvera opisana je u ra-
du (Lapaine 1997). U ovome radu daje se algoritam za
racunanje koeficijenata u jednadZbi pramena konika tipa IV,
ako je pramen zadan s tri to¢ke (od kojih je jedna dvostruka)
i zajedni¢kom tangentom svih konika pramena. Postupak se
temelji na primjeni homogenih koordinata kako bi se i ne-
izmjerno daleke tocke ravnine mogle analiti¢ki obuhvatiti
posve analogno kao i tocke u konacnosti.

2. Pramen konika

Neka su

B y)i= arx* -+-2b1xy+cly2 +2dix+2e1y+ f1 =0,
@.1)

G(x,y) = apx® + 2baxy + coy* + 2dpx + 2e2y + f = 0,
2.2)

jednadzbe dviju konika. Za proizvoljni u € R sastavimo iz-
raz

H(x,y) = F(x,y) + uG(x,y). (2.3)
Polinom H je oblika

H(x,y) = ax* + 2bxy + cy* +2dx+2ey + f, (2.4)
gdje smo oznacili

a—ai tluwy. -, = fi FlU. (2.5)
Za svaki pojedini u € R, izraz

H(x,y) = F(x,y) + uG(x,y) =0 (2.6)

je jednadzba konike ako je barem jedan od brojeva a, bic
razli¢it od nule. Ako je a =b = ¢ = 0 tada se radi o speci-
jalnim, ali jednostavnim slu¢ajevima (Lapaine, 1997).

Za zadane realne brojeve ay,by,... , f1,a2,b2,... , 21 H€ER
skup svih konika obuhvacenih jednadZbom (2.6) naziva se
pramenom konika. Konike pomocu kojih je pramen defini-
ran i kojima odgovaraju jednadZbe

F(x,y)=0 i G(xy)

nazivaju se osnovnim konikama pramena.
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Za svaki Cvrsti u € R jednadZba (2.4) predstavlja jednu kri-
vulju pramena ili u specijalnom slu¢aju prazan skup. Jedan
nacin odredivanja tipa konike s moguénos¢éu grafickog pri-
kazivanja pomocu racunala objasnjen je u radu (Lapaine i
Jovici¢ 1996).

3. Pramen konika zadan pomocu jedne dvo-
struke i dviju jednostrukih realnih tocaka

Ako su zadane &etiri tocke P;(x;,y;), i = 1,2,3,4, u ravnini,
od kojih nikoje tri nisu kolinearne, te ako je
gik = aux+buy+ci =0, i#k, (3.1
jednadzba pravca PP, tada je jednadZbom

812834+ 1813824 =0 3.2)

predocen pramen konika kojem su toc¢ke P; temeljne. Sve
konike pramena prolaze tockama P; (Cesarec 1957).

Slika 1: Pramen konika tipa IV

Neka su sada zadane tri nekolinearne tocke A, B i C i ne-
ka je ¢ bilo koji pravac koji prolazi tockom C, ali ne sadrZi
tocke A i B. Oznac¢imo pravac kroz tocke A i B sa g, pravac
kroz tocke A i C sa g, te pravac kroz tocke B i C sa g (vidi
sliku 1). Ako su

t=0, g=0, g =0 i g=0 (3.3)

jednadzbe navedenih pravaca, tada je
g182+ugt=0 (3.4)

jednadZba pramena konika kojem su A, B i C temeljne
tocke, a t zajednicka tangenta svih konika pramena. Zaista,
to¢ka A je temeljna tocka pramena jer leZi na pravcima g i
g1, tocka B je temeljna jer leZi na pravcima g i g2, a tocka C
je temeljna jer je sjeciSte pravacat i g1(g2). Za svaki zada-
ni u jednadzba (3.4) predstavlja jednu koniku pramena. Za
to¢ku (x,y) koja je zajedni¢ka proizvoljnoj konici pramena
i pravcu ¢(x,y) = 0 mora biti

g1(x,y) g2(x,y) =0, (3.5)
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§to vrijedi samo za toCku koja je istovremeno na pravci-
matig) ilitigy. Dakle, radi se o tocki C. Odatle za-
kljuCujemo da je pravac ¢ zajedniCka tangenta svih koni-
ka pramena jer sa svakom konikom ima samo jednu zajed-
ni¢ku to¢ku. Ta zajednicka tocka C naziva se dvostrukom
temeljnom toCkom pramena. MoZe se takoder reci i da je
pramen zadan s Cetiri to¢ke od kojih su dvije pale zajedno.

4. Homogene kartezijeve koordinate
u ravnini

Pod homogenim kartezijevim koordinatama tocke P(x,y)
podrazumijevamo uredenu trojku realnih brojeva (xg,x1,x2)

za koje je
x=2  y=2 4.1)
X0 X0

Iz definicije slijedi da homogene koordinate (xg,x,x2) ni-
su jednozna¢no odredene pomoéu nehomogenih (x,y), jer
ih jo§ moZemo pomnoziti bilo kojim realnim brojem raz-
li¢itim od nule, a da ipak daju iste vrijednosti x i y. Tako
NpEsZa %=3, ) =2 1mamoxg =1L % —3, 1 — 2, ali'i
X0 =2, X% =0s1:=41td.

Ako je xo = 0, a xj i xp razli¢ito od nule, tada je x = o
iy =oo, tj. ta je tocka neizmjerno daleka tocka ravnine i
leZi na spojnici ishodista koordinatnog sustava s tockom
(x1,x2). I ba§ zbog toga, §to su neizmjerno daleke tocke
ravnine karakterizirane time da im je homogena koordi-
nata jednaka nuli, uvodimo homogene koordinate. Tako
moZemo te osobite tocke ravnine analiticki svladavati jed-
nako kao i to¢ke u kona¢nosti (Cesarec 1957). Na primjer,
neizmjerno daleka tocka osi x ima homogene koordinate
(0,1,0), a onanaosiy (0,0,1).

Uobi¢ajena oznaka za homogene koordinate je (xo : x; : x2),
ali u ovome radu ée se rabiti (xq,x;,x;) jer se radi o uredenoj
trojki brojeva, a ne o produZenom razmjeru. Osim toga, ta-
kav zapis je identian onome koji se upoptrebljava pri pro-
gramiranju.

Trojka (0,0,0) nema znacenja i iskljucuje se iz razmatranja.

5. Jednadzba pramena konika zadanog po-
moc¢u jedne dvostruke i dviju jednostrukih
realnih tocaka i homogene koordinate

Neka su pomoéu homogenih koordinata zadane tri tocke

A (x04,X14,%24)

B (x0B,X18,X2B) (5.1
C (xoc,X1€,%2c)-

Moze se vidjeti da se jednadZba pravca g koji prolazi
tockama A i B moZe napisati u obliku

gxx+g,\')’+gz=0 (52)
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gdje smo oznacili

_ |xmB x4
gX o 9
X0B  X0A
XIB XIA
e 53
: XoB  XoA|’ 12:3)
—loy A
o= .
XB XA

Analogno imamo za pravac g; koji prolazi to¢kama Ci A
81X+ 81,y +81: =0, (5.4)

gdje smo oznacili

= IR
Slx = ’
X0A X0C
X1A XIC
== 5.5
gl) xOA xOC ) ( )
X1A XIC
glz = I
X24 X2C

kao i za pravac g; koji prolazi tockama C i B

gux+ 82y +82: =0, (5.6)
uz oznake

= |op e
8*=  bww xc|’

= Wi Mo
T Sl (5.7
=y

. X8 Xoc|

Pravac t prolazi tockom C, a njegov smjer neka odreduje
pomocéna tocka T’ s homogenim koordinatama

T = (xof . %17, %21 ) (5.8)

JednadZba pravca t koji prolazi to¢kama C i T tada glasi
thx+ty+t, =0, 5.9

gdje smo oznacili

o XaTr  X2C
S ileeny b]
Xor XoC
e Tag
b= i Yot (5.10)
=T XIC
L= :
Xor  X2C
U 3. poglavlju ustanovili smo da je
g182+ugt =0 (34

jednadZba pramena konika kojem su A, B i C temeljne
tocke, a ¢t zajedniCka tangenta svih konika pramena. Po-
modu relacija (5.1)—(5.10) moZe se izvesti da je g1 g2 oblika

g182=F(x,y)
2 (5.11)
= ajx* + 2bixy + c1y* +2d1x + 2e1y + fi,

uz oznake
ap = 81x82« by = 5(81x82y + 81y82x)
C1 = 81y82y di = L(g1x82: + 81:82x) (3.12)
S %(gl)'gZZ'*'glngy) 1 = 812822
Analogno, gt je oblika
gt =G(x,y)

. (5.13)

=ax* + 2baxy + 2y + 2dax + 2exy + f2,

uz oznake
G5 = Olx by = %(gxty +8ytx)
c2 = gyty dy = %(g,tz + g:tx) (5.14)

€)= %(gytz + gaty) f2 =8tz

Pomo¢u izvedenih formula moZemo sastaviti program za
ratunalo koji na temelju zadanih toaka A, B, CiT odreduje
koeficijente u jednadZbi pramena

F(x,y) + uG(x,y)
=a1x* +2b1xy+ cly2 +2d\x+2e1y+ fi+
- ,u(agx2 + 2byxy + coy? +2dyx+2e2y+ f2) = 0.

6. Primjeri

Prethodna su razmatranja izvedena pocetkom 1990-ih radi
izrade crteza za rad Klassifikationstheorie der Kegelschnit-
tbiischel vom Typ IV der Isotropen Ebene, II, V. Séurié i
H. Sachsa koji je objavljen 1997.

Za proucavanje geometrije izotropne ravnine moZe se upo-
trijebiti npr. monografija H. Sachsa (1987). Buduci da
ratunala poCetkom 1990-ih nisu imala ugradeno poznava-
nje geometrije izotropne ravnine, a koliko mi je pozanto
nemaju ni danas, trebalo se nekako snaci, odnosno pojedi-
ne jednadzbe ,prevesti’ na jezik geometrije euklidske ravni-
ne. U tu je svrhu, na temelju u ovome radu prikazanih for-
mula, bio sastavljen odgovarajuci potprogram za ratunalo
u Basicu, koji polazeéi od zadanih homogenih koordinata
totaka A, B, C i T odreduje koeficijente u jednadzbi pri-
padnog pramena konika. Postupak se temelji na primjeni
homogenih koordinata kako bi se i neizmjerno daleke tocke
ravnine mogle analiti¢ki obuhvatiti analogno kao i one u

29



KoG-4/1999

Miljenko Lapaine: Pramen konika zadan pomocu jedne dvostruke i dviju jednostrukih realnih toc¢aka

konaénosti. Tocka C je dvostruka tocka, a tocka T je po-
mocna tocka koja zajedno s toc¢kom C definira zajedniku
tangentu svih konika pramena.

Nakon §to su bili izraGunani koeficijenti u jednadZzbi pra-
mena, primjena odgovarajuceg programa omogucila je gra-
ficko prikazivanje pramena (Lapaine 1997). Postupak se
odvija na taj nacin da se najprije za svaku krivulju pra-
mena izratunaju koordinate niza uzastopnih tocaka. Pri-
tom se gustoca toaka uzduZ pojedine krivulje i gustoa
krivulja u pramenu mogu interaktivno regulirati. Gustoca
to¢aka uzduZ pojedine krivulje bira se tako da se pri iscrta-
vanju ne primijeti izlomljenost linije, ali da se istovremeno
prevelikom gusto¢om ne preopterecuje memorija i vrijeme
izvodenja. Gustoca krivulja u pramenu odreduje se odabi-
rom koraka parametra na taj nacin da na slici ne bude pre-
viSe linija te time slika necitljiva i na djelovima zacrnjena,
ali da se istovremeno prikaZu sve karakteristicne krivulje
pramena.

Nakon §to smo zadovoljni s prikazom na ekranu monitora,
slika se sprema u . DXF zapisu kako bismo je mogli uitati
u AutoCAD te dalje uredivati. Tu se prvenstveno misli na
opis slike, eventualno brisanje suviSnih elemenata te zada-
vanje boje, odnosno debljine onih linija koje na slici Zelimo
istaknuti.

Primjeri koji slijede oznaceni su u skladu s radom (Seuri¢ i
Sachs, 1997).

Primjer 1.: Pramen tipa IV3

Zadane su tocke u homogenim koordinatama A(1,4,4),
B(1,4,0), dvostruka to¢ka C(1,0,0) i pomocna toCka
T(1,0,1). JednadZba pramena je:

xy—y +p(x* - 4x) =0.

Slika 2: Pramen tipa IV3
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Primjer 2.: Pramen tipa V4 ) 1

Zadane su toke u homogenim koordinatama A(0,3,1),
B(0,1,4), dvostruka to¢ka C(1,0,0) i pomocéna tocka
T(1,1,0). JednadZba pramena je:

4x* — 13xy + 3y* + uy = 0.

4

Slika 3: Pramen tipa IVy | 1

Primjer 3.: Pramen tipa IV, >

A 1.2);
B(1,3,6), dvostruka totka C(0,1,0) i pomocna tocka
T(1,1,0). Jednadzba pramena je:

Zadane toCke u homogenim koordinatama:

¥ = 8y+12+p(2xy—»%) =0.

Slika 4: Pramen tipa V4 2
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Primjer 4.: Pramen tipa IV4 2

Zadane tocke u homogenim koordinatama: A(1,1,1),
B(1,—1,—1), dvostruka to¢ka C(0,1,0) i pomoc¢na totka
T(1,1,0). JednadZba pramena je:

¥ = 1+p(xy—y") =0.

Primjer 6.: Pramen tipa V7

Zadane totke u homogenim koordinatama: A(0,1,1),
B(1,—-0.5,1.5), dvostruka tocka C(1,0,0) i pomoé¢na tocka
T(1,1,0). JednadZba pramena je:

3 = 20y —y* +p(xy —y* +2y) =0.

Slika 5: Pramen tipa IVy 2«

Primjer 5.: Pramen tipa IVs

Zadane totke u homogenim koordinatama: A(0,1,0),
B(0,1,2), dvostruka tocka C(1,0,0) i pomoéna tocka
T(1,0,1). JednadZzba pramena je:

2xy—y? +ux=0.

Slika 7: Pramen tipa IV

Primjer 7.: Pramen tipa IVg

Zadane totke u homogenim koordinatama: A(0,0,1),
B(1,2,2), dvostruka to¢ka C(1,0,0) i pomocna tocka
T(1,1,0). JednadZba pramena je:

X —xy+u(xy—2y) =0.

Slika 6: Pramen tipa IVs ;

Slika 8: Pramen tipa IV
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Primjer 8.: Pramen tipa IVy;

Zadane tocke u homogenim koordinatama: A(1,2,0),
B(1,-2,0), dvostruka totka C(0,0,1) i pomoéna tocka
T(1,0,1). JednadZba pramena je:

X —44uxy=0.

o=
a=

Slika 9: Pramen tipa Vo

Primjer 9.: Pramen tipa [V}

Zadane to¢ke u homogenim koordinatama: A(0,1,1),
B(1,0,2), dvostruka to¢ka C(0,1,0) i pomoéna tofka
T(1,1,0). JednadZzba pramena je:

y—2+uxy—y*+2y) =0.

Slika 10: Pramen tipa IVig

Primjer 10.: Pramen tipa IV}3

Zadane toCke u homogenim koordinatama: A(1,0,0),
B(1,1,3), dvostruka totka C(0,1,0) i pomoéna toka
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T(0,0,1). JednadZba pramena je:
¥ =3y+u(3x—y)=0.

e

\B ./

Slika 11: Pramen tipa IV)3
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A New Approach to the Computer Aided Calculation
of Points on the Envelope Helical Surface
Characteristics

ABSTRACT

Presented calculations and the choice of variables
u,v € [0,1] as curvilinear on the given basic surface ¢
enable the creation of a versatile programme for the
graphical processing of the characteristics not only of
the envelope helical, but also rotational surface ® de-
fined by the basic rotational surface @. Basic surface @
can be generated from the basic curve ¢ determined by
(1) applying a class of revolutions about the coordinate
axis x defined by the matrix Tg(v), for v € [0,1] (2), that
is positioned in the space by the transformation T (3).
The envelope helical surface @ can be created by helical
movement of the points on the characteristics. The axis
o of the helical movement located into the coordinate
axis z is the axis of the surface ®.

Key words: envelope surface, envelope helical surface,
envelope rotational surface, characteristics, meridian
section, creative space

n envelope surface @ is the envelope of a 1-pa-
rametric system of surfaces created by a continu-
ous movement of a basic surface @.

Characteristics is a curve segment along which the envelope
surface ® touches the basic surface @ .

The same envelope surface ® can be created by the contin-
uous movement of characteristics. (Detailed description of
envelope surfaces can be found in Velichova [3].)

Let us deal with an envelope helical surface @ created by
a helical movement (the movement is a class of geometric
transformation concatenated from a revolution movement

Novi pristup numerickom racunanju tocaka na
lukovima dodira ovojnice helikoidne plohe

SAZETAK

Izlozeni proracuni i izbor varijabli u,v, € [0,1] za krivolin-
ijske koordinate na danoj temeljnoj plohi ¢ omogutuju
stvaranje siroko primjenjivog programa za graficko pro-
cesuiranje lukova dodira, kako za ovojnicu helikoidne
plohe tako i za racionalnu plohu @ odredenu temeljnom
plohom ¢@. Temeljna ploha @ moZe biti generirana iz
temeljne krivulje ¢ (1) kao klasa rotacija oko koordi-
natne osi x, definirana matricom Tr(v) za v € [0,1] (2),
koja je u prostoru smjestena pomocu transformacije T
(3). Ovojnica helikoidne plohe ® moZe nastati helikoid-
nim gibanjem totaka luka dodira. Os o helikoidnog
gibanja, smje3tena na koordinatnu os z, ujedno je i os
plohe ®.

KljuZne rijeci: ovojnica, ovojnica helikoidne plohe, ovo-
jnica racionalne plohe, luk dodira, meridijanski presjek,

prostor stvaranja

MSC: 65D17

about the axis o and a translation movement in the direction
of the vector collinear to the axis o of revolution) of a basic
surface @. An envelope rotational surface is a special type
of the envelope helical surface with the helical movement
pitch |z,| (zy is the translation vector corresponding to the
angle of revolution equal to 27) equal to zero.

In the paper (Szarkovi [2]), the helical and rotational sur-
face @ created from the conical or cylindrical surface @
were discussed. In the present paper, the basic surface @
will be a rotational surface created by revolving a plane
curve segment located in the xz-plane about the coordinate
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axis x. We will work in the creative space with the homo-
geneous coordinates (in correspondence with Qiulin [1]).

By the helical movement of the spherical surface G we
create the envelope surface called Archimedean serpentine.
The characteristics is a principal circle 4, that is the inter-
section of the basic spherical surface G and the plane & per-
pendicular to the tangent line to the helix (trajectory of the
movement) of the surface G centre S.

Let G be a spherical surface from a set of spherical sur-
faces, that are tangent to the defined rotational surface @ in
parallel circles. Let k be the tangent parallel circle on G.
Intersection points ' M, 2M of circles h and k are points of
the characteristics e (Fig. 1.).

Fig. 1

Any rotational surface @ with the axis !0 in general position
can be transformed in such way that the axis of revolution
will be in one of the coordinate axis and vice versa.

Let us create the basic surface in the basic position as the
surface ¢/ with the axis !0’ generated from the basic curve
¢ located in the xz-plane, and defined by the vector function

be(u) = (x(u),0,z(),1) for u€l0,1] (1)

applying a class of revolutions about the coordinate axis x
defined by the matrix Tgr(v),

1 0 0 0
0 cosZnyv: - sin2mv 0
Tr(v) = 0 —sin2nv cos2my O for v€(0,1].
0 0 0 1
(2)
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Let @' is positioned in the space by the transformation T (3),

T=d 1T,
cosoecosB  sinfcosot —sinot 0
—sinf3 cosf 0 0
. Tt ) (3)
cosPsina  sinosinf  cosot 0
Xp p Zp 1

where T, is the revolution about the coordinate axis z by
the angle o,
Toy is the revolution about the coordinate axis y by
the angle f3,
T, is the translation with the direction vector
v = (Xp,¥p:2p,0).
The basic surface is now moved from the basic position ¢’
and located to the general position @ in the space deter-
mined by the chosen constant values of o, B, v.

To simplify the results, the whole scene will be transformed
by the transformation T’ (in the transposed form) (4) so that
we could work with the rotational surface @', with the axis
1o’ congruent to the coordinate axis x:

T T Tos- Toy )

—XpCalB — YpSaCp +ZpSp
*pSB — YpCp
CpSo. SaSB Co.  —XpCRSo — YpSaSg + ZpCa
0 0 0 1

CaCB SBC(; —Sa

=30 0

where 5o = sin@, cq = cosQ, sg = sinf3 and g = cosfP;
T’ and T are inverse transformations.

The axis o of the helical movement located into the coor-
dinate axis z is the axis of the envelope surface ®. Let the
axis o be defined by the point 0 (0,0,0, 1) and the direction
vector s(0,0,z0,0), where zg is the reduced pitch zg = I%tl

0 4
/o’
s(090,20,0) /
s,(xl > V15215 0)
O,(xz,y21227 1)
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The transformed axis o' will be defined by the point
0/ (-’\'2)}“27227 1)

(Xz,yz,Zz, l) = (0,0,0, 1) T
and by the direction vector s’ (x,y1,21,0):

(xl,yl,zl,O) = (0,0,Z0,0) 'T’

The analytic representation of the parallel circle k on
the surface @' that is located in the plane parallel to the
yz-plane and is incident to the point L(ug,0) = r(uo) =
(x(u0),0,2(up), 1), uo € [0,1] on the basic curve c is in the
form

2r(v) = (x(up), ri - sin (27tv), ry. - cos (2mv), 1)

for v €[0,1], )

where the radius of the parallel circle r, = z(uo).

The common tangent plane 7 to the surface @ and the aux-
iliary tangent spherical surface G in the point L on the ba-
sic curve ¢ will be determined by the tangent vector t, to
the curve c in the point L and the tangent vector t, to the
v-isoparametric curve on the surface ¢’ determined by the
first derivative of the function (5) in the point L. Tangent
plane direction vectors

t, =" r' (o) = (¥ (u0),0,2 (up),0),
t, =2r'(0) = (0,1,0,0),

where X' (uo) # 0,

define normal vector
n=t, xt, = (-7 (u0),0,x (u0),0).
The normal line g with the direction vector n
x = x(ug) — 7' (uo) - 1
y=0

= z(ug) + ' (uo) - 1, for [ € [—oo,0], up € [0,1]

intersects the coordinate axis x in the point S’, which is the
centre of the auxiliary tangent spherical surface G':

(uo) - X' (uo) + z(uo) -7 (uo)
o) ,0,0, 1) :

S (xg,0,0,1) = (x

The point S (xs,ys,zs, 1) located on the axis 10 is defined by
the transformation T (3):

(XS,)’S,ZS, 1) = (xGa()’Ov 1) s

The tangent line to the helix, which is the trajectory of the
point S movement, is parallel to the basic line on the di-
rection conical surface located in the point P (ys, —xs,0,1).
(The construction can be found in Velichova [3].)

The tangent line to the helix in the point S can be deter-
mined by the direction vector t(—ys, xs, (—1)-z0, 0). Con-
stant value i = 1 is valid for the clockwise and i = 2 for the
anticlockwise helical movement.

By the transformation T’ (4) of the vector t we can obtain
the coordinates of the direction vector t'(x;,yr,z,0) of the
tangent line to the helix of the point S’ with axis o’

(-xluyhzho) o (—)’S,xs, (—l)i'ZO, 0) Tl

Centre ' is incident to the plane & perpendicular to the vec-
tor t', and is determined implicitly by the equation

x(x—xg)+y-y+z-z2=0.

Plane £ intersects the parallel circle k (6) located in the

plane ¢/ /u (7)

(x — x(uo))? + 22 = z(uo)* (6)
x = x(uo) (7N

in the points 'M’, 2M' of the constructed characteristics e’
on the surface @'. Their coordinates are defined as follows

¥ = x(uo)

iyl = 2&9)—_@_6 Jy 8)
i

i =y, for j=1,2; up € [0,1].

The parameter /¢ can be calculated from the quadratic equa-
tion (9) that is the solution of the equations (6)—(8)

x¢ -2 (x(uo) — xg) )

WVt

2
- (_____—x, (x(u0) ~ x5) ) — (z(u0))* =0

3

2 (7 +27) +t (2
(€))

for the value y; # 0.

IfD= ((z(uo)) s (y? +22) — x? (x(uo) — xg) 2) is a negative
number, the points of the characteristics do not exist.

ForD >0
_ xz(x(uo) —xg) VD

5 B
YVt ()’t +Zt)

for j=1,2;up€l0,1].

It is necessary to eliminate the case of the tangent line to
the helix of the point S’ determined by the direction vector
t' that is located in the xz-plane.

By transformation T (3) of the point M' (¥, y', ', 1) of the
characteristics ¢’ on the surface ¢/ we can obtain the coordi-
nates of the point M (xpy, ym, zm, 1) of the characteristics e

(XM,)’M,ZM, 1) = (xlaylizta 1) b

The shape of the envelope surface can be better compre-
hended by its meridian section than by the characteristics,
which is usually a space curve segment. Coordinates of the
point M* (x*, y*,z*, 1) located on the meridian section in
the xz-plane can be obtained from the coordinates of the

3%
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Fig. 3

point M (xar, yum, zm, 1) on the characteristics, as the solu-
tions of the following equations

et Sy
y'=0
F=wm+(-1) 02

where  is the directed angle of the revolution about the
axis o to the xz-plane oriented in the helical movement di-
rection and constant value i = 1 is valid for the clockwise
and i = 2 for the anticlockwise helical movement.

If the surface @ is a rotational conical or cylindrical sur-
face, then we can create the envelope surface ® by the pre-
sented method, but also by the method published in the pa-
per (Szarkova [2]). Graphical processing of the helical en-
velope surfaces created from the rotational surfaces by the
two given different methods can be compared on illustra-
tions in figures 3 and 4 presented in the paper (Szarkova [2])
and figures 4 and 5 presented in this paper.

Fig. 5

36

Fig. 4

In the paper (Szarkova [2]) the created envelope helical sur-
face @ had been represented as the net of parts of charac-
teristics in the Fig. 3, resp. as the net of meridian section
segments in the Fig. 5. In this paper the same helical enve-
lope surface @ is represented as the net of helices that are
trajectories of some points on characteristics in the Fig. 3
and on meridian section in the Fig. 4.

In the Fig. 5 the characteristics and the meridian section
of the envelope helical surface @ determined by the basic
rotational surface ¢ with the basic curve in a cissoid is il-
lustrated. The envelope helical surface created from the ba-
sic rotational surface @ with the basic curve in a Witch of
Agnési is represented as the net of helices that are trajecto-
ries of the points on characteristics in the Fig. 6.

The formulas for the calculations are a bit complicated, but
the computer processing is very fast. The general advantage
of the computer approach to the given problematic dwells
in its creative access. The interactive access available for
the constructor helps him to realise the design of the elabo-

Fig. 6
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rating machines in a short time, as it provides the possibility
to fix the generating surface of the created envelope surface
into the desired position. It is possible to exclude efficiently
those positions, in which the envelope surface cannot be
created (does not exit) or is of an unsuitable design.

Presented figures are examples of the characteristics, the
meridian section and the basic surface @ of the envelope
surface @ projected in the Monge projection method and
Axonometry and visualised as outputs of the programme
(written by the author) on the screen.
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Struéni rad
Prihvadeno 20. 12. 1999.

VINKO MANDEKIC-BOTTERI

O konstrukcijama zlatnih trokuta

On the Constructions of the Golden Triangles
ABSTRACT

This article proves that there exist the infinite num-
ber of the golden triangles ABC, with sides AB= 1 and
BC = (v/5—1)/2. Itis derived the inequality which must
satisfy the angle at a vertex A of each of these triangles,
and it is shown that two isosceles and two right golden
triangles are between them.

Key words: golden section, golden triangle

0 konstrukcijama zlatnih trokuta
SAZETAK

Dokazuje se da postoji beskonatno mnogo zlatnih tro-
kuta ABC sa stranicama AB= 1 i BC = (v/5—1)/2. lzvodi
se nejednakost koju mora zadovoljavati kut pri vrhu A
svakoga od tih trokuta, te pokazuje da medu njima pos-
toje dva jednakokratna i dva pravokutna zlatna trokuta.

Klju€ne rijeci: zlatni rez, zlatni trokut

MSC: 51M15

1. Uvod

zlatnom rezu nedavno je izaSao Clanak [S] u
O MFL-u, a 1995. knjiga [1] poznatog matematiCara

Beutelspachera. Oba se autora doticu i zlatnog tro-
kuta. Medu autorima koji su prvi, u svezi sa zlatnim rezom,
promatrali zlatni trokut bili su V. E. Hoggatt, jr. i M. Bick-
nell u ¢lanku [2] i knjizi [3].
U ovome radu navode se dvije definicije zlatnih trokuta
([3,2]) te dokazuje da su one ekvivalentne.

Nadalje, daju se konstrukcije zlatnih trokuta kojima su poz-
nate dvije stranice kojih je omjer jednak broju zlatnog reza.

2. Definicije i stavci o zlatnom trokutu

Kao §to je uobiajeno, omjer (1 + V/5) /2 zlatnoga reza oz-
nacavat éemo sa @. (Na slici 1. crvenom je linijom istaknu-
ta konstrukcija duzine AD €&ija je duljina 1/®.) Kako smo
u Uvodu istaknuli, navodimo dvije ekvivalentne definicije

zlatnoga trokuta te dva stavka o njemu. Treba napomenuti
da su te definicije i stavci u lijepoj analogiji s dobro pozna-
tom definicijom i svojstvom zlatnoga pravokutnika.

Definicija 1. ([3])

Zlatni trokut je onaj kojemu je, kad se njemu slican trokut
ukloni iz njega, omjer njegove povrsine i povrsine preosta-
loga trokuta jednak @.

Definicija 2. ([2])

Zlatni trokut je onaj trokut kojemu je omjer dviju stranica
jednak .

Stavak 1. ([2])

Zadan je omjer k dviju stranica trokutaa i b, a/b=k > 1.
Trokut sa stranicom jednakom b moZe se ukloniti tako da
trokut koji ostaje bude slican pocetnom ako i samo ako je
k=

Stavak 2. ([2])

Zadan je omjer k > 1 dviju stranica trokuta. Trokut
sli¢an po&etnomu moZemo ukloniti tako da omjer povrsina
pocetnog i preostaloga trokuta bude jednak k ako 1 samo
ako je k = .

Stavak 3.
Definicija 1. i Definicija 2. su ekvivalentne.

Dokaz. Neka je AABC zlatni prema definiciji 1., tj. kad se
njemu sli¢an ACDB ukloni iz njega, omjer povrsine zlat-
nog AABC i povriine preostaloga AADC je @ (slika 1.). Iz
sli¢nosti AABC i ACDB slijedi proporcionalnost njihovih
stranica AB : BC = BC : BD.

Slika 1.

Buduéi da AABC i AADC imaju istu visinu y na stranicu
AB, odnosno AD, moZe se napisati
1 s =
(34B-y): (3AD-y) = @,
§to je ekvivalentnos AB: AD = @.
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Kako je AB=AD+ BD = AB/®+ BD, to je

BD =AB(®—1)/.

Konaéno je
AB:BC=BC:BD=®/(®—1)BC:AB = ®*BC: AB

1 odatle AB: BC = ®.

Obratno, pretpostavimo da je AABC zlatni prema definici-
i 2t ABwBC — O,

Neka je tocka D na stranici AB (slika 1.) takva da bude
AB:AD = .

Pokazat ¢emo da je AABC sli¢an ACDB.

Oba trokuta imaju zajednicki kut B s vrhom u tocki B, a
osim toga vrijedi

BC:BD =AB:®(AB—AD)=1/(®-1)=.

To znaci da su AABC i ACBD sli¢ni buduéi da imaju jedan
zajedniCki kut i dva para razmjernih stranica.

Pokazat ¢emo jo§ da je omjer povrS§ina AABC i AADB jed-
nak ®. Buduéi da AABC i AADC imaju istu visinu y na
stranicu AB, odnosno AD, moZe se omjer njihovih povr§ina
napisati

(zAB-y) : (3AD-y) =AB: AD,

Sto je jednako @, jer smo tako postavili tocku D.

Time je stavak 3. dokazan.

Posljedica 1.

Neka je AABC zlatni. Tocka D na stranici AB = 1 dijeli
AABC na dva trokuta, na ABCD, koji je slican AABC, i na
AADC, za koji vrijedi Paagc/Paapc = P ako i samo ako
jeAD =1/®.

Dokaz. Ako je AD = 1/®, onda sli¢nost AABC i ABCD
te jednakost Paapc/Paapc = P slijedi prema tijeku dokaza
stavka 3.

Obratno,
Ppac/Paapc = [(AB-y)/2]/[(AD-y)/2] = 1/AD = @,
tj. AD=1/®.

3. Konstrukcije zlatnih trokuta

Stavak 4.

Za zadane stranice AB=c =11 BC =a = 1/® moZe se
konstruirati beskonacno mnogo zlatnih AABC. Za kut o
pri vrhu A vrijedi nejednakost o < arcsin(1/®). Od besko-
nacno mnogo tako odredenih zlatnih AABC dva su jedna-
kokracna, a dva pravokutna.

Dokaz. Smjestimo AABC u Descartesov pravokutni ko-
ordinatni sustav xOy tako da vrh A bude u ishodistu, a vrh
B jedinic¢na toCka na osi x (slika 1.). To¢ka D na stranici
AB ima apscisu 1/®. Na temelju stavka 3. i posljedice 1.
mozemo zakljuciti da za svaku tocku C koja leZi na gornjoj
polukruZnici kruZnice & sa srediStem u vrhu B i polumjerom
1/® vrijedi da je AABC zlatni.
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Otigledno je da vrh C moZe zauzeti beskonaéno mnogo po-
loZaja na polukruzZnici od & i tako odrediti beskona¢no mno-
go zlatnih AABC.

Lako se uotava da vrijedi siny/sino. = 1/(1/®) pa stoga i
sin(ot+ )
sinot
Iz (1) proizlazi da je sino < 1/® = (v/5 — 1) /2. Odatle je

5=

= . (1)

1
~ 38°1022". @)

= >
(3 455 arcsma = arcsin

Uocava se takoder da o ima najvecu vrijednost kada je
Y= 90° te da, prema [4, str. 78-79], vrijedi

| 5 D
SInkg = 70’ cos36 = 5 3)
Istaknimo jo§ i one pozicije tocke C koje realiziraju jedna-
kokracne i pravokutne zlatne trokute.

a) Prvi jednakokracni zlatni AABC (slika 2.) nastaje za
a=1/®ib=c—1

Slika 2.

Sa slike 2. lako se uo¢ava da je sin§ = 2—;,, §to prema (3)
daje 0/2 = 18 i na kraju
o= 362, P=y=1722

To je dobro poznat jednakokracni zlatni trokut koji se
javlja kod konstrukcije pravilnog deseterokuta, pri cemu
jeaip=R/.

Drugi jednakokracni AABC, (slika 3.)
g=b=lidic= 1.

b nastaje za

~'

|ABI=1

Slika 3.

Sada je oo = PB te sa slike 3. lako uocavamo da je
coso. = @/2, §to prema (3) daje

a=p=36°, y=108".
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Vinko Mandekié—Botteri: O konstrukcijama zlatnih trokuta

¢) Prvi pravokutni zlatni trokut ABC3 nastaje za B = 90°.
G

k

Slika 4.

Otito je tgor = 1/® = ctgP, j. o= arctgg ~ 31°43'3".
Kako je c = 1,a = 1/®, vrijedi

/ 1 VO +2
b= 1+a)—2— g

d) Drugi pravokutni zlatni trokut nastaje za 'y = 90°.

4B| =1

Slika 5.

Kako smo ve¢ istaknuli u svezi s formulom (2), kut o
poprima najve¢u mogucu vrijednost arcsin%, a stranica
b leZi na tangenti iz vrha A na kruZnicu k.

Uzc=1,a=1/® vrijedi

1 1
b= -—— = —=.
SRRV

Time je stavak 4 dokazan.

Primjedba 1. Istaknimo tu jo3 dva zlatna trokuta koji se la-
ko konstruiraju. Zbog uvjeta (2) kut o moZze biti 30°. Tada
dobivamo dva tupokutna zlatna trokuta (AABCs i AABC).

Cs
k"’//,/ 3\\

Slika 6.

Naime, prema (1) i (3) vrijedi sin(p + 30°) = %, pa stoga
i B+30° =54°ili B+ 30° = 180° — 54°, . By =24°ili
B, =96°.

Primjedba 2. Ovisno o vrijednosti kuta o dobivamo slje-
dece zlatne trokute:

1. za svaki kut o za koji vrijedi
arctg(1/®) < a < arcsin(1/®)
dobivamo jedan Siljastokutan i jedan tupokutan zlatni
trokut,

2. vrijednosti o = arctg(1/®) i o. = arcsin(1/®) daju pra-
vokutne zlatne trokute,

3. za svaki kut o za koji je o < arctg(1/®) dobivamo dva
tupokutna zlatna trokuta.

Primjeri za te tri moguénosti:
AABC) i AABC; za prvu, uz izbor o = 36°,

AABC3 i AABC4 za drugu, uz o.= arctg(1/®) ~ 31°43'3"
i o0 = arcsin(1/®) ~ 38°10'22", te

AABCs i AABCg za treéu mogucénost, uz izbor oo = 30°.
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MILJENKO LAPAINE

Primjene AutoCAD mapa

Uvod

utoCAD Map je Autodeskov program za izra-
A du karata i GIS. On je nadgradnja AutoCAD-a,

tako da uz poznate mogucnosti AutoCAD-a
sadrzi i posebne alate za kreiranje, odrzavanje, anali-
ziranje i iscrtavanje karata. Posebno treba istaknuti mo-
guénost AutoCAD Mapa za povezivanje s bazama
podataka. Objektima karte mogu se pridruZiti elementi
drugih skupova podataka.
AutoCAD Map omogucava brZe i jednostavnije digi-
taliziranje karata. Digitalizirane karte koje su vec krei-
rane s drugim softverom nije potrebno ponovno digi-
talizirati. Umjesto toga, mogu se ucitati datoteke iz
drugih GIS ili CAD programa ili programa za izradu
karata.
Tematske se karte mogu generirati pomocu funkcija za
pretrazivanje. Pomocu topoloskih funkcija karte po-
staju snazno sredstvo za analize i podrske odlu¢ivanju.
Pod topologijom se ovdje podrazumijeva skup prostor-
nih odnosa izmedu to¢aka, linija i poligona na Karti.
Moze se reci da se s pomocu topologije kartama
nadograduje dodatna inteligencija.
AutoCAD Map je namijenjen inZenjerima, kartogra-
fima, tehni¢arima, planerima i drugim osobama koje
izraduju, kreiraju, odrzavaju ili analiziraju karte. Upo-
rabom AutoCAD Mapa mogu se stvarati, odrzavati i
analizirati kartografske informacije u viSestrukim
AutoCAD-ovim crteZima i s njima povezanim vanj-
skim bazama podataka.
AutoCAD Map modernizira digitalnu kartografiju u
projektiranju, uredivanju, analiziranju, prezentiranju i
iscrtavanju karata.

AutoCAD Map u nastavi

AutoCAD Map je stigao na Geodetski fakultet Sve-
ucilista u Zagrebu 1997. godine u okviru donacije tvrt-
ke Autodesk vecem broju zagrebackih fakulteta. U nas-
tavi pojedinih predmeta na Geodetskom fakultetu vec
se vise godina upotrebljava AutoCAD kao jedan od
alata za crtanje s pomocu racunala. Buduci da je Auto-
CAD Map kartografska nadogradnja AutoCAD-a,
uveden je od akad. god. 1997/98. u kolegij Digitalna
kartografija I1. Oba softvera studenti imaju prilike jos
bolje savladati putem seminarskih i diplomskih radova.
Za potrebe nastave izraden je i prvi priru¢nik za Au-
toCAD Map na hrvatskom jeziku: Kartografija i Au-
toCAD Map. Svrha mu je pruZanje osnovnih znanja i
davanje elementarnih uputa za rad.

Osim izvodenja redovite nastave, Zavod za kartogra-
fiju Geodetskog fakulteta povremeno organizira semi-
nare o digitalnoj kartografiji i GIS-u za kolege iz prak-
se. U 1999. godini odrZana su u dva navrata sljedeca
dva seminara:

1. Uvod u digitalnu kartografiju i GIS, namijenjen svi-
ma koji jos nisu imali prilike upoznati ta nova podrucja.
Seminar se sastojao od 15 sati predavanja. Teme su bi-
le: prednosti i nedostaci digitalne kartografije, digita-
lizacija, prikazivanje reljefa, primjena daljinskih istra-
zivanja u kartografiji te kartografija i GIS. Nekoliko
predavanja o GIS-u izvedeno je uz upotrebu racunal-
nog programa GeoCube. Sudionici seminara dobili su
kopiju knjige N. Fran¢ule: Digitalna kartografija.

2. Digitalna kartografija i AutoCAD Map, namijenjen
je struénjacima koji Zele produbiti svoje znanje iz di-
gitalne kartografije i nauciti osnove rada s programom
AutoCAD Map. Seminar se sastojao od 30 sati nasta-
ve, od &ega 10 sati predavanja i 20 sati vjezbi na racu-
nalima. Teme predavanja bile su: uvod u AutoCAD
Map, kartografski podaci, obrada rasterskih i vektor-
skih podataka, grafi¢ki programi, kartografski susta-
vi, kartografske projekcije, kartografska generalizacija,
topografske i tematske karte. Sudionici seminara dobili
su kopiju knjige N. Fran¢ule: Digitalna kartografija i
kopiju priru¢nika Kartografija i AutoCAD Map, §to su
ga sastavili M. Lapaine, N. Vucetic i D. Tutic.

Nastava se odrzavala u Racunaonici opce namjene na
Geodetskom fakultetu, a izvodili su je nastavnici i su-
radnici Zavoda za kartografiju: prof. dr. sc. Nedjeljko
Francula, doc. dr. sc. Miljenko Lapaine, dr. sc. Stani-
slav Franges, mr. sc. Nada Vucetic i Drazen Tutic, dipl.
inZ.

Seminarima je prisustvovalo ukupno 40 polaznika. Svi
oni dobili su za uspomenu svjedodzbu o pohadanju se-
minara. S obzirom na pokazano zanimanje, Zavod za
kartografiju namjerava ponoviti seminare i iduce go-
dine.

Primjene AutoCAD Mapa

Prema obavijesti iz ¢asopisa Geoinformatics, 1999,
Vol. 2, No. 6, str. 50, AutoCAD Map 3.0 bit e temelj
novom linijskom informacijskom sustavu firme Te-
lekom Austria AG, poznat pod imenom LISA. Kao
zamjena za stari sustav koji je radio pod UNIX-om,
AutoCAD Map 3.0 ¢e se upotrijebiti za kreiranje,
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uredivanje i upravljanje kartama koje igraju bitnu ulo-
gu u poslovanju vodece austrijske telekomunikacijske
mrezZe. Za pocetak, postavit ¢e se 140 instalacija koje
ce Ciniti temelj dvjema posebnim aplikacijama nazva-
nim Schemaplan i Lageplan.

1z ¢asopisa GEOEurope, 1999, Vol. 8, No. 9, str. 13,
saznajemo da je portugalski drzavni ured za ribarstvo
(Instituto General das Pescas) objavio rat ilegalnom
ribarenju u svojim vodama. U sredistu te akcije je in-
tegrirani pomorski sustav za motrenje i kontroliranje
poznat kao SIFICAP, a utemeljen na AutoCAD Mapu.
Novi sustav se upotrebljava za lociranje i pracenje
plovila. Projekt se testira na 25 pokusnih polozaja.
Potpuna se primjena o¢ekuje krajem 1999. godine s
instalacijom na vise od 600 portugalskih brodova.
Uredaj nazvan “plava kutija” koji je postavljen na ri-
barskom brodu registrira polozaj, smjer i brzinu plo-
vila. Svakih desetak minuta podacima iz plave kutije
se pristupa s udaljenog mjesta. Te se podatke biljeZi s
pomocu AutoCAD Mapa, koji ih zatim $alje u standar-
diziranom georeferenciranom formatu odgovarajucim
institucijama.

Tematske karte

Topografske karte, zbog svoje Siroke namjene i ogra-
ni¢enih mogucnosti kartografskog prikaza, sadrze
samo prikaz poloZaja i nekih svojstava opcéegeo-
grafskih objekata. Druga svojstva opcegeografskih
objekata (npr. starost, visina, namjena, tro§nost zgra-
deisl.) i mnogih drugih objekata iz prirodnog podruéja
(npr. vrste i tipovi tla) ili iz podru¢ja ljudskog djelo-
vanja (npr. industrijska i poljoprivredna proizvodnja)
mogu biti prikazani samo na posebnim, tematskim
kartama.

Tematske su karte kartografski prikazi najrazli¢itijih
tema iz prirodnog i drustvenog (privrednog, socijalnog
i kulturnog) podruéja, koje su neposredno vezane za
prostor. Kao okosnica za prikaz sluZi u pravilu pojed-
nostavljena topografska karta, tzv. temeljna karta.
Sredstvima kartografskog izraZavanja mogucée je na
tematskim kartama pruziti informaciju o poloZaju u
prostoru, rasprostranjenosti, pokretima i smjerovima
pokreta, koli¢inama, svojstvima, trajanju, ucestalosti
i odnosima objekata. Njima se mogu prikazati i fikcije,
hipoteze, tendencije, mogucosti, projekti itd.
Tematske karte dobile su u nasem stoljecu ogromno
znacenje zbog potrebe poznavanja i iskoristavanja
prirodnih datosti i optimalne organizacije brojnih ljud-
skih djelatnosti. Uz jednu topografsku kartu nekog
podruc¢ja mozZe biti izvedeno na desetine tematskih
karata.

Tematske karte sluze za dopunu ili zamjenu nekog
teksta. Takve interpretacijske ili demonstracijske kar-
te, koje sluze za bolje tumacenje ili oéevidno dokazi-
vanje neke tvrdnje, susrecu se kako u znanstvenoj li-
teraturi, tako i u novinama.

Velik broj tematskih karata mozZe se grupirati narazne
nacine: po svojstvima objekata prikaza, po metodama

R

istraZivanja, po oblicima i sredstvima prikaza i po te-
matskim podru¢jima (Lovrié, 1988).
Pomocu AutoCAD Mapa mogu se izraditi diskretne i
neprekidne tematske karte.
Diskretne tematske karte su takve tematske karte kod
kojih svaka vrijednost spada u razli¢itu, o¢iglednu
kategoriju (npr. tip krova: kosi, ravni, sloZeni).
Neprekidne tematske karte su takve tematske karte kod
kojih podaci padaju u neprekidni raspon vrijednosti
(npr. vrijednost vlasnistva: 100-150$, 150-200$, 200-
2508).
Polaziste za izradu tematskih karata je pretraZivanje.
Za dobivanje informacija koje se Zele priopciti, pre-
traZivanje se moZze zasnovati na temelju:

- poloZaja — geografskog protezanja

- svojstva — kao §to je primjerice boja

- ili objektnih podataka — to su tekst i numericki

podaci pridruZeni objektima karte.

Pretrazivanje se moZe spremiti, urediti i ponovno upo-
trijebiti. Objekti dobiveni pretraZivanjem mogu se pri-
kazati razli¢itim bojama, vrstama linija i signaturama.
AutoCAD Map moze takoder generirati pripadne tu-
mace znakova (legende).

Detaljniji opis izrade tematskih karata s pomocu Au-
toCAD Mapa moZe se naci na primjer u diplomskim
radovima K. Borkovic (1998) i D. Markovice (1998).
Borkovic je u okviru svog diplomskog zadatka treba-
la pomocu AutoCAD Mapa izraditi tematske karte o
stanovnistvu Hrvatske na temelju podataka o popisu
stanovniStva iz 1991. godine. U tu svrhu najprije je
trebalo obaviti pripremne radove, a to zna¢i sakupiti
podatke o stanovnistvu i podatke o granicama tadasnjih
opcina jer je popis stanovnistva 1991. proveden na
temelju ondasnjih teritorijalnih jedinica, op¢ina. Diplo-
mantica je svoje tematske karte radila po uzoru na
poglavlje Primjene GIS-a za analiziranje stanovni§tva:
Prikaz iz Nepala (Applications of GIS for population
analysis: A demonstration from Nepal) iz knjige Geo-
grafical Information Systems for Population Statistics
(United Nations, 1997).
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Slika 1. E
Gustoca stanovnistva Hrvatske prema popisu iz 1991.
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Slika 2.
Odnos rimokatolika i pravoslavaca u Hrvatskoj
prema popisu stanovnistva iz 1991. godine

Od M. Lapainea dobila je podatke o granicama op¢i-
na u digitalnom obliku. Podaci o stanovni§tvu preuzeti
su iz Statistickog godisnjaka za 1992. DrZavnog zavo-
da za statistiku i drugih odgovarajucih publikacija.
Prikupljene podatke o stanovnistvu K. Borkovi¢ uni-
jela je pomocu programa Microsoft Access u za tu svr-
hu kreiranu bazu podataka. Podaci su spremljeni u
formatu dBase III koji AutoCAD Map podrzava.
Postupci uredivanja granica opc¢ina u digitalnom
obliku, kreiranja topologije, povezivanja vanjske baze
podataka s topologijom i izrade tematskih karata s
pomocu pretraZivanja topologije detaljno su opisani u
diplomskom radu (Borkovic, 1998). Dvije tematske
karte stanovniStva Hrvatske iz tog rada prikazane su
na slikama 11 2.

Markovica (1998) u svom je diplomskom radu izradio
kartu dijela grada Zagreba primjenom programskog
paketa AutoCAD Map. Izvornik za izradu te karte bila
je Osnovna drzavna karta dijela grada Zagreba iz 1969.
godine u mjerilu 1:5 000 u analognom obliku. Da bi
se dobila karta u digitalnom obliku skaniran je izvor-
nik na skaneru CalComp Scan +III. Skanirani izvor-
nik (slika 3) predstavljao je izvorni crteZ za rad u Au-
toCAD Mapu. Nakon u¢itavanja i poboljSavanja ska-
niranog izvornika preslo se na vektorizaciju osi ulica.
Trebalo je izabrati karakteristi¢ne tocke i stvoriti uli¢-
nu mreZu koja je kasnije prosirena prema pojedinoj
§irini i vaZnosti ulica. Zatim su vektorizacijom stva-
rani povrinski objekti te popunjavani odredenim to-
nom boje. Cjelokupni posao detaljno je opisan u di-
plomskom radu (Markovica, 1998), a kona¢an rezul-
tat prikazan je na slici 4 koja se nalazi na posljednjoj
stranici korica ovoga ¢asopisa.

Prema Markovici (1998), AutoCAD Map je odli¢no
rjeSenje za dobivanje baze geometrijskih podataka i za
njihovu obradu i analizu. Podaci se mogu relativno
brzo obraditi, jer postoji mogucnost automatske obra-
de podataka (prosirivanje ulica), ali vrlo je vazno raz-
licite podatke svrstati u razlicite slojeve kako bi rad s
njima bio ugodniji i pregledniji. Prilikom obrade mo-
guce je pojedine slojeve, koji nisu nuzno potrebni, pri-
vremeno iskljuciti.

Medutim, lo3a je strana slojeva ta §to se oni ne mogu
poredati jedan iznad drugoga onako kako bismo mi to
zeljeli, nego se oni podaci koji se posljednji obrade
nalaze iznad podataka koji su obradeni prije njih. U tu
svrhu AutoCAD Map ima na padajucem izborniku
Tools Display Order éetiri opcije koje sluze za dovo-
denje objekata ili cijelih slojeva iznad ili ispod drugih.
To ima smisla raditi samo prilikom iscrtavanja karte,
no slika kakva je na ekranu nakon obrade s tim opcija-
ma nece biti tako i pospremljena, vec¢ onako kako je
izvorno i napravljena.

Osim toga, prilikom iscrtavanja boje koje smo odabrali
i koje su iscrtane na ekranu nece biti tako iscrtane i na
papiru, tj. ne vrijedi pravilo WY SIWYG (what you see
is what you get — §to vidis (na ekranu) to ce$ i dobiti
(na papiru)). Zbog toga je potrebno iscrtati paletu boja
koje postoje (na papiru) za one boje koje cemo upo-
trijebiti i prema njoj odabrati Zeljene tonove boje.

DrZavna granica na moru

Pojas teritorijalnog mora ima svoje granice: prema
kopnu granica je polazna crta (temeljna crta, osnovna
linija), a prema pucini crta koja je od polazne crte uda-
ljena onoliko koliko iznosi §irina teritorijalnog mora,
najéescée 12 morskih milja.

Bivsa Jugoslavija bila je jedna od prvih drzava koja je
prihvatila ravne polazne crte 1948. god. Taj je sustav
ravnih polaznih crta prosiren 1965. u jednu neprekid-
nu crtu, a bio je ocijenjen kao model ispravne i korek-
tne primjene ravnih polaznih crta. Mnoge drzave u
svijetu uéinile su pretjerane zahtjeve na ravne polaz-
ne crte, suprotno uputama ¢lanka 7 Konvencije o pra-
vu mora iz 1982. Polazna crta bivse Jugoslavije nije
nikad bila osporavana od drugih drzava i Hrvatska
nastavlja s njenom primjenom. Na kraju zasjedanja
tre¢e Konferencije UN o pravu mora 1982. donijeta je
konvencija koja je stupila na snagu 16. studenoga
1994., a Hrvatska joj je pristupila 5. travnja 1995.
Sluzbena kartografska projekcija za podrucje bivse
Jugoslavije bila je GauB-Kriigerova projekcija pomocu
koje je ¢itavo podru¢je drzave bilo preslikano u tri
zone. N. Franéula iz Zavoda za kartografiju Geo-
detskog fakulteta Sveucilista u Zagrebu predloZio je
za karte sitnih mjerila Hrvatske GauB-Kriigerovu
projekciju sa srednjim meridijanom 16°30' (Fran¢ula
1973). Da bi se smanjile linearne deformacije uveo je
linearno mjerilo 0.9997 na srednjem meridijanu. Po-
stavilo se pitanje bi li se ta projekcija mogla primijeniti
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Slika 3. Kopija isjecka Osnovne driavne karte iz 1969. u mjerilu 1:5000

1 pri odredivanju vanjske granice teritorijalnog mora
Hrvatske. Nakon izvrenog ispitivanja (Lapaine, Tu-
nji¢ 1999), analiza dobivenih rezultata pokazala je da
razlika izmedu duljine geodetske krivulje i duljine
pravocrtne spojnice u toj projekciji za duljine od 12
morskih milja nigdje ne prelazi 10 m. Dakle, za potrebe
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odredivanja vanjske granice teritorijalnog mora moze
se upotrijebiti dio pravca umjesto geodetske krivulje
u izabranoj GauB-Kriigerovoj projekciji ukoliko nas
zadovoljava to¢nost od 10 m. U nastavku izlaganja
pretpostavlja se da je tako, i to omogucava rjesavanje
postavljenog problema u ravnini.
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Slika 5.
Granica G teritorijalnog mora tocke A

e

Slika 6.
Granica G teritorijalnog mora duZine A

Slika 7.
Granica G teritorijalnog mora izlomljene crte A

Kad bi se osnovna crta sastojala od samo jedne tocke
A, tada bi granica G teritorijalnog mora bila kruznica
sa srediStem u to¢ki A i s polumjerom d (slika 5). Kad
bi osnovna crta bila duzina A, tada bi granica G njenog
teritorijalnog mora bila krivulja koja se sastoji od dvije
polukruzZnice i dvije duZine (slika 6). Kad bi osnovna
crta bila izlomljena linija A sastavljena od dvije duZi-
ne, kao §to je prikazano na slici 7, tada bi granica G
njezinoga teritorijalnog mora bila sloZenija i sastojala
se od dvije polukruznice, jednog kruznog luka i éetiri
duZine.

Zamislimo da je osnovna crta A izlomljena crta koja
se sastoji od velikog broja segmenata. Granica G njezi-
noga teritorijalnog mora sastojat ce se od kruznih luko-

va i duzina. Kruzni lukovi imat ce srediste u tockama
osnovne crte i polumjer d jednak zadanoj §irini terito-
rijalnoga mora.

Slika 8.
Odredivanje granice teritorijalnog mora pomocu
AutoCAD-a
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Slika 9.
Pomocno podrudje ispunjeno Srafurom u AutoCAD-u

Popis to¢aka na hrvatskoj polaznoj crti, zajedno s neko-
liko otoka koji leZe izdvojeno te ih treba takoder uzeti
u obzir, sadrzavao je 850 tocaka. Crta vanjske granice
hrvatskoga teritorijalnog mora konstruirana je najprije
u ravnini GauB-Kriigerove projekcije (detaljnije vidjeti
u Tunji¢ i Lapaine, 1998). Crtanje kruZnicu po kruZni-
cu bilo bi zaista mukotrpan posao. Zahvaljujuci Auto-
CAD-u i moguénosti programiranja, sve kruZnice i nji-
hove tangente iscrtane su automatski (slika 8).

Sad je trebalo izbrisati sve one dijelove kruZnica i du-
Zina koji ne pripadaju vanjskoj granici. I to bi se mo-
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glo napraviti ruénim radom uz veliku dozu strpljivo-
sti. Da bi se to izbjeglo, jugoisto¢no od teritorijalnog
mora povucena je pomocna izlomljena crta tako da
zajedno s granicom teritorijalnog mora ¢ini zatvoreno
podrugje (slika 9).

Upotrebom AutoCAD-ove komande HATCH to zatvo-
reno podrucje popunjeno je odgovaraju¢im uzorkom.
Ako se sada izbri$u sve kruzZnice i duZine, ostat ée samo
Srafirano podrucje. Preostaje jo§ samo pro¢itati koor-
dinate to¢aka krajeva linijskog uzorka, $to se takoder
moZe izvesti automatski. Konaéno rjesenje je popis
koordinata to¢aka prikazan izlomljenom crtom na sli-
citll:

U to doba jo$ nismo ovladali AutoCAD Mapom, pro-
gramom pomocu kojega se problem odredivanja vanj-
ske granice teritorijalnog mora moZe rijesiti mnogo
lakSe. Naime, upotrebom analize koridora (buffer ana-
lysis, buffering) mogu se u geoinformacijskim susta-
vima lako utvrditi objekti unutar zadane udaljenosti od
elemenata u ¢vornoj, mreZnoj ili poligonskoj topolo-
giji. Primjerice, moZe se zadati koridor s obje strane
rijeke da bi se prikazalo moguce §irenje poplave u ra-
vnini. Prema tome, odredivanje granice teritorijalno-
ga mora moZe se interpretirati i kao konstrukcija kori-
dora zadane Sirine oko mreZne topologije koju ¢ine
poligoni koji prikazuju osnovnu crtu.

Uz pomo¢ AutoCAD Mapa kreirana je odgovarajuca
mreZna topologija i definiran koridor $irine 12 morskih
milja. AutoCAD Map je iscrtao koridor prikazan na
slici 10 za nekoliko sekundi. Za konaéno rjesenje,
prikazano na slici 11, bilo je potrebno samo izbrisati
nepotrebni dio crte.

Slika 10.
Hrvatska osnovna crta i primjena mrezne topologije
s odgovarajucim koridorom
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Slika 11.
Hrvatska osnovna crta i vanjska granica teritorijalnog
mora

Odredivanje najkraceg puta

Prometnice se redovito prikazuju na topografskim, a
vrlo ¢esto i na tematskim kartama. Medutim, za
izvodenje razli¢itih analiza uz pomo¢ AutoCAD Mapa
ili kojeg drugog sli¢nog softvera, klasi¢ni kartografski
prikaz na papiru nije dovoljan. Naime, da bi se mogla
provesti npr. analiza prometa na nekom podru¢ju prika-
zanom na karti potrebno je izgraditi odgovarajucu to-
pologiju.

Da bismo mogli napraviti topologiju cestovnog pro-
meta nekoga grada, moramo najprije imati mrezu uli-
ca u digitalnom obliku. Pritom svaku ulicu u promet-
noj mreZi mozZe predstavljati njezina os (vidi sliku 12).
Upotrebom mrezZne topologije moZemo definirati i
analizirati odnose izmedu linearnih objekata. U primje-
re mreZne topologije ubrajamo mreze ulica, naftovo-
da, cesta, elektri¢ne mreZe i dr.

Da bi se npr. za hitnu sluZzbu mogao brzo odrediti
najkraci ili najbrzi put izmedu dvaju mjesta u gradu,
moZe se upotrijebiti analiza prolazenjem mrezom, a to
je topoloska operacija koja ra¢una najkracu stazu iz-
medu dviju ili viSe to¢aka u mrezi.

MreZna topologija sadrZi linearne ele-
mente koji se spajaju u ¢vorovima. Kad
se kreira mreZna topologija, podaci o
vezama i njihovim odnosima spremaju -
se kao objektni podaci o svakoj vezi.
Kao objektni podaci mogu se takoder
spremiti podaci o orijentaciji i propusno-
sti za svaku vezu u mreZi. Nakon $to se
topologija kreira, ona se mozZe analizira-
ti. Detaljnije objasnjenje o kreiranju i
uredivanju mrezZne topologije za osi uli-
ca opisali su Lapaine i Tuti¢ (1998).



KoG*4/1999

Geometrija i grafika

= .

f——pe] “Rudolfova
vojama® Dezaii¢a
F——
Trg ]
Francuske
Repubiike
Fonova Hanugeva Kisidova
——

Slika 12.
Primjer ulicne prometne mreZe

Slika 13.
Nekoliko “najkracih” putova koji spajaju tocke A i B

Na presjecima triju ili vise
polilinija te na krajevima
“slijepih” linija obavezno se
nalaze ¢vorovi. Buduci da je
pronalaZenje najkraceg puta
moguce samo izmedu ¢voro-
va, pocetna i krajnja tocka
puta moraju biti u nekom od
¢vorova. Kako bi se omogu-
¢ilo biranje pocetne i krajnje
to¢ke i negdje izmedu kri-
Zanja, potrebno je daina tim
mjestima budu ¢vorovi (npr.
¢vorovi se mogu staviti na
mjesta u ulici gdje se nalaze
kucni brojevi ili na podjed-
nakom razmaku ili na neki
drugi nacin).

Nakon §to je topologija krei-
rana, moZe se pregledati ¢vo-
rove kreirane mreznom, od-
nosno poligonskom topolo-
gijom. Kako bi se jo§ bolje
vidjeli ¢vorovi koji su dio
mreZne topologije, moZe se
promijeniti nacin kojim se
tocke §to prikazuju ¢vorove
pojavljuju na crtezu. Osim
toga mogu se dobiti i razlici-
ti statisticki pokazatelji o to-
pologiji.

S AutoCAD Mapom moZe se
analizirati mreZna topologija
kako bi se izracunao najkraci
put izmedu dviju tocaka ili
odredila optimalna ruta na te-
melju vrijednosti smjera i
propusnosti (otpora). Taj je
postupak poznat kao prona-
laZenje najkraceg puta (shor-
test path trace).

Moze se izvesti i utvrdivanje
podrucja odredenog zadanim
otporom (flood trace) u mre-
Zi. Tim se postupkom prona-
lazi put od to¢ke u svim smje-
rovima, uz zadavanje maksi-
malnog otpora, npr. moguce
je nadi sve restauracije unu-
tar 10 minuta hoda od hotela
ili sva stambena podrucja
unutar 10 minuta voZnje od
nekog novog trgovackog
srediSta. Moguce je takoder
pronaci putove prema svim
¢vorovima koji imaju neke
zadane vrijednosti atributa.
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Pretpostavimo da treba pronaci najkraci put u Zagre-
bu izmedu kuce u Ilici 164 (tocka A na slici 13) i kude
u Bosanskoj 3 (toc¢ka B na slici 13). Detaljnije
objasnjenje o izvodenju takve analize pomocu Auto-
CAD Mapa opisali su Lapaine i Tuti¢ (1998).
Dobiveni crtez prikazuje crtkanu liniju koja pokazuje
najkraci putizmedu dviju izabranih to¢aka A i B (slika
13). Ta linija polazi iz tocke A, ide Ilicom na istok do
kriZanja s Bosanskom, skrece na sjever i stiZze u tocku
B. To bi stvarno bio najkraci put od tocke A do tocke
B kad bi Ilica bila dvosmjerna. Uzmemo li u obzir da
je Ilica jednosmjerna od istoka prema zapadu, tada ce
AutoCAD Map pokazati da je najkraci put od toc¢ke A
do tocke B onaj $to ga prikazuje crtkana linija koja ide
najprije Ilicom prema zapadu, zatim skrece u Sloven-
sku, pa prolazi Fonovom, Hanu§evom, Republike
Austrije, Prilazom Gjure DeZelica, Primorskom do
Ilice i desno u Bosansku.

Medutim, kad bi primjerice Slovenska ulica bila zatvo-
rena za promet, tada bi najkraci put bio onaj oznacen
na slici 13 linijom “crta tri tockice crta” koji krece od
tocke A Ilicom prema zapadu, skrece u ulicu Nad li-
pom, ide Podoljem do Vinogradske, zatim Hercego-
vackom do Bosanske.

AutoCAD Map racuna put iz vrijednosti otpora i
smjerova spremljenih u topologiji. Vrijednost otpora
moZe biti izraZena koli¢inom prometa, maksimalnom
dopustenom brzinom, strminom ili zavojitoscu ulice
itd., a smjer pokazuje je li ulica jednosmjerna ili dvo-
smjerna.

Najkraci put od to¢ke A do to¢ke B ne mora ujedno biti
i najkraci put od to¢ke B do tocke A. Ako je na primjer
Bosanska ulica u topologiji zabiljeZena kao dvije bliske
jednosmjerne ulice i ako je vozilo parkirano na isto¢-
noj strani Bosanske ulice, tada ¢e nas AutoCAD Map
usmjeriti preko Buconjiéeve i Pantov¢aka na Britan-
ski trg, zatim u Ilicu do to¢ke A (slika 13, tockasta li-
nija).

Osim osi ulica, za svaku od njih potrebni su i podaci o
dopustenim smjerovima voznje. To zna¢i da za poje-
dinu ulicu treba znati je li jednosmjerna ili dvosmjer-
na, a ako je jednosmjerna, onda koji smjer ima. Ako
se ulici posebno ne pridruzi smjer, AutoCAD Map
smatrat e da se radi o dvosmjernoj ulici.

Problem dvosmjernih ulica kod kojih su smjerovi fi-
zi¢ki odvojeni, ili kod kojih iz nekog drugog razloga
nije dopusteno uklju¢ivanje u promet u oba smjera,
moZe se rijesiti uvodenjem dviju osi, svaku za jedan
smjer.

Svako kriZanje treba rjesavati za sebe. Buduci da su
neke ulice jednosmjerne, a neke dvosmjerne, te da na
pojedinim kriZanjima postoje odredena ograni¢enja
skretanja, problem kriZanja nije mogude automatizi-
rati. Takoder, nije rjeSenje pretvaranje svih dvosmjer-
nih ulica u par jednosmjernih suprotnoga smjera. Po-
kazuje se da je sva jednostavna kriZanja (s tri ili &etiri
ulice) moguce obuhvatiti jedinstvenom shemom (La-
paine, Tuti¢ 1998).
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Zakljucak

Na temelju izloZenog moZemo zakljuciti da primjena
AutoCAD Mapa moZe biti zanimljivaiugodna, ali da,
kao i svi sli¢ni programi, nije ni svemoguc ni savrsen.
Vjerujemo da ce nova najavljena ina¢ica AutoCAD
Mapa 2000 biti jos prikladnijom za razli¢ite primjene.
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GODISNJA SKUPSTINA
HDKGIKG-A

U Vijeénici AGG fakulteta u Zagre-
bu odrZana je 27. 9. 1999. Godisnja
skupstina Hrvatskog drustva za kon-
struktivnu geometriju i kompjutor-
sku grafiku.
Prema dnevnom redu slijedili su iz-
vjestaji predsjednice, tajnice, Izda-
vac¢kog savjeta i Nadzornog odbora.
Predsjednica Drustva izvijestila je o
radu Drustva i njegovih ¢lanova u
proteklom razdoblju. Istaknula je da
smo, djelujuéi preko Drustva, prido-
nijeli zabrani uporabe knjige kao
sveu¢iliSnog udzbenika autora Petra
i Igora Mitova. Naime, na sastanku
Drustva u velja¢i 1999. godine vrlo
je opsirno kritiziran taj udzbenik, te
je zaklju¢eno da se posalju pisani
prigovori na odredene adrese, $to je
i u¢injeno. O tome se moZe Citati u
3. broju KoG-a. Nadalje je predsjed-
nica izvijestila o novom broju ¢a-
sopisa KoG, o stru¢nom sastanku
Drustva u lipnju i 5. znanstveno-
*struénom kolokviju u rujnu 1999.
Tajnica Drustva dala je financijsko
izvjesce. Istaknula je, da smo svojim
aktivnostima — izdavanjem ¢asopi-
sa, organizacijom znanstveno-struc¢-
nih skupova te ostalim radom uspjeli
dobiti financijsku potporu Ministar-
stva znanosti i tehnologije. U 1998.
dobili smo od Ministarstva sredstva
zaizdavanje ¢asopisa KoG i organi-
zaciju 4. znanstveno-strué¢noga ko-
lokvija. U 1999. su osim sredstava
za izdavanje Casopisa stigla i sred-
stva za djelatnost Udruge, odnosno,

Drustva. Stalni je sponzor Grade-
vinski fakultet (fotokopiranje, mate-
rijalni troskovi, HPT, kave, sokovi
itd.), a povremeni i Arhitektonski fa-
kultet (kave, sokovi).
Slijedila su zatim ostala izvjesca, ko-
ja su jednoglasno prihvacena.
Usvojen je plan rada Drustva za slje-
decu godinu, koji sadrzi organizaciju
tematskog skupa u veljaci 2000. go-
dine, stru¢nog sastanka u lipnju,
znanstveno-stru¢noga kolokvija u
rujnu, izdavanje novog broja ¢asopi-
sa KoG te razmjenu ¢asopisa.
Ivanka Babi¢
R
5. ZNANSTVENO-STRUCNI
KOLOKVI] HDKGIKG-A

U Zagrebu je 27. i 28. rujna 1999.
odrzan 5. znanstveno-stru¢ni kolo-
kvij Hrvatskog drustva za konstruk-
tivnu geometriju i kompjutorsku
grafiku. Sponzori skupa bili su
Gradevinski i Arhitektonski fakultet.
Skupu je prisustvovalo trideset su-
dionika iz Hrvatske, prof. dr. Hell-
muth Stachel iz Austrije, te dr. Ziga
Turk iz Slovenije.

Prvog su dana, nakon pozdrava pre-
dsjednice Drustva prof. dr. Vlaste
S¢uri¢-Cudovan, odrzana sljedeca
znanstvena i stru¢na predavanja:

» M. Lapaine: Primjena AutoCAD
Mapa u konstruktivnoj geometriji
i racunalnoj grafici

« J. Beban-Brki¢, I. Medved: Opca
teorija centralnih ploha drugog
reda uz podrsku softvera Mathe-
matica

« V. Szirovicza: Projektivno izvo-
denje potpuno cirkularnih krivulja
3. reda u izotropnoj ravnini

« K. Fresl: Some Numerical Models
of Fabric Structures

Drugi je dan goste skupa pozdravio

prodekan Gradevinskog fakulteta

dr. B. Androi¢, a nakon toga rad je
nastavljen sljedecim izlaganjima:

« S. Gorjanc: Klasifikacija noZisnih
ploha (1,2) kongruencija

* H. Stachel: On the Tetrahedra in the
Pentagondodecahedron

* A. Sliepcevic: Afina analiza prame-
na konika u realnoj projektivnoj i
izotropnoj ravnini

» Z. Bozikov: O simetri¢nim dizajni-
ma s parametrima (9n+4,3n+1,n).
Od stru¢nih predavanja treba istak-
nuti rad koji je rezultat suradnje mr.
J. Beban-Brkic i studenta I. Medve-
da, demonstratora na matematickim
predmetima na Geodetskom fakulte-
tu u Zagrebu. Taj je rad nagraden
Rektorovom nagradom u 1999. go-
dini. Prikazi rezultata znanstvenih i
struénih radova bili su na visokoj
razini zahvaljujuéi, izmedu ostalog,
i sveobuhvatnoj uporabi ra¢unalne
grafike. U tom se smislu moZe istak-
nuti izlaganje S. Gorjanc koja je,
koriste¢i animaciju, prikazala reviju
ploha ¢ije je nastajanje klasi¢nim
konstruktivnim postupcima vrlo
teSko predociti.
I ovom znanstveno-stru¢nom kolo-
kviju HDKGIKG-a prisustvovao je,
kao gost, jedan poznati europski
geometri¢ar. Bio je to prof. dr. Hell-
muth Stachel, redoviti profesor Teh-
nic¢kih fakulteta u Be¢u, GrazuiLe-
obenu, dopisni ¢lan Austrijske aka-
demije znanosti, potpredsjednik
Medunarodnog drustva za geome-
triju i grafiku, istaknuti urednik ¢a-
sopisa Journal for Geometry and
Graphics te ¢ovjek koji niz godina
suraduje s hrvatskim geometri¢ari-
ma, podupire rad nasega Drustva i
&asopisa KoG. Autor je i nekrologa
profesoru Stanku Bilinskom kojeg je
kao posebno izdanje nedugo objavi-
la Austrijska akademija znanosti.

Vlasta Szirovicza

GEOMETRIETAGUNG
VORAU,
30. SVIBNJA-4. LIPNJA 1999.

Od 30. svibnja do 4. lipnja 1999.
odrzan je u slikovitom austrijskom
gradicu Vorau europski znanstveni
skup geometri¢ara pod nazivom
Geometrietagung. Pod vodstvom
prof. dr. H. Voglera i prof. dr. O.
Réschela, a uz potporu stajerske vla-
de, skup je organizirao i sufinanci-
rao Tehnicki univerzitet iz Graza.
Skupu je prisustvovalo vise od se-
damdeset sudionika iz Austrije,
Ceske, Greke, Hrvatske, Madarske,
Njemacke i Slovacke s pedesetak
saopcenja. Hrvatsku je predstavlja-
lo ¢ak sedam sudionica, od toga pet
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s-referatima: Sva su izlaganja bila
popracena mnos§tvom pitanja i zani-
mljivim dikusijama. Izdvajamo dva
referata $to su ih odrzale ¢lanice Hr-
vatskog drustva za konstruktivnu
geometriju i kompjutorsku grafiku:

* Ana Sliepcevic: Konstruktion der
vierfachen Brennpunkte zirkuldrer
Kurven dritter und vierter Ord-
nung

¢ Vlasta Szirovicza: Die vollstandig
zirkuldren Kurven dritter Ordnung
in der isotropen Ebene.
Odrzavanje sljedeceg sli¢anog sku-
pa predvideno je 2001. godine na
istome mjestu.
Ana Sliepcevié

HRVATSKO MATEMATICKO
DRUSTVO

INZENJERSKA SEKCILJA
http://www.math.hr/hmd

Cilj Hrvatskoga matemati¢kog drus-
tva (HMD) je unapredivanje i pro-
micanje matematic¢ke znanosti, na-
stave matematike na svim razinama,
primjene matematike u drugim di-
sciplinama te unapredivanje drus-
tvenog poloZaja matematic¢ara i ma-
tematike u cjelini.

InZenjerska se sekcija HMD-a bavi
unapredivanjem i promicanjem do-
stignuca o primjenama matematike
u drugim podruéjima i informi-
ranjem o njima.

Prvi sastanak InZenjerske sekcije
HMD-a, od kada je njen voditelj M.
Lapaine, odrZan je u lipnju 1999.
Rad sekcije nastavio se na jesen te
godine i od tada se sastanci odrza-
vaju neprekidno u pravilu svakog
drugog ¢etvrtka u mjesecu u vijec-
nici AGG fakulteta u Kacicevoj 26
u Zagrebu. Osim obavijesti i dogo-

vora o daljnjem radu, na programu

jeuvijekijedno predavanje. U okvi-
ru prve skupine sastanaka odrzana
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su ili su u pripremi sljedeca preda-
vanja:

16. lipnja 1999.
Miljenko Lapaine: Matematika i
geodezija

14. listopada 1999.
Jelena Beban-Brkic: Program
Mathematica i plohe drugog reda

11. studenoga 1999.

Lidija Pletenac: Racunalna
geometrijska grafika na studiju
tehnike

9. prosinca 1999.

Vladimir Hitrec: Cemu sluzi
“radijan” ?

13. sije¢nja 2000.

Juraj Hrncevic: Sustav sila

10. veljace 2000.

Juraj Hrncevic: Teziste

9. ozujka 2000.

BoZica Hajsig: Graficki radovi iz
Nacrtne geometrije i perspektive -
proslost, sada$njost, buducnost

13. travnja 2000.

Nenad Trinajstic, Sonja Nikolic:
O brojevima

11. svibnja 2000.

Zlatko Drmac: Numericka simula-
cija - od teorije do algoritma

26. lipnja 2000.

Zajednicki sastanak s Hrvatskim
drustvom za konstruktivnu geo-
metriju i kompjutorsku grafiku

Sazeci svih tih predavanja skupit ce
se i objaviti u posebnoj publikaciji.
Sudjelovanje u radu InZenjerske sek-
cije HMD-a omoguceno je svima,
bez obzira bili ¢lanovi HMD-a ili ne.
Neclanovima HMD-a preporuca se
da postanu ¢lanovi uplatom godisnje
¢lanarine od 120 kn na Ziro ra¢un
30102-678-79162. U iznos ¢lanari-
ne ukljuéeno je primanje jednog od
¢asopisa koje drustvo izdaje.
Ukoliko Zelite primati obavijesti o
radu i sastancima InZenjerske sek-
cije, potrebno je voditelju dostaviti
svoju adresu, po mogucnosti elek-
troni¢ku (e-mail).

O sastancima InZenjerske sekcije
mogu se naci nove obavijesti na In-
ternetu, na adresi Hrvatskoga mate-
matic¢kog drustva
http://www.math.hr/hmd

Radom Sekcija HMD-a rukovode
Odbori na ¢ijem se ¢elu nalaze vo-
ditelji sekcija. Bududi da je do sada
sve poslove u vezi InZenjerske sek-
cije vodio samo njen voditelj, ovo je
ujedno poziv svima zainteresiranima
za suradnju.

Miljenko Lapaine
tel.: 45 61 273, faks: 48 28 081
e-mail: mlapaine @public.srce.hr

PREDSTOJECI SKUPOVI

28.-30. ozujka 2000.

GeoNames 2000, 2nd International
Symposium on Geographical Na-
mes, Frankfurt am Main, Germany

3.-6. travnja 2000.
Cartography and Navigation, 4th
Geomatic Week, Barcelona, Spain

9.-11. svibnja 2000.

GEObit, International Trade Fair for
Spatial Information Technologies
and Geo-Informatics, Leipzig, Ger-
many

18.-21. svibnja 2000.
Dani geodeta, Hrvatsko geodetsko
drustvo, Pula, Hrvatska

22.-27. svibnja 2000.

For a Global Integration of Data and
Geospatial Services, 2nd Internatio-
nal Seminar on GEOMATICS 2000,
Havana, Cuba

25.-26. svibnja 2000.
Modeliranje u znanosti, tehnici i
drustvu, Akademija tehnickih znano-
sti Hrvatske i Hrvatsko drustvo za
sustave, Rijeka, Hrvatska

25.-27. svibnja 2000.

3rd AGILE (Association of Geo-
graphic Information Laboratories in
Europe) Conference on Geographic
Information Science, Helsinki/Es-
poo, Finland

14.-16. lipnja 2000.

10th SEFI-MWG European Seminar
on Mathematics in Engineering Edu-
cation, Miskolc, Hungary
http://matsefi @ gold.uni-miskolc.hu
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15.-16. lipnja 2000.

2nd Croatian Mathematical Con-
gress, CMS (HMD), Zagreb
http://www.math.hr/congress

15.-17. lipnja 2000.

SDG Symposium Darstellende Geo-
metrie, Technische Universitat Dres-
den, Fachbereich Mathematik, Insti-
tut fiir Mathematik, Dresden, Ger-
many
http://www.math.tu-dresden.de/geo/
Tagungen

19.-23. lipnja 2000.

Computer Graphics International
2000, Nature, Time and People, MI-
RALab, University of Geneva, Swit-
zerland
http://www.miralab.unige.ch/cgi2000

5.-7. srpnja 2000.
1. kongres nastavnika matematike,
HMD, Zagreb

6.-8. srpnja 2000.

International IT Conference on Geo-
Spatial Education, Department of
Land Surveying and Geo-Informati-
cs, Hong Kong

10.-14. srpnja 2000.

3ecm Barcelona 2000, Shaping the
21st century, Third European Con-
gress of Mathematics, Barcelona,
Spanjolska
http://www.iec.es/3ecm

16.-23. srpnja 2000.
Geoinformation for all, 19th Con-
gress of the International Society for
Photogrammetry and Remote Sen-
sing (ISPRS), Amsterdam, The Ne-
therlands

28.-31. srpnja 2000.

9th International Conference on Ge-
ometry and Graphics, Faculty of En-
gineeering, Rand Afrikaans Univer-
sity, Johannesburg, South Africa.

27.-29. rujna 2000.

GIS Croatia 2000, konferencijaiiz-
lozba u organizaciji GIS Foruma
Hrvatskog informatickog zbora,
Zagreb i Osijek.

11.-13. listopada 2000.

InterGeo 2000, International Fach-
kongress und Fachmesse der Geoda-
sie, Photogrammetrie und Karto-
graphie, ICC Berlin

1.-6. srpnja 2001.

19th International Conference on
the History of Cartography, Madrid,
Spain.

6.-10. kolovoza 2001.

Mapping the 21st Century, 20th In-
ternational Cartographic Conferen-
ce, Beijing International Convention
Center, Beijing, China
http://www.sbsm.gov.cn.icc2001/

20.-28. kolovoza 2002.
International Congress of Mathema-
ticians, Beijing, China
http://www.cms.org.cn

Prikazi

EUKLID
ELEMENTI I-VI

Prijevod: Maja Hudoletnjak Grgi¢
Pogovor: Vladimir Volenec

Recenzenti: Boris Pavkovic, Mirko
Polonijo, Josip Talanga

Izdavaé: KruZak d.o.o.
Zastavnice 29, 10251 Hrvatski Le-
skovac

Telefon: (385 1) 65 78 565
CroNet: 098 235 527

e-mail: kruno.zakarija@zg.tel.hr
http://www.kruzak.hr

U proljece prosle godine objavljen je
prvi hrvatski prijevod prvih Sest knji-
ga Euklidovih Elemenata, djela koje
po broju izdanja nadmasuje jedino
Biblija. Taj je znanstveno-kulturni do-
gadaj popracen tekstovima Mirka Po-
lonija “Euklid na hrvatskom, konac-
no” (Zarez, 30. travnja 1999.) te UroSa
Milutinovica koji, medu ostalim, kaze:
¢ ..Elementi su tekst koji je ne samo
stvorio, nego jo§ stvara matematiku
i znanost u najsirem smislu, jer je od
nastanka do danas bio i ostao izvor
matematickih ideja i standarda, inspi-
racija za nastanak cijelih podru¢ja
matematike: geometrije (ili jos bolje
razli¢itih geometrija), teorije prirod-
nih brojeva, teorije realnih brojeva,
analize, logike i topologije...” (Ju-
tarnji list, 10. lipnja 1999.).
Buduéi da se nedvojbeno moZze us-
tvrditi kako hrvatsko izdanje Eukli-
dovih Elemenata popunjava veliku
prazninu u nasoj prevoditeljskoj bas-
tini, zatuduje ¢injenica da je taj pot-
hvat, koji je samo djelomice sufinan-
ciralo Ministarstvo kulture, uglavnom
rezultat entuzijasti¢kog rada izda-
vada, prevoditeljice te nekolicine
matematicara.
Na poraznu okolnost da drustveni
¢imbenici nemaju sluha za objavlji-
vanje temeljnih djela svjetske zna-
nosti (uklju¢ujuéi nova izdanja vec
objavljenih) nadovezuju se podaci o
distribuciji i broju prodanih primje-
raka knjige: do sada je od 1000 tis-
kanih primjeraka za javne knjiZnice
(ponovo Ministarstvo kulture) otkup-
ljeno 150 knjiga, privatno je proda-
no pedesetak i dalje — niSta. Nijed-
na fakultetska knjiZnica u Hrvatskoj,
a na nekim su fakultetima Elementi
obvezatna literatura, nije narucila
makar jedan primjerak!
Euklidovi Elementi ukupno imaju
trinaest knjiga. Sto ¢e nakon objav-
ljivanja prvih $est biti s preostalih
sedam knjiga koje tek treba prevesti,
urediti, tiskati? Je 1i moguce da ce se
Ministarstvo znanosti ponovo oglu-
§iti na traZzenja Drustva matematica-
ra, izdavaca i drugih?

Sonja Gorjanc

Uz suglasnost autora prenosimo cjelovit
tekst Mirka Polonija objavljen u Mate-
maticko-fizickom listu 1/197,1999./2000.
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MIRKO POLONIjO

Euklidovi Elementi prevedeni na hrvatski!

U povijesti cjelokupne matematike
nema matemati¢ara ravna Euklidu.
On sigurno nije najveci matematic¢ar
koji je ikada djelovao, mjereéi nje-
gov osobni doprinos znanosti. Dapa-
¢e, vrlo je daleko od toga. Medutim,
zacijelo je najveci ucitelj matemati-
ke od kada matematike jest. Ne po-
stoji matematicko djelo koje je sa-
drzajem i nac¢inom izlaganja imalo
toliko velik znacaj i utjecaj na dalj-
nje izu¢avanje, poucavanje i razvoj
matematike poput Euklidovih Ele-
menata. Istodobno, gotovo da ne pos-
toji matematicko djelo veceg utje-
caja od Euklidovih Elemenata na
nematematic¢ke znanosti.

Zato je za svaki jezik i one koji nji-
me govore vaZno postojanje prijevo-
da Euklidovih Elemenata, kao iskaz
vlastite kulturne razine, ali i nuZne
potrebe upoznavanja najsireg Cita-
teljstva s Euklidovom rije¢i. Prema
tome, pojava prvog potpunog hrva-
tskog prijevoda prvih Sest knjiga
Euklidovih Elemenata (dvije tisuée
i tristo godina poslije Euklida!) izu-
zetan je dogadaj za nasu znanost,
obrazovanje i kulturu. Knjigu Eu-
klid, Elementi I -VI izdala je naklad-
ni¢ka kuca Kruzak iz Zagreba u
proljece 1999.

Prevoditeljica Maja Hudoletnjak Gr-
gi¢ prihvatila se izazovnog, teskog i
znac¢ajnog poduhvata. Prevodila je
‘prema opcepriznato najboljem iz-
danju grékog teksta Euklidovih Ele-
menata, onom koje je priredio po-
vjesni¢ar matematike I. L. Heiberg
(1854.-1928.), objavljenom u Eukli-
dovim sabranim djelima tiskanim u
Leipzigu 1883.-1916. g.
Prevoditeljica je koristila i Heathov
engleski prijevod.

Svoj je posao prevodenja Elemena-
ta izvrsno obavila, stvarajuci jasan i
¢itljiv prijevod vjeran duhu hrvat-
skog jezika i grékog izvornika. U po-
govoru prijevoda Vladimir Volenec
pregledno i zanimljivo pise o mjestu
i ulozi Euklida i njegovih Elemena-
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ta te komentira sadrzaj prvih Sest
knjiga.

Euklidovi Elementi sadrze osnove
gotovo cjelokupne gréke matema-
tike do Euklidova vremena, a nasta-
li su na temelju ranijih dostignuca
drugih matemati¢ara, izborom, ob-
radom i sustavnim rasporedivanjem
te starije grade, pri ¢emu su bez su-
mnje neki teoremi i dokazi original-
no Euklidovi. Mnogi vrijedni sadr-
Zaji iz tog doba nisu uvrsteni u Ele-
mente. Npr. teorija ¢unosjecnica,
koja je tada vec dovoljno razvijena,
matematicka znanja nastala u rje-
Savanju problema triksekcije kuta,
podvostruéenja kocke, Hipokratove
kvadrature nekih neravnih likova,
Hipokratovi “mjeseci” i drugo.
Vrijednost Elemenata je u strogom
logi¢kom slijedu izlaganja koje se
odvija postupno, po potpuno odre-
denoj shemi: definicije, postulati,
aksiomi, tvrdnje (propozicije) i nji-
hovi dokazi. Medu teoremima (pro-
pozicijama) su i neki problemi-za-
daci ¢ije se rjesenje daje konstruk-
cijom ili pomocu aritmeti¢kog algo-
ritma.

Tako su Elementi postali uzorom ka-
ko bi neka znanstvena teorija treba-
la biti oblikovana i poduéavana.
Utjecali su na shvacanje pojma znan-
stvene teorije, njezinog zasnivanja i
razvijanja, te na metodiku ucenja.
Elementi su stoljecima predstavljali
zbornik nuZnih temeljnih matema-
tickih znanja. Bili su osnovni, po-
nekad i jedini, u cjelini ili nekim svo-
jim dijelom, udZzbenik matematike.
Njihovi tragovi su vidljivi i u suvre-
menoj nastavi geometrije. Istodob-
no, oni su bili izazov, povod i poti-
caj mnogim matematic¢kim spoz-
najama i razvoju novih teorija. Po-
sebno moramo spomenuti otkrice
postojanja neeuklidskih geometrija.
Medu matemati¢arima se nerijetko
isti¢e i ponavlja da ni jedno djelo, s
izuzetkom Biblije, nije nikad bilo
tako §iroko i mnogobrojno koris-

teno, prou¢avano, uredivano i izda-
vano poput Elemenata, te da nema
znanstvenog djela koje je izazvalo
veci utjecaj na znanstvenu misao. Uz
to, Elementi su izvor za poznavanje
matematike od 6-4. st. pr. Kr.
Primjerak Elemenata iz vremena
njihova nastanka nije sac¢uvan. Us-
poredujuci razli¢ite prijepise, prema
misljenju povjesni¢ara matematike
raspolazemo s prili¢no jasnom sli-
kom originalnog grékog teksta. Ti su
prijepisi obi¢no nepotpuni, odnosno
to su verzije s vecim ili manjim iz-
mjenama, nadopunama i komentari-
ma. Posebno je vazna verzija Teona
iz Aleksandrije iz druge polovice IV.
st., jedna od najstarijih sacuvanih,
danas u knjiZnici sveucilista u Prin-
cetonu. Postoji nesto stariji prijepis,
Codex P u Vatikanskoj knjiZnici, tek
mjestimice razli¢it od Teonova.

Pri tome ostaje pitanje je li sav tekst
Elemenata izvorni Euklidov rad, jer
je vrlo vjerojatno da su pod njego-
vim vodstvom u stvaranju Elemena-
ta sudjelovali i u€enici. Neki misle
da je on bio na ¢elu tima matema-
ticara koji su svi zajedno doprinosi-
li piSuci Elemente te da je taj rad
nastavljen i nakon Euklidove smirti.
Dakako, neki i Euklidovo postojanje
smatraju upitnim, nudeci kao odgo-
vor na pitanje autorstva Elemenata
rad grupe-§kole matemati¢ara pod
pseudonimom Euklid.

Zanimljivo je spomenuti da najsta-
riji poznati prijevod Elemenata na
latinski nije s grékog, ved s arapskog
jezika. Arapski prijevod Elemenata
zavrSen je pocetkom 9. st., kad su
vec¢ prevedena i mnoga druga djela
gr¢kog matematickog nasljeda. Tada
dolazi do snaznog razvoja i obliko-
vanja samostalne arapske matema-
ticke misli. Oko 1120. g. javlja se
prvi latinski prijevod cjelokupnih -
Elemenata. S arapskog ih prevodi
engleski znanstvenik Adelhard iz
Batha (1075.-1160.).
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Najstariji hrvatski znanstvenik i filo-
zof Herman Dalmatin (12. st.) sma-
tra se takoder prevoditeljem Eleme-
nata. Njegov prijevod se ¢uva u pa-
riskoj Nacionalnoj biblioteci, prem-
daizgleda vjerojatnijim da je to ipak
Hermanova revizija Adelhardova
prijevoda. Jedan kasniji prijevod na
latinski, talijanskog matemati¢ara
Campanusa iz Novare (u. 1296. g.),
postat ¢e predlozak za prvo tiskano
izdanje Elemenata, 1482. g. u Vene-
ciji. Naglasimo da se primjerci ovog
izdanja cuvaju i u Sibeniku (Samo-
stan franjevaca konventualaca) i Za-
grebu (Metropolitanska knjiZnica).
Nesto kasnije, 1505. g. u Veneciji se
tiska i prvi latinski prijevod Eleme-
nata s grekog, a prva gréka tiskana
verzija Elemenata objavljena je u
Bazelu. S vremenom ce se pojaviti
prijevodi i na drugim jezicima (en-
gleski — 1570.g. (potpuno izdanje
Elemenata); njemacki — 1562.g.
(prvih Sest knjiga); kineski —
1607.g. (prvih Sest knjiga); ruski —
1739. g. (prvih osam knjiga); ma-
darski — 1865.g. (potpuno iz-
danje)). Medu juZnoslavenskim je-
zicima, prvo i do sada jedino potpu-
no izdanje toga djela izlazi na srp-
skom jeziku od 1949. do 1957.g., u
prijevodu i s mnogobrojnim komen-
tarima profesora beogradskog Uni-
verziteta, ruskog matemati¢ara An-
tona Bilimovi¢a (1879.-1971.).
Pored Elemenata, Euklid je autor bar
jos desetak drugih radova. Nazalost,
veoma je malo poznato o Euklidovoj
biografiji, osim ¢injenice da je bio
profesor Aleksandrijske akademije,
osnovane oko 300. g. pr. Kr. Ta se
godina naj¢esce navodi uz Euklido-
vo ime i njegove Elemente. Uzima
se da je roden oko 325. godine a
umro oko 265. pr. Kr. Nije poznato
ni mjesto rodenja (umro je u Alek-
sandriji), ni godine Euklidova ro-
denja i smrti, njegova narodnost, niti
drugi podaci iz Zivotopisa. Oko 400.
godine pr. Kr. djelovao je filozof
Euklid iz Megare, §to je unosilo no-
ve nesporazume. Valja naglasiti dau
to doba ime Euklid nije bilo rijetko.
Neke podatke o Euklidu dobivamo
od Proklosa (410.-485.), posljednjeg
velikog gr&kog filozofa, ali ne zabo-

ravimo da on Zivi 700 godina nakon
Euklida.

O Euklidu Aleksandrijskom traju tek
dvije anegdote, dva Euklidu pripisa-
na odgovora. Prvi je odgovor vlada-
ru Ptolemeju o nepostojanju poseb-
nog kraljevskog puta u geometriju,
(navodi ga Proklos koji kao izvor
uzima Arhimeda (287.-212. g. pr.
Kr.)). Drugi je odgovor nekom uce-
niku na pitanje kakva mu je korist od
naucene geometrije, kad Euklid po-
zivaroba s nalogom da mladicu dade
tri nov¢ica, jer da ovaj Zeli imati do-
bit od nauc¢enog.

Na akademiji u Aleksandriji Euklid
je osnivac tzv. Aleksandrijske mate-
maticke $kole, a njegovi su posred-
ni uéenici Arhimed i Apolonije iz
Perge (oko 262. - oko 190.g. pr. Kr.).
Ovaj ¢uveni trolist obiljeZava vrhu-
nac helenisti¢ke epohe matematike.
Aleksandrijsku akademiju (sveuci-
liste) zvanu Museion osniva Ptole-
mej, rodonacelnik dinastije Ptoleme-
jevica, nakon §to je po smrti Alek-
sandra Makedonskog (323. g. pr. n.
e.) oko 306. g. pr. n. e. zavladao
Egiptom, te odabrao Aleksandriju za
glavni grad svoje drzave. Ptoleme;j
gradi Museion, unutar kojeg ce biti
i velika biblioteka, te poziva i priv-
la¢i u¢ene ljude svoga doba pod ok-
rilje akademije. Pretpostavlja se da
tako i Euklid dolazi iz Atene za vo-
ditelja matemati¢kog dijela akade-
mije, a po nekim autorima, cjelokup-
nog Museiona. Naime, vjeruje se da
je u Ateni Euklid bio uc¢enik Plato-
nove akademije, filozofske Skole Sto
je osnovana 377. g. pr. Kr. Isto tako
je neosporan utjecaj Aristotela na
koncipiranje Euklidova djela.
Platon (427.-347 g. pr. Kr.) je autor
nekih matematic¢kih radova (npr.
opis regularnih (pravilnih) polieda-
ra, tzv. Platonovih tijela, koja su bila
znana od ranije). Medutim, njegov je
znacaj za razvoj matematike sadrzan
u njegovu shvacanju matematike
kao nuzne i temeljne pretpostavke
razumijevanja svijeta. Pri¢a se da je
na vratima Platonove akademije
stajao natpis: “Neka ne ulaze oni
koji ne znaju geometriju”. Takvim
gledanjem Platon se otklonio od so-
fista i svoga ucitelja Sokrata. Platon

i njegova $kola postavljaju pitanja o
prirodi i strukturi matematike, te
nakon Talesa (640.-546 g. pr. Kr.)
¢ine novi korak k racionalizaciji ma-
tematike, spoznajuci i prihvacajuci
apstraktni karakter matematickih
objekata. Ostvaruje se visok stupanj
osamostaljenja matematike, naro¢i-
to od filozofije i religije. Odvajajuci
matematiku od svijeta “realnosti”, a
uvidajuci manjkavosti zakljucivanja
po analogiji i indukciji, platonova
$kola isti¢e vaznost strogosti doka-
za i deduktivnog pristupa. Upravo su
to bitne karakteristike Euklidovih
Elemenata.

Aristotel (384.-322 g. pr.Kr.), znat-
no vi$e materijalist no §to je to bio
njegov ucitelj Platon, ne stavlja u
potpunosti matematicke objekte u
podru¢je ideja, vec ih razmatra kao
apstrakcije ¢iji se izravni korijen
nalazi u realnom, fizickom svijetu.
Razjasnjavajuci osnovne pojmove,
nuzne za istraZivanje i razumije-
vanje tih apstrakcija, on dublje pro-
nice u bit deduktivnog zaklju¢ivanja
i aksiomatskog pristupa, medusobno
razlikujudi definicije, aksiome, pret-
postavke, tvrdnje, a problem egzi-
stencije matemati¢kih objekata rje-
sava konstruktivno. Postoji ono §to
se moZe konstruirati. Takav je mate-
maticki svjetonazor jasno uocljiv u
Euklidovim poéelima.

Euklidovi se Elementi sastoje od tri-
naest knjiga, kojima su kasnije pri-
dodane jos dvije knjige drugih auto-
ra.

Prve Cetiri knjige bave se planime-
trijom i smatra se da su nastale na
temelju radova Hipokrita s Hiosa
(druga polovica 5. st. pr. Kr.).

Prva knjiga zapocinje nizom nuZnih
definicija koje su, dakako, intuitiv-
nog karaktera, jer su iskazane u ter-
minima fizi¢ke realnosti, a kojima se
definiraju osnovni geometrijski poj-
moviiobjekti. Postojanje ostalih ob-
jekata dokazuje se njihovom kon-
struk¢ijom. Upravo ¢injenica da se
definiraju neki matematicki pojmo-
vi koji se kasnije ne javljaju ukazuje
da Euklid preuzima dijelove iz ra-
nijih tekstova. Zatim slijedi pet po-
stulata (zahtjeva) koji pretposta-
vljaju mogucnost nekih elementar-

55



KoG+4/1999

Prikazi

nih konstrukcija. Evo kako postula-

ti glase u prijevodu Maje Hudo-

letnjak Grgic:

1. Neka se postulira da se od svake
tocke do svake tocke povlaci duzi-
na.

2. I da se ogranicena duZina nepre-
kinuto produZuje u duZini.

3.1da se sa svakim sredistem i uda-
ljenoscu opisuje krug.

4.1da su svi pravi kutovi medusobno
Jednaki.

5. 1da ako duzina koja sijece dvije
duZine ¢ini unutarnje kutove s iste
strane manjima od dva prava kuta,
dvije duZine, neogranic¢eno produ-
Zene, sastaju se s one strane na ko-
Joj su kutovi manji od dva prava
kuta.

Od posebnog je znacaja posljednji,
peti postulat, ¢ija su formuladija i
sadrzaj godinama poticali matema-
ticare da ga dokazu i tako smjeste u
teoreme. Kao $§to je dobro poznato,
ovaj dugogodisnji veliki trud rezul-
tirao je otkrivanjem neeuklidske
geometrije (C.F. Gauss(1777.-
1855.),J. Bolyai (1802.-1860.), N. I.
Lobacevski (1793.-1856.)). Spome-
nimo da i nas u¢enjak Federiko Gri-
sogono (1472.-1532.) u svojim ko-
mentarima Elemenata u djelu Spe-
culum Astronomicum podvrgava
kritici Euklidovu definiciju paralela,
dajuci time prilog razrjesavanju pro-
blema petog postulata. Nadalje, nasi
veliki znanstvenici Franjo Petricé
(1529.-1597.) i Ruder Boskovié
(1711.-1787.) daju svoje aksioma-
tizacije geometrije, razli¢ite od Euk-
lidove. Vaznu ulogu u istraZivanju
neeuklidske geometrije i njezine pri-
mjene u teoriji relativnosti imao je
zagrebacki profesor matematike
Vladimir Varicak (1865.-1942.).
Nakon postulata navodi se pet aksio-
ma (opcih nacela) koji su za razliku
od postulata, primjenjivi, ne samo na
geometriju, ve¢ na sveukupnu zna-
nost (danas rijeci “aksiom” i “postu-
lat” uzimamo kao sinonime).

1. Stvari koje su jednake istoj stvari
i medusobno su jednake.

2. Ako se jednakim stvarima dodaju
Jednake stvari, i cjeline su jednake.

3. Ako se jednakim stvarima oduzmu
Jednake stvari, i ostaci su jednaki.
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4. Stvari koje se jedna s drugom
poklapaju medusobno su jednake.

5. Cjelina je veca od dijela.

Iako danas matematicari ovakav pri-
stup shvacaju kao prvi pokusaj u
povijesti aksiomatizacije neke zna-
nosti, Euklidovi ¢e nasljednici cijeli
niz stoljeca aksiome i postulate gle-
dati znatno jednostavnije, kao nesu-
mnjive i neporecive istine za opis os-
jetilnog svijeta.

Zatim slijedi 48 propozicija (teore-
ma, tvrdnji, zadataka/konstrukcija)
kojima se razmatraju osnovna svoj-
stva trokuta, pravokutnika i parale-
lograma te usporeduju njihove po-
vr§ine. Prva je propozicija kon-
strukcija jednakostrani¢nog trokuta
zadane stranice. Posljednje dvije
propozicije su Pitagorin poucak i
njegov obrat. Po ovakvoj sinteti¢koj
shemi izlaganja pisane su i ostale
knjige Elemenata. Ukupni je broj
teorema 466.

U drugoj se knjizi izlaZe tzv. geo-
metrijska algebra, tj. izgraduje geo-
metrijski aparat za rjeSavanje pro-
blema koji se svode na kvadratne
jednadzbe.

Treca je knjiga posvecena geomet-
riji kruZnica, a ¢etvrta pravilnim po-
ligonima. Vjeruje se da ¢etvrta knji-
ga iznosi rad Pitagorinih ucenika.
Temeljem pete i Seste knjige Eleme-
nata, kao i dvanaeste, smatraju se ra-
dovi Eudoksa iz Knida (oko 408.-
oko 355. g. pr. Kr.). Prva od njih
izu¢ava opcu teoriju proporcija (raz-
mjera, omjera) velicina i u svojoj os-
novi ekvivalentna je teoriji Dedekin-
dovih prereza (Eetvrta definicija ove
knjige predstavlja tzv. Arhimedov
aksiom). Dobiveni rezultati primje-
njuju se u iducoj, Sestoj knjizi na
planimetriju, posebno na sli¢nost
figura.

Upravo je ovih prvih Sest knjiga Ele-
menata stoljecima bilo osnovni geo-
metrijski udzbenik, i zahvaljujudi toj
Cinjenici ponekad se Euklidovo dje-
lo neopravdano veze samo uz geo-
metriju. U anglosaksonskim zemlja-
ma se vrlo dugo umjesto nastavnog
predmeta geometrije jednostavno
govorilo “Euklid”. Kad je sredinom
Sesdesetih godina ovog stoljeca
doslo do snaznog pokusaja reformi-

ranja matematike, osobito geome-
trije, a nazivajuci sve to moderniza-
cijom matematike, jedan je od slo-
gana bio “Dolje Euklid!”.

Sedma, osma i deveta knjiga izlazu
osnove teorije brojeva i pretposta-
vlja se da se temelje na radovima
Eudoksovog ucitelja Arhita iz Ta-
rantea (oko 428.-oko 365 pr. Kr.).
Ova se pretpostavka odnosi i na
jedanaestu knjigu Elemenata. U
ovim se knjigama uvodi teorija dje-
ljivosti (tu je i éuveni Euklidov algo-
ritam za odredivanje najveceg zajed-
nickog djelitelja), dokazuje funda-
mentalni teorem aritmetike (jednoz-
nacnost razlaganja prirodnog broja
na proste faktore), te beskonacnost
skupa prostih brojeva. Takoder se
izuCavaju omjeri prirodnih brojeva,
$to je u biti ekvivalentno zasnivanju
teorije racionalnih brojeva.

Na temelju ovih knjiga, u desetoj se
uvode osnove klasifikacije kvadrat-
nih i bikvadratnih iracionalnosti i
neka pravila njihovih transforma-
cija. Pretpostavlja se da su podloga
ove knjige, kao i trinaeste, rezultati
Teeteta iz Atene (oko 410.-368. pr.
Kr.).

Jedanaesta knjiga se bavi osnovama
stereometrije, a u dvanaestoj knjizi
odreduju se, vjerojatno Eudokso-
vom, metodom ekshaustije (iscrp-
ljivanja) omjeri povrsina dvaju kru-
gova, omjeri obujmova piramide i
prizme, stoSca i valjka, dviju kuga-
la, rjeSavajuci tako niz problema za
koje danas primjenjujemo grani¢ni
postupak (limes). Istaknimo da u
Elementima nema pojma mjere.
Naprimjer, kazZe se da je omjer dviju
kugala (a ne njihovih obujmova!)
jednak trostrukom omjeru njihovih
promjera.

U trinaestoj knjizi konstruira se pet
pravilnih poliedara (Platonova tije-
la) i dokazuje da drugih nema.
Spomenuli smo da su kasnije greki
matemati¢ari Euklidovim Elementi-
ma pridodali jo§ dvije kratke knjige
znatno manjeg znacaja, koje danas
naj¢esce ulaze uizdanja Elemenata.
To su ¢etrnaesta o pravilnim poligo-
nima koju se pripisuje Hipsiklu iz
Aleksandrije (oko 180. g. pr. Kr.) i
petnaesta o upisivanju poliedara,
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jednih u druge, nastala u skoli Isido-
ra iz Mileta (6. st. pr. Kr.).
Osim Elemenata sacuvani su (ili se
zna da su postojali) i drugi Euklido-
vi radovi. Knjiga pod latinskim na-
zivom Data nadopunjuje prvih Sest
knjiga Elemenata i bavi se opisiva-
njem uvjeta kada se neka matema-
ticka figura ili konfiguracija moze
smatrati danom. Naime, ispituje se
koji elementi i relacije figuru opisuju
tako da uzevsi sve njih osim jednog,
taj preostali biva potpuno odreden.
Poznat je takoder arapski prijevod
Euklidovog traktata o dijeljenju fi-
gura.
Iz komentara Proklosa i Paposa
(druga polovina 3. st.), koji su vaz-
ni izvori za podatke o mnogim danas
nesacuvanim matemati¢kim radovi-
ma, saznajemo da je Euklid napisao
Cetiri knjige o Cunosje¢nicima (Ciji
je sadrzaj koristio Apolonije iz Per-
ge u svojim znamenitim knjigama o

konikama), dvije knjige o geome-
trijskim mjestima to¢aka na ploha-
ma, i tri knjige Porizmi &iji sadrzaj
do danas nije sasvim jasan. Misli se
da su porizmi tvrdnje koje iskazuju
uvjet §to osigurava rjesivost nekog
problema, a da tada taj problem ima
beskona¢no mnogo rjesenja. Nije
sacuvano ni Euklidovo djelo Pseu-
daria o laznim zaklju¢ivanjima u
geometriji. Na kraju spomenimo da
su ipak do nas dosle Phaenomena u
kojoj se Euklid bavi osnovama sfer-
ne geometrije zbog primjene u astro-
nomiji, i Optika s elementarnim raz-
matranjima perspektive. Vjeruje se
da je Euklid pisao i o po¢elima glaz-
be.

Euklidovi Elementi su skup knjiga
od povijesnog i kulturnog znacaja,
ne samo za matematiku, ve¢ i za cje-
lokupno ljudsko znanje. Jedan je to
od najvisih vrhunaca u povijesti zna-
nosti i dugogodisnji uzor, fantasti¢-

no postignuce jednog doba, jedne
skole, civilizacije, svjetonazora, po-
stignuce koje je ostavilo svoga
dubokog traga do dana$njih dana,
bitno utjedudi i odredujuci buduc-
nost matematike, ali i drugih znano-
sti.
Na studiju matematike, Euklidovi
Elementi su dio obvezatne literatu-
re, odnosno dijelom su udzbenik za
-kolegije Povijest matematike, Os-
nove geometrije i Metodika ma-
tematike.
Prijevodom prvih est knjiga Eukli-
dovih Elemenata na hrvatski jezik
nasa kulturna i znanstvena javnost
dobiva jos jedan atribut pripadanja
svjetskom kulturnom krugu. Da-
kako, uz &estitke prevoditeljici i
izdavaéu, svi oéekujemo kako ¢emo
uskoro ugledati prijevod ostalih
knjiga Elemenata.

Matematicko-fizicki list 1/197,1999./2000.
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Prikazi Pliickerova konoida u programu Mathematica 4.0

Neposredno pred zakljucenje ovoga
broja pojavio se problem, nedostaja-
lo je teksta za dvije i pol stranice.
Kao izraziti zagovornik primjene
programa Mathematica, pri prikazi-
vanju ploha euklidskoga prostora,
odlu¢ila sam krenuti od klasi¢ne sli-
ke Pliickerova konoida, dane u knjizi
K. Fladt, A. Baur: Analytische Geo-
metrie spezieller Flichen und Ra-
umkurven, i razmotriti mogucnosti
dobivanja sli¢nog prikaza pomocu
programa Mathematica. Kako na
fakultetskom ra¢unalu imam uredno
i stru¢no instaliranu verziju 4.0, s
kojom se zbog posla oko dovrsa-
vanja ¢asopisa nisam stigla detalj-
nije baviti, vidjela sam to i kao pri-
liku da otkrijem poneku novost za
sebe. Nazalost, u grafickim paketi-
ma nisam pronasla nista novo, ali
sam se zato stalno o nesto spoticala.
Npr. za naredbu N[r,n] koja bi real-
ni broj r trebala prikazati na n deci-
mala, ne moZe se reci da radi. Inpu-
ti u 4.0 ne numeriraju se kao u 3.0
nego kao u verzijama 2.x (sve stare
datoteke iz 3.0 moram preraditi). Pri
nekim naredbama za crtanje pojav-
ljuju se problemi oko imenovanja

boja, koje Mathematica nudi u svom
Helpu. Pri spremanju grafika, za raz-
liku od verzija2 i 3, vise se ne nudi
ekstenzija ***.ai (Adobe Illustrator)
tako povoljna za komunikaciju s
programima koji imaju vektorsku
grafiku (npr. FreeHand). Sve u sve-
mu, dok se za prijelaz s dvojke na
trojku (bez obzira na to §to kaZzu nu-
mericari) svakako moze reci da je
bio ljubazan prema korisniku, ¢ini
mi se da je kod 4.0 to napusteno.
No, bez obzira na to, grafika u Ma-
thematici je i dalje dobra, pa se vra-
¢am slici koju sam na pocetku spo-
menula.

Evo Fladtovog prikaza Pliickerova
konoida koji je inspirirao ovaj ¢la-
nak.

Pliickerov je konoid prav¢asta ploha
3. reda koja se u kartezijevom ko-
ordinatnom sustavu O(x,y,z) zado-
voljava jednadZbu

z=h (2=y?)I(x*+y?), heR.
Koordinatna os z dvostruki je pravac
tako zadane plohe, kuspidalne su
tocke (0,0,-h) i (0,0,h), a torzalni su
pravci dani jednadZbama

(y=0, z=-h) i (x=0, z=h).

Kako bi crtezi koji slijede bili to

vjerniji slici na monitoru, definiramo

bojenje prikaza samo pomocu crve-

ne i crne boje. Za to je potrebno uci-

tati graficki paket Colors.

In[1]:= <<Graphics‘Colors’

In[2]:= CrvenoCrno[RGBColor[r_,g_b_]]:=
RGBColor[2r,0,0]

CrvenoCrno[GrayLevel[x_]]:=
GrayLevel[x];

Plohe ¢&ije su jednadzbe oblika
z=f(x,y)

mogu se u Mathematici prikazati po-

~ | moc¢u naredbe Plot 3D. Program

iscrtava dva sistema ravninskih kri-
vulja na plohi. Krivulje su paralelne
s koordinatnim ravninama yz i xz. U
nasem sluéaju, uz definiciju ekspli-
citnog oblika jednadzbe plohe, to
izgleda ovako:

al
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In[4]:= PluckerEx[h_][x_y_]:=
h(xA2-yA2)/(x"2+y"2)
In[5]:= Plot3D[PluckerEx[1][x.y],
{x,-3,3},{y,-3,3},
PlotPoints->{29,29},
ColorQutput (_:;v Crno]

Out[5]=-SurfaceGraphics-
Problemi za crtanje nastaju u okoli-
nama singularinih to¢aka plohe (to-
¢ake na osi z), koje su ujedno i sin-
gularne tocke ove parametrizacije.
Oni se ne mogu se rijesiti ni drugim
odabirom brojeva za opciju Plot-
Points, npr. PlotPoints->{30,30},
dapace graficki su vise istaknuti.
Za plohe ¢ije se implicitne jednadz-
be F(x,),z)=0 ne mogu jednostavno
svesti na oblik z=f(x,y) Mathemati-
ca nudi crtanje pomocu tri sistema
presjeka s ravninama paralelnim sa
sve tri koordinatne ravnine, pomocu
grafickog paketa ContourPlot3D.
Pogledajmo kako to izgleda u nasem
primjeru. Implicitni oblik jednadzbe
Pliickerova konoida je

z (X*+y?) -h (x-y*) =0, heR,

pa se naredbe za crtanje mogu pisa-
ti na sljedeci nacin:

In[6]:= Pluckerim[h_][x_y_z_]:=
Z(xA2+y72)-h* (x*2-yA2)

In[7]:= <<Graphics‘ContourPlot3D*

In[8]:= ContourPlot3D[
Pluckerim[1][x,y.z],
{x,-3,3}.y,-3,31,{z,-1,1},
ColorOutput->CrvenoCrno]

Out[8]=-Graphics3D-

Intervencije u korake varijabli, koje
ée doprinijeti glatkoci prikaza barem
u regularnim podruéjima, mogle bi
se 1 ovdje posti¢i pomocu opcije
PlotPoints. Medutim, ovo je i prilika
da pokazemo kako se u Contour-

58

Plot3D paketu koristi naredba List-
ContourPlot3D. Plohu éemo najprije

definirati kao listu 3D podataka.
In[9]:= plucker=
Table[Evaluate[Pluckerim[1][x,y,z]],
{z,-1.0,1.0,0.2},
{y,-3.0,3.0,0.2},
{x,-3.0,3.0,0.2}];

Paznju valja obratiti na neuobicajeni
redoslijed z, y, x. I ovdje je Mathe-
matica 4.0 neljubazna prema kori-
sniku. Naime, Mathematica 3.0 cr-
tala je i uz zapis {z,-1,1,0.2}, {y,-
3,3,0.2},{x,-3,3,0.2}5to verzija 4.0,
¢ini se, nece ili program proracuna-
va toliko da ¢ekanje nije prihvatlji-
vo. No, sada se prikaz Pliickerova ko-
noida moZe dobiti na sljedeci nacin:

In[10]:= ListContourPlot3D[plucker,
MeshRange -> {{-3,3}, {-3,3}, {-1,1}},
ColorOutput->CrvenoCrno]

0ut[10]= -Graphics
Ponovno nije dobro u okolinama sin-
gulariteta i teSko da se s ovom para-
metrizacijom plohe mozZe napraviti
nesto bolje.

No, ako sa kartezijevih koordinata
(x,3,2) prijedemo na polarne (z,u,z)
dobivamo povoljne parametarske
jednadzbe

x(u,t) = t cosu,

Y(u,t) = t sinu,

Z(u,t) = h cos2u.

Definiramo li funkciju kao listu tih
parametarskih jednadzbi

In[11]:=  PluckerPar[h_][t_u_]:=
{t*Cos[u],t*Sin[u],h*Cos[2u]}
mozZemo pomocu naredbe Paramet-

ricPlot3D dobiti sljedeci prikaz:
In[12]:= ParametricPlot3D[
Evaluate[PluckerPar{1][t,u]],
{t,0,3},{u,0,2Pi},
ColorQutput->CrvenoCrno]

Out[12]= -Graphics3D-

Zbog odgovarajuce parametrizacije
prikaz zadovoljava na cijelom pod-
ru¢ju. Kako je u polarnom koordi-
natnom sustavu koordinatna ploha
t = const. valjak prikaz je ograni¢en
prodornom krivuljom konida i valj-
ka. Izrez plohe kao na ranijim slika-
ma postic¢i ¢emo opcijom PlotRan-
ge. Za dodatnu finocu oblina te na-
glasavanje ¢injenice da je Pliickerov
konoid prav¢asta ploha moramo in-
tervenirati u korake varijabli. Takve
mogucnosti imamo nakon ucita-
vanja grafickog paketa Parametric-
Plot3D. Pomocu njega moZemo do-
biti sljedeci prikaz:

In[13]:=
In[14]:=

<<Graphics‘ParametricPlot3D*
ParametricPlot3D[
Evaluate[PluckerPar[1](t,u]],
{t,0,4.5,4.5},{u,0,2Pi,Pi/24},
PlotRange->{{-3,3},{-3,3},{-1,1}},
ColorOutput->CrvenoCrno]

Out[14]= -Graphics3D-
Prikaz je dobar u okolinama singu-
lariteta. Sada su problemi na rubo-
vima. Njih éemo kasnije prikriti s
ContourPlot3D koji se na rubu tog
izreza pokazao dobrim. Pogledajmo
prije jos neke prikaze plohe pomocu
ParametricPlot3D.
Koristenjem naredbi Show i Table, te
opcije DisplayFunction dobivamo i
sljedece slike.
In[15]:= Show[
Table[
ParametricPlot3D[
Evaluate[PluckerPar[1][t,u]],
{u,i,i+Pi/90,Pi/90},(t,0,4.5,4.5},
DisplayFunction->Identity],
{i,0,2Pi,Pi/30}],
ColorOutput->CrvenoCrno,

PlotRange->{{-3,3},{-3,3},{-1,1}},
DisplayFunction->$DisplayFunction]

Out[15]= -Graphics3D-
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In[16]:= Show[

Table{

ParametricPlot3D[
Evaluate[PluckerPar[1](t,u]],
{t,0,4.5},DisplayFunction->Identity],
{u,0,2Pi,Pi/48}],

DisplayFunction->$DisplayFunction,
PlotRange->{{-3,3},{-3,3},{-1,1}}]

Out[16]= -Graphics3D-

Probleme na rubu nastojat ¢emo pri-
kriti iscrtavanjem rubnih dijelova
ovog izreza na sljedeci nacin:

In[17]:=X[i_]:=Table[
Evaluate[Pluckerim[1][x,y.z]],
{z,-1,1,0.2},

{y,-3,3,0.2},
{x,i,i+0.1,0.1}];

In[18]:=Y[i_]:=Table[
Evaluate[Pluckerim[1][x,y.z]],
{z,-1,1,0.2},

{y,i,i+0.1,0.1},
{x,-3,3,0.2}];

In[19]:=Show]

Table[ListContourPlot3D[X[i],
MeshRange->{{i,i+0.1},{-3,3},{-1,1}},
DisplayFunction->Identity],

{i,-3,2.9,5.9}],
Table[ListContourPlot3D[Y([i],
MeshRange->{{-3,3},{i,i+0.1}.{-1,1}},
DisplayFunction->Identity],
{i,-3,2.9,5.9}],

ColorQutput->CrvenoCrno,

PlotRange->{{-3,3},{-3,3},{-1,1}},

DisplayFunction->$DisplayFunction]

Out[19]= -Graphics3D-
Povezivanjem dobivenih slika mo-
Zemo doéi do prikaza koji lijepo is-
ti¢e osobine Pliickerova konoida.

= Show[%15,%19

Out[20]= -Graphics3D-

Zadodatno iscrtavanje torzalnih pra-
vaca, kuspidalnih to¢aka te isticanje
neizoliranog dijela dvostrukoga prav-
ca moramo ucitati i graficki paket
Graphics3D. Osobno mi je, u danim
uvjetima, sljedeci prikaz Pliickero-
va konoida najprikladniji.

In[21]:= <<Graphics‘Graphics3D*

In[22]:= Show[%19,%16,

Graphics3D[{AbsoluteThickness[1],Red,
Line[{{-3,0,1},{3,0,1}8],
Line[{{0,-3,-11,{0,0,-1}}}],

Graphics3D[{AbsoluteThickness[2],
Line[{{0,0,-1},{0,0,11]}],

Graphics3D[
{AbsoluteThickness[1],Red,
AbsoluteDashing[{0.5,0.5}],

Line[{{0,0,-1},{0,3,-11]}],

Graphics3D[

{AbsolutePointSize[5],Red,
Point[{0,0,1}],Point[{0,0,-1}]1}]]

out[22]=
Sve dvostrukosti Pliickerova kono-
ida vrlo se jednostavno poopcuju na
n-strukosti. Uz opcenitiju definiciju
i odgovaraju¢im kombiniranjem iz-
loZenih nacina crtanja moZe se npr.
dobiti ovakva zanimljiva slika plohe.

I na kraju, svakome koga zanimaju
krivulje i plohe najtoplije prepo-
ru¢ujem drugo izdanje odli¢ne
knjige

Alfred Gray:

MODERN DIFFERENTIAL GEO-
METRY of Curves and Surfaces with
MATHEMATICA®, CRC Press, 1998.

SONJA GORJANC

In[23]:= PluckerPolar[n_,h_][t_,u_]:= {t*Cos[u],t*Sin[u],h*Cos[n*u]}

In[24]:= Show[

Table[ParametricPlot3D[Evaluate[PluckerPolar[6,0.75][t,u]],
{u,i,i+Pi/120,Pi/120},{t,0,2,2}, DisplayFunction->Identity] {i,0,2Pi,Pi/40}],

Table[ParametricPlot3D[Evaluate[PluckerPolar[6,0.75][t,u]],
{u,0,2Pi,Pi/40} {t,i,i+0.05,0.05},DisplayFunction>|dentity] {i,0,2,0.15}],

ColorQutput->CrvenoCrno,
Axes->None, Boxed->False,
ViewPoint->{1.3, -1.5, 2.},
DisplayFunction->$DisplayFunction]

Out[24]= -Graphics3D-
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NAGRADENI STUDENTSKI RAD

Na Gradevinskom fakultetu u Za-
grebu za Rektorovu nagradu, u $k.
god. 1998/99 natjecalo se jedanaest
studenata, od kojih je ¢ak troje na-
gradeno. Na peto mjesto rangiran je
rad iz podruéja primijenjene geome-
trije pod nazivom “RaskriZje u dvije
razine — metoda slojnica” studenta
Borisa Uremovica, pod mentorskim
vodstvom mr. Vlaste Szirovicza, ko-
jije dobio nagradu dekana. Svi su ra-
dovi bili izlozeni ispred Vijecnice u
Kaciéevoj ulici 26.

Boris UREMOVIC:
Raskrizje u dvije razine — meto-
da slojnica

Ovaj rad je proizasao iz Zelje da se
pokaze kako teorijsko znanje nacrt-
ne i primijenjene geometrije moze
biti iznimno korisno i upotrebljivo
pri rjeSavanju zadataka koji privid-
no nisu usko povezani s tom granom
matematike.

Ako je raskrizje u dvije razine ri-
jeseno tunelom, portalni zid (ulaz i
izlaz iz tunela) izveden je kao beton-
ska nagnuta ravna ploha. Ovaj rad
nudi novo rjeSenje: pravcastu plohu,
koja je maksimalno prilagodena
okolnom terenu. Navedena ploha 4.
reda odredena je ravnalicama: prva
je pravac poloZen rubom planuma
zZeljeznicke pruge, druga je vertikal-
ni pravac postavljen na os ceste koja
prolazi ispod te pruge, a treca je rav-
nalica parabola koja se nalazi u razi-
ni planuma ceste. Pokazalo se da
upravo tako izabrana parabola daje
najprihvatljiviju zakrivljenost i ob-
lik plohe.

Da bi se u plohi dobio otvor odre-
denih dimenzija, posluZio je para-
bolicki stoZac, ¢ija osnovica lezi u
ravnini paralelnoj s I, koja je uda-
ljena (tlocrtno gledajuci) 4 m od osi
planuma Zeljeznice. Za konstrukciju
je bila potrebna samo gornja polovi-
ca stoSca. Prodorna krivulja zadane
plohe i tako odredena stosca lezi na
portalnom zidu i obrubljuje ulaz u
tunel. Unutra$njost tunela nadsvode-
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na je valjkastom plohom, &ije iz-
vodnice prolaze konstruiranim to¢-
kama prodorne krivulje.

Rad je izveden na PC racunalu uz
uporabu programa AutoCAD 14 i
njegovih mogucnosti za 3D prikaz.
Zbog slozenosti zadatka, student je
morao posegnuti za dodatnom lite-
raturom i savjetima stru¢njaka, bu-
duci da se radilo o vrlo sloZzenim plo-
hama.

Naime, izradeni tlocrt zemljanog
tijela prometnice trebalo je “preba-
citi” u tri dimenzije, tj. napraviti vir-
tualni trodimenzionalni prikaz ob-
jekta. Podizanjem slojnica usje¢nih
i nasipnih ploha i ravnina na njiho-
ve kote dobiva se tzv. Zi¢ani model,
koji moze posluziti da se izmedu

njegovih bridova umetnu stranice.
Dobiveni model je nepotpun jer ne-
dostaju prostorne presje¢ne krivulje
ravnina i ploha nasipa i usjeka s pri-
rodnim terenom, pa je najveci trud
uloZen za aproksimaciju tih krivulja.
Vizualna obrada gotovog objekta iz-
vedena je u programu 3D Studio-
MAX, u kojem je osim perspektiv-
ne slike raskriZja s o¢iStem iz zraka
(snimka iz helikoptera) napravljena
i animacija kretanja vozila po pro-
metnici. Time je dana jo$ jedna mo-
gucnost uporabe takvog modela u
prakti¢ne svrhe.

Vlasta Szirovicza
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