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UPUTE SURADNICIMA

“KoG” je asopis koji objavljuje znanstvene i stru¢ne radove te
ostale priloge iz podrugja konstruktivne geometrije i kompjutor-
ske grafike

ZNANSTVENI I STRUCNI CLANCI

1. Izvorni znanstveni rad sadrZi neobjavljene rezultate izvornih
znanstvenih istraZivanja, a znanstvene informacije su izloZzene
tako da se to¢nost analiza i izvoda, na kojima se rezultati
temelje, moZe provjeriti.

2. Prethodno priopéenje je znanstveni rad koji sadrZi jedan ili
vise novih znanstvenih podataka ¢&ija priroda zahtijeva hitno
objavljivanje. Ne mora nuZno imati dovoljno pojedinosti za
ponavljanje i provjeru rezultata.

3. Pregledni rad je znanstveni rad koji sadrZi izvoran, saZet i
kriti¢ki prikaz jednog podrugja ili njegovog dijela, u kojemu
autor aktivno djeluje. Mora biti istaknuta uloga autorova iz-
vornog doprinosa u tom podrucju u odnosu na vec publicirane
radove, kao i pregled tih radova.

4. Struéni rad sadrzi korisne priloge iz podru¢ja struke koji nisu
vezani za izvorna istraZivanja autora, a iznesena zapazZanja ne
moraju predstavljati novost u struci.

Rad, duljine do 30.000 znakova, mora biti neobjavljen i ne smije
istodobno biti nuden drugom &asopisu. Autor za svoj rad pred-
laze kategoriju, a konaénu odluku o svrstavanju donosi Izdavacki
savjet na temelju zaklju¢aka recenzenata.

Rad moze biti pisan na hrvatskom, engleskom ili njemackom jezi-
ku. Autor predaje tekst na jeziku kojega odabere, te saZetak na
hrvatskom i engleskom. SaZetak opsegom ne bi trebao biti veci
od 600 znakova. Naslov ¢lanka mora biti koncizan i informati-
van. Citiranu literaturu treba poredati po abecednom redu prezi-
mena autora. Radovi iz ¢asopisa citiraju se: redni broj, prezime i
inicijal imena autora ili grupe autora, naslov rada, naziv ¢asopi-
sa, volumen, godina u zagradi, broj ¢asopisa u godini, broj pocetne
i zavrne stranice rada. Knjige se citiraju: redni broj, prezime i
inicijal imena autora ili grupe autora, naslov knjige, nakladnik,
mjesto izdanja, godina.

Clanci trebaju biti dopunjeni kontaktnim podacima o autoru: ime
i prezime, struéno zvanje, znanstveni stupanj, naziv poduzeca ili
ustanove u kojoj radi, adresa ustanove i kuce, brojevi telefona i
telefaksa, e-mail adresa, broj Ziro-racuna.

O prihvacanju ili odbijanju rada autor ce biti obavijesten.
OSTALI PRILOZI

To su struéni osvrti i prikazi raznih sadrZaja iz Sirokog podrucja
geometrije i grafike, vijesti i izvje§ca o znanstveno-stru¢nim
skupovima, prikazi knjiga, ¢asopisa, studentskih radova, softvera
i hardvera koji se objavljuju u rubrikama “Geometrija i grafika”
i “Vijesti, izvjesca, prikazi”.

Rukopisi i svi prilozi predaju se uredni$tvu. Za znanstvene i
struéne radove potrebna su tri ispisa, a za ostale samo jedan.
Prihvacene radove autori dostavljaju na disketi (DOS, MacOS) u
MS Wordu ili WordPerfectu, a tekstovi bez formula ili posebnih
grafickih dodataka mogu biti i u .RTF ili ASCII formatu.
Tustracijski prilozi mogu biti u formatu .EPS, . AL .TIF (300 dpi),
PCX, .BMP, .JPG (samo polutonske slike) i u formatu Adobe
Illustrator ili Macromedia FreeHand. Crtezi tusem, na formatu
do A3, na hameru.

Diskete vracamo na zahtjev autora.
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KoG ¢ 1/1996. * Uvodnik

Osnivanje Drustvai poziv na suradnju

Godinama Jje na tehnickim fakultetima u Hrvatskoj
prisutan problem priliva mladih nastavnika za geo-
metrijske predmete. Razloga za to ima vise — od sred-
njoskolskih nastavnih planova i programa iz matematike,
pri Cijem je izvodenju geometrija, a pogotovo stereo-
metrija u posljednjih dvadesetak godina predavana u
vrlo skracenom obliku, dok se nacrtna geometrija
predavala uglavnom na srednjim strucnim Skolama, pa
do izobrazbe potencijalnih nastavnika iz predmeta
Nacrtna odnosno Konstruktivna geometrija na Prirodo-
slovno-matematickom fakultetu, Matematickom odjelu.

a te ¢imbenike nastavnici Nacrtne geometrije i

drugih geometrijskih predmeta s tehnickih fa- kul-
teta nisu imali niti imaju ikakva utjecaja. Zakon im ne
dopusta da iz redova studenata viastitog fakulteta odgoje
i Skoluju buduceg nastavnika za svoju struku. Za
postupak izbora i reizbora onih koji odrZavaju nastavu
iz geometrijskih predmeta (od asistenta do redovnog
pofesora) takoder je nadlezan PMF, Matematicki odjel.
Suoceni s tim problemima, mi, nastavnici Nacrtne geo-
metrije, traZili smo nacin kako da barem ublaZimo po-
sljedice takvog stanja. Domovinski je rat potisnuo i od-
godio nasa nastojanja za odredeno vrijeme.

vjetska je tehnologija u meduvremenu napredovala.

Kompjutori su nasli primjenu u svim djelatnostima.
Relativno niska cijena hardvera i softvera stvorila je
donedavna nezamislive mogucnosti graficke komuni-
kacije. No, tu je izvoriste i novih problema. Kod neupu-
Cenih se stvara dojam da kompjutor moZe rijesiti i grafic-
ki predociti prakticki svaki prostorni problem — drugim
rijecima, nacrtnu gometriju kao predmet treba ukinuti,
odnosno svesti na samo simboli¢an broj sati. Upuceni
znaju da je situacija bitno drukcija.
Kao ilustraciju navodim primjer koji mi je ispricao nas
nekadasnji student, a danas diplomirani inZenjer i us-
pjesni poslovni covjek u zemlji visokorazvijene tehno-
logije.
U nekom je rudniku trebalo spojiti dva hodnika na raz-
licitim nivoima, razlicitih priklonih kuteva uz, jasno,
najnizu cijenu. Trebalo je, dakle, odrediti mjesto njihove
najkrace udaljenosti. lako su ti hodnici bili kompjutorski
obradeni sa svim potrebnim podacima, problem je iz-
gledao nerjesiv sve dok nisu pozvali naseg covjeka koji
Jje “nacrtnaski” rijesio zadatak za nekoliko sekundi.
Isti inZenjer navodi da su operateri vrlo vjesti, imaju na
raspolaganju odli¢ne programe za obradu podataka, no
nije rijetkost da nakon obavljenih racunanja ne mogu
adekvatno interpretirati brojevne podatke. Nedostaje im
ono $to se uci u predmetu Nacrtna geometrija, a posebno,
u njih se nije razvio “prostorni zor”.

ompjutorski programi, poput Mathematice, ali i

drugi, daju mogucnost i nama, matematicarima-
-deskriptivicarima da u radu sa studentima, posto je
metodama nacrtne geometrije protumaceno i savladano
gradivo odredenog sadrZaja, obogatimo nasu nastavu

2

vecim brojem kompjutorski izradenih primjera. Time se
na brz i efikasan nacin postiZe zornost, samo je rjesava-
nje bliskije promatracu, a povecava se i zainteresiranost
studenata za proucavanje i rjeSavanje prostornih pro-
blema. Spomenuti program daje znanstvenim istraZiva-
njima novu dimenziju i prua nam mogucnost da ih obo-
gatimo pomocu nove tehnologije. Posebno se to odnosi
na kompjutorski graficki prikaz, cesto vrlo sloZenih re-
zultata.
Kompjutorska grafika ubrzanim tempom zauzima sve
vazniju ulogu u mnogim djelatnostima, od grafic-
kog dizajna u ravnini, do preciznih grafickih predodzbi
sloZenih trodimenzionalnih konstrukcija s primjenom u
raznim granama tehnike. I uz najbolji kompjutor i po-
sjedovanje svih potrebnih programa, prikaz tih sloZenih
tvorevina moguc je jedino na principima koji se izuca-
vaju u Nacrtnoj geometriji. Poznate su mi pocetne tes-
koce u radu i problemi onih koji su se, ne poznavajuci
prostorne zakonitosti i metode koje se uce u Nacrtnoj
geometriji, pokuSali baviti kompjutorskom 3D grafikom.
Iz izloZenoga vidimo da klasicna disciplina Nacrtna
geometrija i Kompjutorska grafika imaju mnogo za-
Jjednickih elemenata, odnosno da se te dvije discipline u
tehnickoj primjeni nuZno dopunjuju te je potrebno iznaci
zajednicki interes obiju struka.
Povezujuci u cjelinu ovdje u najkracim crtama navedene
Cinjenice, odlucili smo, nas dvadesetak nastavnika na
tehnickim fakultetima Republike Hrvatske, pokrenuti
postupak za registraciju Hrvatskog drustva za konstruk-
tivnu geometriju i kompjutorsku grafiku.
Osnivacka skupstina odrZana je 16. lipnja 1994. godine,
a Drustvo je 9. prosinca iste godine upisano u Registar
udruZenja gradana Republike Hrvatske pod br. 1952
Knjiga II. Nakon toga obavljene su i ostale radnje nuzne
za pravno djelovanje Drustva.
Iz Statuta Drustva vidljivi su njegovi ciljevi te Siroke
mogucnosti djelovanja. Svi koji se bave konstruktivnom
geometrijom ili kompjutorskom grafikom mogli bi u radu
Drustva naci svoj interes, posebno stoga §to imamo pra-
vo na izdavacku djelatnost (¢asopisi, skripta, udZbenici)
te odriavanje seminara i tecajeva iz nase Siroke domene,
a mogli bismo pomoci jedni drugima.
KoG je znanstveno-strucno-informativni casopis nasega
Drustva. U rukama drZite njegov prvi broj, koji je rezultat
volonterskog rada i entuzijazma sadasnjeg clanstva.
Koristim priliku da izrazim zahvalnost recenzentima i
svima koji su znanjem pridonijeli njegovu sadrZaju. Pla-
niramo da ¢asopis izlazi jednom godisnje. Prihvacamo
sugestije i radove te pozivamo na razlicite oblike strucne
suradnje sve koji se bave jednim od “dvostrukog KoG”.

Dr. Viasta Sé¢uric
Predsjednica Hrvatskog drustva
za konstruktivau geometriju i kompjutorsku grafiku
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Vlasta Szirovicza: Die Fufpunktkurven der Kegelschnitte in der isotropen Ebene

VLASTA SZIROVICZA

Die FuBpunktkurven der Kegelschnitte
in der isotropen Ebene

ine isotrope Ebene ist eine reelle affine Ebene
EAZ(.%’), die iiber eine Absolutfigur { f,F} -
bestehend aus einen Geraden f und einem mit f
inzidenten Punkt F — metrisiert wird. Alle Transfor-
mationen der Gestalt
x=c +cx
y=c,+cx+cy
bilden die fiinfparametrige allgemeine isotrope Ahn-
lichkeitsgruppe %, der isotropen Ebene L6].
Beziiglich der allgemeinen isotropen Ahnlichkeits-
gruppe 9, existieren in der isotropen Ebene sieben
Typen von Kegelschnitten, die durch nachstehende Nor-
malformen beschrieben werden konnen:

Ellipse X +y2 =1 1)
Imagindre Ellibse P y2 =-1 2
Hyperbel 1. Art - y2 =1 3)
Hyperbel 2. Art -yt =-1 4)

Parabel Y=x ©)
Spezielle Hyperbel xy=1 6)
Isotroper Kreis y= % a

Ein isotroper Kreis ist ein Kegelschnitt, der im Punkt F
die absolute Gerade f als Tangente besitzt.

BEMERKUNG. In der isotropen Ebene existieren drei Arten von Hyper-
beln in Bezug auf die Lage des absoluten Punktes F zu den
Schnittpunkten der Hyperbeln mit der absoluten Geraden. Sind die
Tangenten, die von F an die Hyperbel gelegt werden konnen reell, so
liefert dies eine Hyperbel 1. Art; sind diese Tangenten konjugiert-kom-
plex, dann ist die Hyperbel 2. Art; fillt der Punkt F in einen der
Schnittpunkte der Hyperbel mit der Geraden f, dann spricht man von
einer speziellen Hyperbel. Der letzte Kegelschnitt ist ein isotropes

Analogon zur gleichseitigen Hyperbel der euklidischen Ebene [8].

Fiir die weiteren Betrachtungen sind die folgenden
Uberlegungen wichtig:

nFijr einen beliebigen Kegelschnitt kann man die

Gleichung seiner polaren Kurve in Bezug auf einen
isotropen Kreis (7) bestimmen.
Nehmen wir eine Ellipse mit der Gleichung

Koy = 2+y'=1 @®)
Die Gleichung ihrer polaren Kurve beziiglich (7) wird
auf folgende Weise bestimmt:

Die Determinante der algebraischen Komplementen der
Kurve (7) sind die Koeffizienten der zu ihr adjungierten
Kurve: A =-0.25, E, =0.5. Damit lautet ihre Gleichung
in Geradenkoordinaten

c(u,v) = W —4v=0. 9
Der Zusammenhang zwischen dem Pol und seiner
Polaren beziiglich einer Kurve ist durch die Relation
xiyl=(Au+Bv+ D).(Bu+ v+ E):(Du+ Ev+ F)
gegeben. Im Fall des Kreises (7) lautet diese Formel
1

r=——, y=-, (10)

2v v
Setzt man (10) in (8) ein, so folgt
Huy) = d* -4V +4=0 (11)

als Gleichung jenes Kegelschnittes, der polar zur Ellipse
(8) beziiglich des isotropen Kreises (7) ist. Wir bemer-
ken, daf dies eine Hyperbel 2. Art ist.
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PANun sei in der isotropen Ebene /, ein isotroper Kreis
durch die Gleichung x* - y = 0 gegeben. Ist eine Gerade
y = kx + [ Tangente dieses Kreises, so muB} in der
Schnittbedingung

Y
112=—i1}—+/ (12)
‘2 V4 .

die Diskriminante verschwinden. Dies liefert einerseits
die Beriihrbedingung
B =-4] (13)

und anderseits die Koordinate x, = 0.5k fiir den Be-
riihrungspunkt L(x,, y,). Weiter findet man mittels (13)
und der Kreisgleichung 0.25k* - y =0,
also 4y = k? = -41, woraus y, = -/ folgt.

e

/K

Fig.1.

Der Beriihrungspunkt L in Fig.1 besitzt somit die
Koordinaten L(0.5k,-). Fiir den Schnittpunkt K stellt sich

K(0,/) ein.

R In der euklidischen Ebene ist die FuBpunktkurve eines
beliebigen Kegelschnittées beziiglich eines Pols die Men-
ge der FuBpunkte der Normalen, die durch den Pol auf
die Tangenten dieses Kegelschnittes gelegt werden kon-
nen.

In der isotropen Ebene enthalten alle isotropen Normalen
die auf die Tangenten eines Kegelschnittes gelegt wer-
den, den absoluten Punkt F, d.h. alle FuSpunktkurven
sind zu isotropen Geraden ausgeartet.

Wir schlagen deshalb einen anderen Weg ein um den
Begriff der FuBpunktkurve in die isotrope Ebene zu iiber-
tragen. Die Kurve 2. Klasse (11) besitzt in Punktkoordi-
naten die Gleichung

Hry) = 4=y +1=0 (14)
Die Gleichung eines parallelen Tangentenpaars der Kur-
ve (14) lautet nach [1]

k2
y=,<:xi,/——+1. (15)
4

Um fiir eine beliebige Tangente (15) des Kegelschnittes
(14) eindeutig eine isotrope Ersatz-Normale zu definie-

4

ren, bestimmt man zu dieser Tangente die parallele Tan-
gente des isotropen Kreises (7). Die Gleichung dieser
Tangente hat wegen (13) die Form
2

y=hkr— Ll . (16)

4
Durch ihren Beriihrungspunkt L(0.5k,-I) legen wir die
isotrope Normale, die dann die Gleichung

k

r== (17)
2

besitzt.

Den Schnittpunkt der Geraden (15) und (17) definieren
wir als NormalenfuBpunkt. Da die beiden Gleichungen
von einem Parameter k abhingig sind, legt die Schnitt-
punktsmenge die gesuchte Fufipunktkurve des Kegel-
schnittes (14) in der isotropen Ebene fest. Man findet
ihre Normalform zii

by = 4+ 4y -4 y-1=0. (18)

Da die angegebene Erzeugung der FuSpunktkurve von

‘der Wahl des Kreises (7) abhingt, werden wir diesen

Kreis als Grundkreis der Fufpunkterzeugung bezeich-
nen. Daraus folgt der

Satz 1

Die Fuf3punktkurve einer Ellipse (11) beziiglich des
Grundkreises der Fufipunkterzeugung ist eine algebra-
ische Kurve 4. Ordnung (18).

Diese Kurve £, ist in Fig. 2. die FuBBpunktkurve des
Kegelschnittes k beziiglich des Grundkreises c.

p=F |7

Fig. 2.
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Auf dieselbe Weise bestimmt man die Gleichung der
FuBpunktkurve jeder der Kegelschnitte (1) - (6), was in
der folgenden Ubersicht zusammengestellt ist:

Hypefi)'eblv LAt
4t -y -1=0

Hyperbel LArt

Hyperbel 2An
: » 5

”I;arabel._ .
7

'xz—yz-i-l:

Die Gleichung der quadratischen Inversion in der
isotropen Ebene beziiglich eines isotropen Kreises lautet

nach [4]

X=X

y=2xr-y (24)
Die inverse Kurve £, zu (8) gewinnt man mittels (24)
zu

ke = 4+ P+ —4ly-1=0 (25)

Offensichtlich ist (25) mit der Gleichung (18) identisch.
Dasselbe Verfahren kann auch fiir die anderen Kegel-
schnitte durchgefiihrt werden. Als Hauptresultat ergibt
sich der folgende Satz, der aus der euklidischen, aber
auch aus der hyperbolischen Ebene ([9] und [7]) bekannt
ist:

Satz 2

Die Fuflpunktkurve £, eines beliebigen Kegelschnittes
kinder isotropen Ebene beziiglich des absoluten Punk-
tes F als Pol und des Grundkreises c der FufSpunktser-
zeugung ist jener Kurve k_identisch, die mittels der quad-
ratischen Inversion eines Kegelschnittes k* beziiglich
desselben Pols und desselben Inversiongrundkreises ¢
erzeugbar ist. Dabei sind die Kegelschnitte k und k™ po-
lar in Bezug auf den Kreis c; die Kurve k_ist das inverse
Bild von k" und k, ist die Fuf3punktkurve von k (Fig. 3).

Diesen Zusammenhang konnte man auf Kurven héherer
Ordnung verallgemeinern, wie dies aus der euklidischen
Ebene bekannt ist.

* Die Abbildungen wurden mittels einem PC486 und dem Programm
Autodesk AutoCAD for MS Windows Release 12 und Wolfram Re-
search Mathematica for Windows Release 2.2 gezeichnet.

p=f |7

Fig. 3.
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ABSTRACT . _
_In this paper zt is proved that the curve of four~
fold foci in the pencil of circular and ratlonal cu-
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Fokaina krwul;a cetverostruknh fokusa u pramenu»
cirkularmih krivulla trecega reda
- SAZETAK ” - ‘
- Dokazuje se da je sarisna knvuija cetverostrukah.
fokusa f u pramenu cirkularnih racionalnih krivul-
ja 3. reda, izvedenom obi¢nom kvadratnom in-
“‘verzuom, kruZnica, te se ona i konstruira. Analo-
gna se zarisna kruznica f konstruira i u jednom
pramenu (k’) cikularnih krwuua 3, reda roda pr-
_voga. Pokazu;e se kako se pomocu ove ZzariSne
kruznice odredu;e zartste bllo ko;e kublke iz takvog.
f-'{pramena ) .
§§Kl|ucne njeu

_ » EéiizerOStruki fbkufﬁ;tfc;katna_kri-ib
vulia . .

er vierfache Brennpunkt einer zirkuldren ebenen
D Kurve ist, wie bekannt, der Schnittpunkt ihrer

isotropen Tangenten. Das Problem der Kon-
struktion eines solchen Punktes ist fiir einzelne Kurven
dritter und vierter Ordnung vom Geschlecht Null schon
gelost [1]. Es ist aber nicht bekannt, wie man den vier-
fache Brennpunkt einer allgemeinen zirkuldren Kurve
konstruieren kann. Um ein solches Problem zu ldsen,
ist es niitzlich, die Kurvenbiischel wie auch ihre Bren-
npunktskurven zu betrachten.
Die Brennpunktskurve im Biischel zirkuldrer Kurven
dritter Ordnung vom Geschlecht Null ist ein Kreis. Die-
ser Brennpunktskreis wurde konstruiert in den Fillen,
wenn das Biischel durch verallgemeinerte Quadratinver-
sion erzeugt wird [4] und wenn ein solches Biischel als
das Biischel der FuBpunktskurven der Parabeln eines
Parabelbiischels erzeugt wird [5].
Da ein Biischel zirkulidrer Kurven dritter Ordnung mit-

6

tels gewohnlicher Quadratinversion aus einem Kegels-
chnittbiischel ausfiihrbar ist, soll folgendes Theorem
beweisen.

Theorem 1.

Die Brennpunktskurve in einem mittels gewohnlicher
Quadratinversion erzeugten Biischel zirkuldrer Kurven
dritter Ordnung ist ein Kreis.

Beweis. Es sei eine gewohnliche Quadratinversion
i:P? — P? mit dem Grundkreis ¢ und dem Pol im Mit-
telpunkt D des Kreises ¢ gegeben. Sei ein Kegelschnitt-
biischel (k) mit vier Grundpunkten A, B, Cund D gege-
ben, wobei beliebige drei von vier Punkten nicht kolin-
ear sind (Abb.1).

B

Abb.1.

Mittels Quadratinversion i in Bezug auf den Kreis c und
den Pol D bildet sich dieses Kegelschnittbiischel in das
Biischel (kf) zirkuldrer Kurven dritter Ordnung vom
Geschlecht Null ab. Die Grundpunkte des Biischels (k)
sind: i(A), i(B), i(C) der Doppellpunkt D, wie auch die
absoluten Punkte der Ebene. Jede der Kurven dritter
Ordnung des Biischels (k) besitzt zwei isotrope Tan-
genten, die sich in ihrem vierfachen Brennpunkt schnei-
den. Um das Theorem zu beweisen, soll man folgende
Lemmes nutzen.

Lemma 1. Ordnen wir in einem mit vier Grundpunkten
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gegebenen Kegelschnittbiischel der Tangente eines Ke-
gelschnittes in einem Grundpunkt die Tangente dessel-
ben Kegelschnittes in einem anderen Grundpunkt zu, so
sind die entstehende Tangentenbiischeln projektiv zu-
geordnet [2].

Lemma 2. Die gewdhnliche Quadratinversion ist eine
Konformabbildung [3].

Aus der Lemmen geht hervor, daBdurch zwei beliebige
Grundpunkte gelegten Tangenten der zirkuldren Kurven
dritter Ordnung eines solchen Kurvenbiischels projek-
tiv zugeordnete Geradenbiischel bilden. Wie bekannt,
ist das Erzeugnis der projektiv zugeordneten Geraden-
biischel ein durch die Grundpunkte der Tangentenbiischel
verldufender Kegelschnitt [1]. '
Nehmen wir die absoluten Punkte als Grundpunkte der
Tangentenbiischel, so wird ihr Erzeugnis ein Kreis f.
Dieser Kreis ist die gesuchte Brennpunktskurve im gege-
benen Biischel zirkuldrer Kurven dritter Ordnung.

Zur Konstruktion des Brennpunktskreises bemerken wir,
daB es im gegebenen Biischel zirkuldrer Kurven dritter
- Ordnung drei entartete Kurven gibt. Es sind jene Kur-
ven, die als Quadratinversionsbilder der drei entarteten
Kegelschnitte des Kegelschnittbiischels entstehen. Die
entarteten Kegelschnitte sind die Geradenpaare AB, CD;
BC, DA; und AC, BD, wobei sich jedes Paar in einen
Kreis und eine Gerade abbildet. Die drei Mittelpunkte
F,, F, und F, dieser Kreise bestimmen den gesuchten
Brennpunktskreis f (Abb.1).

Das Theorem 1. erméglicht die Konstruktion des vier-
fachen Brennpunkts jeder beliebigen zirkuldren Kurve
dritter Ordnung k* vom Geschlecht Null, im Fall dass
diese Kurve durch vier auf einer Geraden nichtliegen-
der einfacher Punkte M, N, P und Q, und einen Dop-
pelpunkt D gegeben ist. Man soll nur einen beliebigen
Kreis ¢ mit dem Mittelpunkt im Doppelpunkt D als ein-
en Grundkreis einer gewohnlichen Quadratinversion
auswihlen, und die obige Kurve dritter Ordnung als die
Kurve der zwei Kurvenbiischel (k) und (/) betrachten.
Seien die Biischel (k) und (1), zum Beispiel mit Grund-
punkten M, N, P, bzw. M, N, O und mit dem Doppelpunkt
D gegeben. Die vier Punkte i(M), i{(N), i(P)und D , bzw.
i(M), i(N), i(Q) und D sind dann die Grundpunkte der
zwei Kegelschnittbiischel (k?) und (I?). Mittels Quad-
ratinversion dieser Biischel entstehen die Biischel (k?)
und ().

Die zwei Brennpunktskreise f, und f, der Biischel (k%)
und (1) schneiden sich in zwei reelen Punkten. Einer
von zwei Schnittpunkten ist der vierfache Brennpunkt
der gegebenen Kurve k°. Der andere Schnittpunkt ist der
Mittelpunkt des gemeinsamen Kreises einer entarteten
Kurve im Biischel (k) und einer im Biischel .

Man beachte, dass jetzt die Moglichkeit besteht, eine
Konstruktion des vierfachen Brennpunktes aller mogli-
cher zirkuldren Kurven dritter Ordnung vom Geschlecht
Null zu machen. Es bleibt noch die Frage, diese Kon-
struktion fiir die allgemeine zirkulidre Kurve dritter Ord-
nung durchzufiihren. Um ein solches Problem zu 16sen,

sollte man zuerst die Brennpunktskurve im Biischel
allgemeiner zirkuldren Kurven dritter Ordnung konstruk-
tiv bestimmen.

Da ein allgemeines Biischel zirkuldrer Kurven dritter
Ordnung die absoluten Punkte als Grundpunkte besitzt,
ist es nicht schwer zu schlieBen, dafl auch im solchen
Biischel die Brennpunktskurve ein Kreis ist.

Man wird jetzt den Brennpunktskreis in einem speziel-
len Biischel zirkuldrer Kurven dritter Ordnung vom
Geschlecht Eins konstruieren.

Gegeben sei ein solches Biischel durch zwei entartete
zirkuldre Kurven dritter Ordnung & * und k,’. Die Kurve
k. wird in den Kreis k, und die Gerade a, und die Kurve
k,? in den Kres k, und die Gerade b zerfillt (Abb.2). Die
Schnittpunkte A, B, C, D, E, F und G der Kurven k> und
k,* sind die Grundpunkte eines Biischels zirkuldrer Kur-
ven dritter Ordnung, die im allgemeinen ohne Dop-
pellpunkt sind. Die Kurven & * und k,’ haben wir so aus-
gewihlt, daB8 die Punkte A, B, C, D, E und F die Eck-
punkte eines Vierecks a,b,c,d sind. Der Punkt G ist
deswegen der Brennpunkt derjeniger Parabel, welche die
Geraden a, b, c, d als Beriihrungsgeraden besitzt [5].
Die Kreise k und k, sind die Brennpunktskreise der
zweiten, mit den Grundtangenten b, ¢, d, bzw. a, ¢, d
bestimmten, Parabelscharen [5].

Abb. 2.

Betrachten wir jetzt ein Kreisbiischel (k) mit den Grund-
punkten D und G, sowie ein Geradenbiischel (A) mit
dem Grundpunkt A. Ordnen wir dem Kreis k e (k?) die
Gerade be(A), dem Kreis k, e (k?) die Gerade ae(A),,
sowie dem entarteten Kreis kP eine beliebige Gerade
pe(A), zu. Damit wird eine Projektivitit zwischen den
Biischeln (k?) und (A) gegeben (Abb. 2). Das Erzeugnis
dieser projektiv zugeordneten Biischel ist bekanntlich
eine zirkuldre Kurve dritter Ordnung, die durch die
Punkte A, B, C, D, E, F und G verlauft.

Jeder Gerade p,e(A)wird auf dieser Weise eine durch
die Punkte A, B, C, D, E, F, G bestimmte Kurve k,:’ drit-
ter Ordnung zugeordnet. Im allgemeinen, haben alle
solchen Kurven keinen Doppellpunkt. Der unendlich
ferne Punkt fiir jede Kurve ist P e p.. Eine solche ist

7
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auch die Kurve kp3, deren Asimptote mit der Gerade p
parallel ist (Abb.2).

Wir mdchten den vierfachen Brennpunkt der Kurve kp3
konstruieren. Dieser Brennpunkt wird auf dem Bren-
npunktkreis des Biischels (k) liegen und deswegen
miissen wir zuerst den Brennpunktskreis bestimmen.
Man soll bemerken, daB sich im Biischel (k) auBer den
Kurven (k,*) und (k,’) noch zwei entartete Kurven (k)
und (k%) finden. Die Kurve (k,’) besteht aus dem durch
die Punkte A, B, F, G bestimmten Kreis k_ und der Gerade
c,und (k,’) aus dem durch die Punkte A, C, E, G bestim-
mten Kreis k, und der Gerade d. Die Mittelpunkte F,
F,F, und F P der Kreise k , k,, k_ und k, bestimmen den
gersuchten Brennpunktskreis f (Abb. 2).

Es ist moglich, fiir jede zirkuldre Kurve dritter Ordnung
des Biischels (k?) ihren vierfachen Brennpunkt zu kon-
struieren. Da eine zirkulire Kurve dritter Ordnung ein-
en einzigen unendlich fernen Punkt wie auch einen ein-
zigen vierfachen Brennpunkt besitzt, ist es moglich, eine
Projektivitit zwischen unendlich ferner Punktreihe (g,~)
und der Reihe der vierfachen Brennpunkte auf dem Kreis
fin Bezug auf das Biischel (k) herzustellen. Mittels die-
ser Projektivitit wurde der vierfache Brennpunkt F, der
Kurve (kp3) konstruiert. Damit ist das Problem der Kon-
struktion des vierfachen Brennpunktes fiir alle mogli-
chen zirkuldren Kurven dritter Ordnung gelost.
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* Die Abbildungen wurden mittels einem PC486 und dem Programm
Autodesk AutoCAD for MS Windows Release 12 gezeichnet.
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INTRODUCTION
T here are two things that have motivated me to
write this type of paper for this journal. The first
one is the supposition that the investigation and
presentation of numerous forms of high order surfaces
in projective space fall into the discipline of construc-
tive geometry. The second one is the fact that by using a
computer and combining methods of synthetic and ana-
lytic geometry we can achieve good results more easily.
In this paper I have used the above mentioned proce-
dure for one class of quartics with a double line. The
forms of these quartics could be elaborated in detail by
using method of differential geometry, but it is beyond
the concept of this paper.

1. THE PEDAL SURFACES OF 1°" ORDER AND 2™
CLASS CONGRUENCES
Let K " be one n" order and m* class congruence and P
any finite point in the projective space P?. Between the
rays of the K" and the planes of the sheaf {P} the (1,1)
correspondence is defined. Corresponding rays and
planes are perpendicular. (The perpendicularity in P?
derives from polarity with respect to the absolute conic

- pravcem kuspudalne tocke, siucajew raspada i de?i:’
generacr;e) od konh su neka ﬂustnrana konst ik

pravcemka;e sadrze apsolutu, kuspidalne ocke

[7, p.357]). The locus of intersections of the correspond-
ing rays and planes is a surface which is called the pedal
surface of congrence K" for the pole P. According to
Kranjeevidé[2] it is (2n+m)™ order surface which passes
n times through the absolute conic.

The purpose of this paper is to elaborate some pedal
surfaces of congruence K *. It is shown by Sturm([9, p.37]
that the rays of congruence K,? can be determined as
bisecants of a broken up space curve of 3* order. Let ¢
be a conic and d a line having a unique common point
O. Let ¥ be the plane of the conic ¢, and @ be the plane
determined by the line d and the tangent o to the conic ¢
at the point O (Fig.1). If lines of the star { O} which are
not incident with planes y and @, and lines in the plane
Y which are not incident with a point O, are excluded,
the other bisecants of ¢ and d form the congruence
K ?(c,d). (Fig.2 illustrates the rising of the unique ray
through every real point, and Fig.3 the rising of two rays
in arbitrary plane when they are real).
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Singular points of K %(c,d) (points through which ' rays
of the congruence pass) lie on the ¢ and d. The rays of
K *(c,d) which are incident with a point T e d, T# O,
generate a 2™ degree cone X, determined by the vertex
T, and the conic ¢ (Fig.4). The rays of K *(c,d) which are
incident with a point T € ¢, T # O, form the pencil of
lines (T') in the plane & determined by T and d (Fig.5).
The rays of K *(c,d) which are incident with a point O
form two pencils of lines (O) in the planes Y and ®
(Fig.6).

Singular planes of K *(c,d) (planes which contain ' rays
of the congruence) are the planes of the pencil [d] and
the plane Y.

Inversions with respect to a quadric 'V, in the projective
space P*, mean transformations i,:P*—P’ where corre-
sponding points A and i,(A) are conjugate points with
respect to ‘P If lines wich pass through A and i (A) form
K 12( ¢,d) , inversion is called the quartic inversion in
space. It is Cremona transformation with singular points
on the curves d, ¢ and €%, where €° is the 6™ order space
curve of the double points of the parabolic involutions
inducted by ¥ on the rays of K *(c,d) [1].

Itis proved [1, p.192] that for every plane ¢, i, (¢) is the
4% order surface, with the double line d, which contains
¢ and €°. These surfaces, according to Sturm(8, p.315],
belong to the class of n™ order surfaces with a multiple
line with the (n-2)* order of multiplicity. According to
[4, p.1575] they form one of the four based types in

10

Fig.3

Fig.6

Kummer [3] classification of quartics which pass through
conics. It was proved by Meyer([4,p.1631-1636] that the
4" order surface with a double line d contains: sixteen
simple lines, four pinch-points™ on the double line and,
besides o' conics which lie in the planes of the pencil
[d], other 128 conics which lie in 64 planes. It is shown
[1] which points and lines in the plane ¢ were trans-
formed into the mentioned lines, pinch- points and con-
ics on the surface i (¢).

Theorem 1.1.

The pedal surface ® of K *(c,d) for the pole P is the ima-
ge of the plane at infinity given by quartic inversion with
respect to K *(c,d) and any sphere with the center P.

Proof. For every point Ae P*, i (A) lies in the polar plane
of A with respect to the quadric V. For every point A~ at
infinity the polar plane with respect to sphere with the
center P is the plane through P which is perpendicular
to every line which passes through A~. Therefore, if ¥ is
a sphere with the center P, for every point A~ ¢~, i (A™)
is the intersection of the ray of K *(c,d), which passes
through A~ and the plane through P which is perpendic-
ular to that ray.

* According to Salmon [6, p.300], the pinch-points of a surface locus
are points on its double curve at which the two tangent planes coinci-
de; at a pinch -point any section, except certain sections, has a cusp.

These points Meyer[4] termed Kuspidalpunkte , and in [1] I transla-
ted them as cuspidal points. Now, I want to match the terms with [6].
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Corollary 1.1.
The pedal surface ® is the 4" order surface with the
double line d , and contains the absolute conic.

Proof. That is a direct consequence of the theorem 1.1.
and properties of the quartic inversion. Namely, it is pro-
ved [1] that for every plane ¢, quadric ¥ and K *(c,d),
i,(9) is the 4™ order surface with the double line d which
cuts ¢ at two rays of K *(c,d) and the intersection conic
of ¢and V. Since ¢ cuts a sphere in the absolute conic,
® passes through it.

Corollary 1.2.
Besides the double line d on the pedal surface ® only
four, two or none simple real lines can exist.

Proof. According to [1] sixteen simple lines of i, (¢) are
the images of the lines DC,, DC, and DE, where
{D}=dn¢, {C,.C,}=cn¢and {E,i=1,..6}=e*N¢. If ¥
is a sphere and ¢ the plane at infinity, points E, lie on
the absolute conic, so DE, are imaginary lines. The point
D is always real and C|, C, are real and distinct, real and
consecutive or a pair of imaginary points if generatrix ¢
of K *(c,d) is a hyperbola, a parabola or an ellipse. It is
clear from the definition of the transformation that a real
point is corresponding with a real point and an imagi-
nary with an imaginary point. Since it is true for points,
itis also true for lines. Since every of the lines DC,, DC,
and DE, is transformed into one conic which is an im-
age of the point D, and the two lines in the plane of the
pencil [d] hence on the surface @ four, two or none sim-
ple real lines exist if ¢ is a hyperbola, a parabola or an
ellipse.

Considering corollary 1.2. pedal surfaces of K *(c,d)
could be classified by the numbers of simple lines of
them.

Theorem 1.2.

Every plane ¢ [d], which cuts a conic c in the point C,
cuts the pedal surface ® of K *(c,d) for the pole P in the
line d and the circle with the diameter CP’ where P’ is
the normal projection of P on the plane é.

Proof. According to [1] every line 7 < & €[] is trans-
formed into two conics. One of them is the image of the

intersection point of ¢ and d, which doesn’t lie in 6, and -

the other is the image of ¢ given by generalized quadrat-
ic inversion (this inversion was described in details by
Nice[5]) in the plane & for the pole C and with respect to
the intersection conic of ¥ and 6. In conditions of the
theorem the base conic of quadratic inversion is the cir-

cle with the center P’ and ¢ is the line at infinity in the
plane 8. The image of ¢ is the locus of intersections of
perpendicular lines through C and P’ , which is the cir-
cle with the diameter CP’.

This theorem will be the basis for the constructive elab-
oration of pedal surfaces.

If either of the generatrices ¢ or d be the curve at infini-
ty, the pedal surface @, according to [1], breaks up into
the plane at infinity and one cubic surface. In other cas-
es, since the plane ¢~ is in general position with respect
to the generatrices of K *(c,d), ® could degenerate or
break up only if Ped or Pec.

2. THE PEDAL SURFACES OF A SPECIAL
CONGRUENCE K?

The purpose of this section is to investigate one class of
pedal surfaces of the type E and find the way for their
construction using Wolfram Research Mathematica®.
This special congruence is determined by the circle ¢
which lies in the plane y perpendicular to the line d.
Since drawing in Mathematica® demands parametric
equations of surfaces, K *(c,d) is connected with a right-
handed Cartesian coordinate system (O,x,3,z). The posi-
tion of generatrices of Klz(c,d) and orientations of an-

gles u and v are as in Fig.7.
A

l Fig. 7

Since
d=x=0, y=0

CE(X~0)2+)/2=02, z=0, >0 and if

P=(p.g.7)

the pedal surface of K *(c,d) for the pole P is uniquely
determined with four numbers a, p, g and r. It will be
designated ® [q, p, g, r].

It is clear that between the pencil of planes [d] and the
semiclosed interval [-0.57,0.57) one-to-one mapping

u ¢> &u) exists (Fig.8). According to theorem 1.2. eve-
ry plane &u) cuts ® [q, p, g, r] into the circle ¢ (u) with
the diameter CP’. In the plane &u) (O,1,z) is the Carte-
sian coordinate system where axis ¢, intersection of &(u)
and the plane xy, has positive orientation in the semi-
plane x>0 (Fig.8).

11
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Since

to(#)=2acosu and /p (%) = pcosu+ gsinu
then
ts(#) =0.5((2a+ p) cos u+ gsinx) and

R(u)= 0.5\/ ((2a—- p)cos u—gsinu)* + r* .
Therefore,

1(v) = R(z)sinv+ £5(u)

z(v)=R(#)cosv+0.5r ,ve[0,2m) (1)
are parametric equations of the circle ;(u) in the coor-
dinate system (O,t,z) in the plane 8 ().
Since '

x=rcosu and y=/sinx,
then

X(u,v) = cos u(R(u)sinv+ 75(u))

Y(u,v) =sinu(R(u)sinv+ 75(x)) 2)
z(u#,v)=R(u)cosv+0.57,

uel-0.5m,0.5n), vel0,2m)

are parametric equations of the surface @ [q, p, g, r] in
the coordinate system (O, x,),z). It is clear that v-curves
are circles in the planes &(u) of the pencil [d], and u-
-curves will be used only for drawing and they will not
be analysed.
One of the parameters q, p, g, r could be eliminated from
the equations (2), but trying to preserve the geometric
interpretation of these numbers we use the form (2).
Now, Mathematica® can draw every surface @ [q, p, g, r].
One example is shown in the Fig. 9.

In[1]:=

<<Graphics‘ParametricPlot*

<<Graphics‘Colors* :
A[RGBColor[r_,g_,b_1]:=RGBColor[r,0,0]
AlGrayLevel[x_]]:=GrayLevel[1-x]

Tla_,p_,q_]:=.5(2a Cos[ul+p Cos[ul+q Sin[u])
Rla_,p_,q_,r_1:=.55qrt[(2a Cos[ul-p Cos[ul-q Sin[u])A2+rAr2]
X[a_,p_,q_,r_]:=Cos[ul(Sin[v] R[a,p,q,r]+T[a,p,q])
Yla_,p_,q_,r_1:=Sin[ul(Sin[v] R[a,p,q,r]+T[a,p,q])
Z[a_,p_,q_,r_1:=Cos[v] R[a,p,q,rl+.5r
ParametricP1ot3D[{X[3,-2,4,1]1,Y[3,-2,4,1],2[3,-2,4,1]},
{u,-Pi/2,Pi/2,Pi/40},{v,0,2Pi,Pi/12} ,ViewPoint->{1,4.5,-3},
Boxed->False, Ticks->None,Axes->False,
ColorOutput->A,Background->GrayLevel[.2]]
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Fig.9

In order to make forms of surfaces clearer we can present
only parts of them. Generatrices of K *(c,d) and a pole P
can be drawn on @ [q, p, g, r], too. By changing a view-
point a surface could be seen in the best way. A few
examples are shown in Fig. 10. Because of the loss of
the four colours and thus reduced clarity of the pictures,
some details (points, blackening of some lines) are add-
ed to Mathematica graphics.

The further investigation of the surfaces ® [qa, p, g, 1]
(the areas of the elliptic, parabolic or hyperbolic points;
the real singular points which depend on the coordinates
D, g, r; the Gaussian and geodesic curvature; a geodesic
lines, etc.) which demands methods of differential ge-
ometry is beyond the concept of this paper, as it is said
in the introduction.

3. SOME PROPERTIES OF THE SURFACES & [a,p,q, 7l
In the cylindrical coordinate system (O, t,u,z) the system
of v-curvesi.e., circles c (u), is presented by equations:
(r-t5(2))* + (2= 0.57)2 = R* (&),

uel-0.5m,0.57) ‘ 3)

Proposition 3.1. .
@[ a,p,q,r] is symetric with respect to the plane z=0.5r.

Proof. For every center S of the c (), z,=0.5r.

Proposition 3.2.
Circles c (u)) and c (u,) meet the line d in the same

points if and only if w + u, = arctan g

p

Proof. If t=0 then from (3) the intersection points of

¢ (u) and d are (o,o,iwf,?2 (4) = 12(u) +0.57).
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If ®[a,p,q,r] doesn’t break up™ (i.e., p#0 v g #0) and
Nu,) # &u,) (i.e., u, # uy+km, ke Z)
then
12(U) = 12,() <&
p(cos2u,—cos2u,) = g(sin2u,—sin2u,) &
psin(u,+u,)sin(u,—u,) = geos(u,+u,)sin(u,—u,) <
w+u= arctan Z .

V4
In Fig.11 is one example.

Proposition 3.3.
If the special case (p > 0, g = r = 0) is excluded the
pinch-points of ®[a,r,q,r] are

(0,0,0.Sri\/O.ZSrz —a(ptp+ qz)]

If 4a(p+\p*+ & )§ P, then ®[a,p,q,r] has four,

three or two real pinch-points.

Proof. At any point T on the double line d two tangent
planes of ®[a,p,q,r] are determined by d and two
tangents of any curve on ®[a,p,q,r] which passes
through T. Therefore at Te d the two tangent planes are
the planes of two circles c(u) which pass through T.
From the proposition 3.2. it is clear that the two
tangent planes coincide for the angles u, and u,; if

() u,=05 arctanz,
V4
u, = 0.5 arctan 7_7 if —ZZO,
7 2 p
or
u,=0.5 arctanz,
V4

u;=0.5 arctanZ + Z if L0

7 2 p
Since the planes &;) and &) are the tangent planes
at the pinch-points, by the substitution of u, and uy,
into the equations

iy = 1_1’/?2 (u) - tj,(u) +0.57 the coordinates of

pinch-points follow as the proposition says.
Since a>0 then

1P2[0,0,0.5ri'\/0.25r2—a(P_ P2+92)J

are always real points, and

3}",[O,O,O.Sri\/O.ZSr2 —a(p+\p*+ QZ)J

" The cases when these pedal surfaces break up will be elabo-
rated later in the paper.
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are real and distinct, real and consecutive or imaginary

if 4a(p+\ P +74)S P
In Fig.12 are three examples.

In the special case (p > 0, g = r = 0) the points P, and
P, coincide with the point O, and O is not a cusp but a
contact point of two branches of the any plane section
through it (Fig.10.8).

Proposition 3.4.
Circles of the system (3) with extreme radii R, = 0.5r

and R, = 0.5\/(20-— p)2 + qz + 72 lie in the planes
determined by angles

2d_panduM=arctan 7_
q p—2a

u, = arctan

m

Proof. Considering our geometrical interpretation of
the function Rit is clear that
R(u,) £ R(u,) © R u,)) £ R¥(u,).

Since
(R (W) =0 {(Za—p)smu+ geosu = 0} -

(2a-p)cosu—gsinu=0

u = arctan g
. pP—2a
u = arctan 2ﬂ—p
g
and
(R (arctan —Z—) = —2(2a- p)* + 7)< 0,

p-2a

(#*)"(arctan ZL;—”—) =2(Qa-p)’+4°)>0

then u,, is the maximum and u,, is the minimum of the
function R2.
By the substitution of u,, and u,, into the equation

R(u) = 0.5\/((251— D) cos u— gsin #)? + r* the values
of R, and R,, follow as the proposition says.

Proposition 3.5.

In homogeneous Cartasian point coordinates
(x:y:z:w) the general equation of ®[a,p,q,r] can be
written

FryzmW) =+ y2 + 22+ %) -
—(Qa+ px+gy+r)(P + yHyw+

Rar(px+gy)w? =0 4)
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Proof.

@) If x*+ y*> #0, and w=1 the equation (4) and the equa-

tion
2+ y 47t - Qa+ p)x—qy-rz+

L2t g) )
22+ y?

are equivalent.
Replacing x by tcosu and y by tsinu the preciding equa-
tion takes the form
A+722-(Qa+ p)Ccos u+ gsinu)r—rz+

+2acos u(pcos u+ gsinu) =0 6)
which is the expanded form of the equation (3).

(ii) The other points which satisfy the equations 2+2=0
and F(x,y,z,w)=0 are the points of the line z , 1.e
(0:0:z:w), and the absolute points (1:/:0:0) of the
plane xy. Since it is easy to show that the partial deriva-
tives F, F, FZ, F vanish in the every point (0:0:z: w)
and (1:17:0:0), the points of the line z, and the absolute
points of the plane xy are singular points of the surface
F(x,y,z,w) =0 (Woods[10,p.206]).

Proposition 3.6.

The plane at infinity cuts the surface ®la,p,q,r] in the
absolute conic and the pair of isotropic lines through
the point at infinity of the line d.

Proof. For w=0 the equation (4) takes the form
? +y2 + 22)(x2 +y2) =0, and

x2+y,2+z2 =0,w=0

are the equations of the absolute conic, and

2+ y2 =0,w=0
are the equations of the isotropic lines through the point
(0:0:1:0).

Proposition 3.7.
If Pe d the pedal surface ®la,p,q,r] breaks up into
one sphere and the isotropic planes through d.

Proof. For Pe d,ie., p=0Ag=0,and w=1
the equation (4) takes the form

@+ YD) (- @)+ Y+ (2-0.57)7 -
-a*-0.25%)=0. @)

Since x? + y? =0 is the equation of the isotropic planes
through d, and

(=) +y*+(2-0.592-a*-0.25 =0
is the equation of the sphere with the center («,0,0.57)

and the radius V@ + 0.2572 , D[a, p, q, r] breaks up as

the proposition says.

Proposition 3.8.

If Pe c the pedal surface ®la,p,q,r] doesn’t degen-
erate in general case. But, for P(2a,0,0) it degener-
ates into the generatrices of K *(c,d).

Proof. For Pec,ie., g=*\ pa—- p),r=0, equation
(4) takes the form

@+ 2+ 2+ YY) -
~(2a+ p)xEA pRa- PP+ y)w+ (8)

Rar(prt pa- p)y)w? =0

which in general presents a proper surface. But, for p=2a,
=0 and w=1 the equation (4) takes the form

(P4 =2a0*+ 2 (F* +y*) =0. ©
All real points which satisfy this equation are points on

the conic ¢= 12+y2—2wc=0,z=0
and the line /= =0, y=0.

REFERENCES

[1] GORJANGC, S.: Quartic Inversion in Space and some
of its Product, Rad HAZU [470] 12 (1995), 187-197.

[2] KRANJCEVIC, E.: Die Fusspunktflichen der
linearen Kongruenzen, Glasnik matematicki 3 (23)
(1968), 269-274.

[3] KUMMER, E. E.: J. reine angew. Math. 64 (1865)
p- 66

[4] MEYER, W. Fr.: Spezielle algebraiche Fléchen,
Encyklopddie der Mathematischen Wissenschaften,
Band II1, 2 Teil, B. G. Taubner, Liebzig, 1921-1934.

[5] NICE, V.., Krivulje i plohe 3. i 4. reda nastale pomocu
kvadratne inverzije, Rad HAZU 278 (1945), 153-
194,

[6] SALMON, G.: A Treatise on the Analitic Geometry
of Three Dimensions, vol. 1I., Chelsea Publishing
Company, New York, 1965.

[7] SEMPLE, J. G. and KNEEBONE, G. T.: Algebraic
Projective Geometry, Oxford-Clarendon Press, Lon-
don,1952.

[8] STURM, R.: Die Lehre von den geometrischen
Verwandtschaften, Band IV, B. G. Taubner, Leipzig
und Berlin, 1909.

[9] STURM, R.: Liniengeometrie, 1. Teil, B. G. Taubner,
Leipzig, 1893.

[10] WOODS, F. S.: Higher Geometry, Dover Publica-
tions, INC., New York, 1961.




KoG+1/1996

Gyorgyi Nagy Fiihrer: Crtanje jajolikih krivulja

Stru¢ni rad
Prihvacdeno 14.05.1996

GYORGYI NAGY FUHRER

Crtanje jajolikih krivulja

UvoD

edan dio biomatematike je biogeometrija, koja bio-
J loske pojave promatra sa stanovista geometrije.

Primjer za to je rad WUNDERLICH [6] u kojem
su dani prijedlozi za crtanje oblika osnog presjeka pti¢jeg
jajeta (jajolikih krivulja) pomocu funkcija. U istom radu
postavlja se pitanje da li su ovako dobivene jajolike kri-
vulje stvarno jednake formi jajeta ¢iji su podaci koriSteni
prilikom racunanja i crtanja. Da bi odgovorili na ovo
pitanje koristena su konkretna mjerenja oologa JAKABA
[2], znanstvenika koji se bavi izuavanjem pti¢jih jaja
(promatra oblik, veli¢inu, tezinu i druge karakteristike
cijelog jajeta, odnosno ljuske jajeta).
Klasificiranje pti¢jih jaja vrlo je star znanstveni prob-
lem. Najstarije poznato djelo koje daje opise jaja evrop-
skih ptica knjiga je J. T. Kleina “Sammlung verschiede-
ner Vogel Eyer in natiirlicher Grosse und mit lebendi-
gen Farben geschildert und beschrieben” iz 1766. godi-
ne (MAKATSCH [3]).
Pokazano je (NAGY F. [4]) da se od jajolikih krivulja
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koje je predlozio Wunderlich, Kirsteov profil gotovo uvi-
jek, a uz uvjet p# ¢, i simetri¢na paraboli¢na kubika
takoder gotovo uvijek mogu koristiti za crtanje, ali nikada
nede dati neuobic¢ajenu formu (npr. kruske) (EROS [1]).
Drugo je pitanje koliko se dobiveni crtezi medu sobom
razlikuju i da li stvarno predstavljaju formu promatra-
nog jajeta.

1. OZNACAVANJE

Pti¢je jaje smatramo rotacijskom plohom, a njegov osni
presjek jajolikom krivuljom. Veli¢inu / nazivamo dulji-
nom, a 2b §irinom jajeta (Slika 1). Ravnina najveceg
presjeka okomitog na os rotacije dijeli / u omjerup : g,

p 24.
=l
1
I'4
..p___..

Slika 1 Oznacdavanje

-—-q-——

Uobicajeno je da se za klasifikaciju pti¢jih jaja po ob-
liku uz ostalo koriste omjer duljine i §irine I/2b (21),
odnosno omjer odsje¢aka na duljinskoj osi p/g (21)
(SCHONWETTER [5]).

W. Wunderlich je za crtanje jajolike krivulje predloZio
Descartesov oval, simetri¢nu paraboli¢nu kubiku, torus-
nu liniju i Kirsteov profil.

Prema WUNDERLICHU [6], simetricna paraboli¢na
kubika dana funkcijom

B* = x(l= D) (x+ 1) (L.1)

predstavlja jajoliku krivulju nad intervalom [0,1] s ek-

stremnim toé¢kama (p, £ b) ako su parametri

/= p+gq,

u=LL - p, (12)
P—9q

__ 77

b (p-9)

O¢ito je da se ova formula na zadanom intervalu i uz

uvjete ekstrema ne moZe koristiti za crtanje kuglastih i
elipsoidnih pti¢jih jaja.

\ ’
AW

/ =
=]

Slika 2 Simetri¢na paraboli¢na kubika
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Kirsteov profil dan je sustavom parametarskih jednadz-
bi

xX=acos?

y=csins(1+ mcos /) (1.3)
O<m<1),te[0, 2]

Waunderlich je pokazao da (1.3) daje jajoliku krivulju
ako je

a=t BEE
2 2
bl pg 2
c=—Z(6p7- p* - 1), (1.4)
827
2_
e 2 7

To bi bila nekonveksna krivulja ako je \E 12<m<]1.
No, stvarne dimenzije pti¢jih jaja ne zadovoljavaju ovaj
uvjet NAGY F. [4]).

Slika 3 Kirsteov profil

2. PRIMJENA SIMETRICNE PARABOLICNE KUBIKE I
KIRESTEOVA PROFILA

Za crtanje jajolikih krivulja koristimo JAKABOVE [2]
podatke o tri vrste pti¢jih jaja iste duljine i $irine, ali
raznih oblika, dane u Tabeli 1.

Tabela 1.
Sterna hirundo, Sterna paradisaea, Sterna dougallii

Prvo promatramo simetriénu paraboli¢nu kubiku. Uvrs-
tavanjem parametara (1.2) u formulu (1.1) dobivamo u
eksplicitnom obliku funkciju

b [
y=—\/X(/7+ 7-D(p- )| x+ L~ p,
24 P—q

0<x</. 2.1

Ova jednadzba ovisi o vrijednostima p, g i b i predstav-

lja polovicu jajolike krivulje.
Ako je iz prvog retka tabele

fi=subs (p=19,9=17,b y) 2.2)
onda
plot({f1,-f1},x=0..36) 2.3)

u programu Maple V znaéi naredbu za crtanje jajolike
krivulje na slici 4.

Slika 4
Crtez jajolike krivulje duljine 36 mm pomocu simetri¢ne
paraboli¢ne kubike

Sada promatrajmo Kirsteov profil. Uvrstavanjem for-
mula (1.4) u jednadzbe (1.3) slijedi

KHii= ‘p; 7 cos ¢ (2.4a)

(7 - g)cost

6pg= 7" =)o p+ Psin(l+-————2)
i . Sw-F .
8,

Dobivene jednadZbe jajolike krivulje ovise o mjerenim
podacima dobivenim za p, g i b. Zamjenom vrijednosti
prvog retka tabele dobivamo

x, .= 18 cost (2.5a)

11

¥,,:= 14.4775 sint (1+0.0559 cost). (2.5b)

Nareba za crtanje
plot([x11,yl11,t=0..2%Pi]) 2.6)
daje krivulju sa slike 5.

Slika 5
Crtez jajolike krivulje duljine 36 mm pomocu Kirsteo-
va profila

Na isti na¢in, za sedam ostalih grupa podataka iz Tabele 1
nacrtane su obje krivulje, paraboli¢na simetri¢na kubi-
ka i Kirsteov profil.

Razlike u dobivenim crteZima jajolikih krivulja nismo
mogli primijetiti. Usporedba s crteZima oologa pokaza-
la je da su krivulje pogodne za crtanje jaja ptice Sterna
hirundo, ali ne i za jaja ptica Sterna paradisaea i Sterna
dougallii, gdje su odstupanja bila zna¢ajna, narocito na
uZim krajevima.
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U sljedeéem je koraku valjalo ispitati zakrivljenost kriv-
ulja. Pomocu Maple V programa bilo je moguce izracu-
nati prve i druge derivacije obje funkcije za sve podatke.
Medutim, nisu se mogle primijetiti razlike u krivuljama
ovih funkcija kao ni u grafovima zakrivljenosti.

3. FUNKCIJA RAZLIKE

Ipak, da bismo usporedili dobivene krivulje, definirali
smo funkciju razlike. U tu svrhu simetri¢na paraboli¢na
kubika translatirana je tako da se njeno podrucje defini-
cije poklapa s podru¢jem definicije Kirsteova profila.
Sada je simetri¢na paraboli¢na kubika umjesto s (2.1)
prikazana jednadzbom

.._i/ Ptq, ptq P9 _P-q [ _
}.—pq (r+ = ¢ 5 x)\/x+p_q ¥ Vp-¢.(3.1)

Uvrstavanjem vrijednosti za p, g i b iz Tabele 1 dobiva-
mo dio simetri¢ne paraboli¢ne kubike koja je polovica
jajolike krivulje nacrtane na intervalu

[-(p+q)/2, (p+9)/2].

Obiljezimo s y,iy,,, i=1,2,...,8, funkcije koje dobivamo
uvritavanjem podataka iz i-tog retka Tabele 1 u formule
(3.1)i(2.4b).

Funkciju razlike za podatke iz i-tog retka Tabele 1 defi-
nirali smo s

d:=y-y, 3.2)

-1§ -0 -5 s X 15

-0.804+

-0.008

-0.008+

-0.014

Slika 6 Funkcija razlike d,

Funkcija d, je pokazala da su odstupanja vrlo mala, a da
su kod paraboli¢ne kubike vrijednosti uvijek manje.

Naslici 7 nacrtano je u istom koordinatnom sustavu svih
osam funkcija razlike.

MozZemo zakljuciti:

1. maksimalno je odstupanje vrijednosti paraboli¢ne
kubike i Kirsteova profila u slucaju ! = 42 mm, ali ni to
se golim okom ne moZe primijetiti. Stoga je opravdano
reéi da su za crtanje jaja Sterna hirundo obje funkcije
jednako pogodne;

2. paraboli¢na kubika je uvijek unutar Kirsteova profi-
la, zna¢i pogodnija je za crtanje uZih jajolikih, krivulja.
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Graficki prikaz konika pomocu racunala

1. Uvop
roucavanje konika ili krivulja drugog reda spada
P u podrucje analiticke geometrije i linearne algeb-
re. U razli¢itom opsegu o krivuljama drugog reda
pisali su npr. Aleksandrov (1979.), Bugrov i Mikolskij
(1984.), Iljin i Poznjak (1981.), Javor (1990.), Kajgoro-
dov (1985.), Kaplan (1968.), Krutickaja i Siskin (1985.),

Kurepa (1990.), Manturov i Matveev (1986.), Mitrinovié,
Mihailovic i Vasié¢ (1979.), Pavkovic i Veljan (1995.),
Pettofrezzo (1966.), Rasajski (1983.) i mnogi drugi.
Racunala nam, izmedu ostalog, omogucuju grafi¢ko pri-
kazivanje razlicitih krivulja. Da bismo u nekom od visih
programskih jezika (npr. BASIC-u) sastavili program za
crtanje proizvoljne krivulje drugog reda na osnovi njene
jednadzbe u opéem obliku, moramo imati napravljenu
detaljnu klasifikaciju krivulja drugog reda i zatim za
svaki tip krivulje pronaci njenu jednadzbu u parametar-
skom obliku, jer je takav oblik najpodesniji za dobivan-
je grafickih prikaza pomocu rac¢unala.

2. KONIKE
Najopcenitija jednadzba drugog stupnja od dvije varija-
ble x i y moZe se napisati u obliku

F(x,y)=
=ar’ +2bxy+cy’ +2dv+2ey+ f=0, 2.1)

gdje su g, b, c, d, e, frealni brojevi i barem jedan od
brojeva a, b i c razli¢it od nule. Geometrijsko mjesto
toc¢aka (x,y) u ravnini ¢ije koordinate zadovoljavaju jed-
nadzbu (2.1) nazivamo konusnim presjekom ili jednos-
tavno konikom. Pomocu rotacije ravnine oko ishodista i
translacije ravnine moguce je svaku koniku prikazati u
standardnom ili kanonskom obliku. U nastavku éemo
pokazati kako se to moze napraviti.

Funkciju F(x,y) iz jednadzbe (2.1) moZemo napisati i u
obliku

a b dl|x
Flry)=[x » 1|6 ¢ ef|y|. 2.2)
; dyieSufil 4
Uocimo da je matrica
a b d
A=lbh ¢ e, L2oa(2:3)
dblien f

koja odreduje koniku realna simetri¢na matrica. Ta se
matrica naziva matricom konusnog presjeka. Osim ma-
trice A, realna matrica

5= [” bJ 2.4)

od osnovne je vaznosti pri analizi jednadzbe (2.1).
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Naime, pomocu matrice § moZemo napisati
F(x,y)=

=[« y][z f]mu[d e][;:l+f=0. @.5)

Poznato je (vidi npr. Kurepa 1990.) da se svaka realna
simetri¢éna matrica 6 moZe napisati u obliku

S=VAV, (2.6)

gdje su matrice Ai V sljedeceg oblika:

A= A O oy C?Se —sinf . @7
0 2, sin@ cosf@

Pri tome su A, i A, svojstvene vrijednosti matrice 6, dak-

le rjesenja kvadratne jednadzbe

22— (@a+A)A+ac-4 =0, (2.8)

ll=l|:a+c+ (a+c)2—4(ac—b2):|, 2.9
2

/12=1[a+c—x/<a+c>2—4(ac—b2)]. (2.10)
2

S obzirom na to da se izraz ispod korijena moZe napisati
u obliku zbroja kvadrata

(a+¢) —d(ac—b") = (a-c)* +45, 2.11)
najprije zaklju¢ujemo da su A, i A, uvijek realni brojevi.
Zatim, A = A, ako i samo ako je a=c i b=0. Konacno, ne
mozZe biti ll= /12=0, jer bi tada moralo biti a=b=c=0, §to
je u suprotnosti s po¢etnom pretpostavkom.
Stupci ortogonalne matrice V komponente su jedini¢nih
svojstvenih vektora v, i v, matrice §koji pripadaju svoj-
stvenim vrijednostima A, i 4,. Ako je A,=4,, tj. a=ci
b=0, tada se lako vidi da je svaki vektor u ravnini svoj-
stveni vektor matrice 6 i da kut O nije jednoznacno
odreden. Ako svojstvene vrijednosti A, i A, nisu
medusobno jednake, onda vrijedi relacija
26

a—c
iz koje mozemo izradunati kut @ (usporediti Kurepa,
1990.). Medutim, osim kuta 6, relaciju (2.12) zadovo-
ljavat ce i kutovi 8 + k7/2, keZ. To znaéi da relacijom
(2.12) kut @ nije jednoznac¢no odreden i da bez daljnjeg
ispitivanja ostaje nejasno koji od tih smjerova odreduje
polozaj svojstvenog vektora v,. Drugim rije¢ima, ako je

cos @
y=
sin @

svojstveni vektor matrice S, ondasui

n
0 -1| |cos@
[1 0] [sin&]’ neZ
takoder svojstveni vektori te matrice. Zbog toga ¢emo

umjesto formule (2.12) radije primjenjivati formulu

)’_
go=21"2 (2.13)
b

(2.12)

tg20 =

20

koja se lako dobije iz relacije

dn=A (2.14)
kojom se zapisuje da je v, svojstveni vektor matrice )
lsojem odgovara svojstvena vrijednost A,.

Cinjenica da osim kuta O relaciju (2.13) zadovoljavaju i
kutovi oblika 6+k, k€Z, ne oteZava daljnju primjenu,
jer je o¢ito svejedno koji cemo od njih uzeti za smjer
svojstvenog vektora v, (moZemo uzeti npr.

Oe(-n2, m2)).

Prilikom programiranja formule (2.13) moramo voditi
ratuna o tome da ¢e ona zatajiti u slu¢aju kad je b=0.
Zato taj slu¢aj treba promatrati odvojeno. Lako se pokaze
da tada mora biti 6=0.

Prema (2.7) svojstveni vektor v, je

m
|:_ il 9} cos(6 + ;)
V2 — —

T
cos 6 sin(8 +—)
2
§to znaci da ce uredeni par (v,, V,) biti pozitivno ori-
jentiran. Neka je

[”j]= % [”] 2.15)
¥y y

§to mozemo geometrijski protumaciti kao rotaciju koor-
dinatnog sustava x,y oko ishodista za kut 8. Tada je zbog
ortogonalnosti matrice V:

H: V["/] (2.16)
vy

dok izraz (2.5) prelazi u

Fay) =[x y|var” M+ 2« e][jj|+f=

=[x y']A[ﬂJrz[d e] V[;’:]+f=

= [ o 4 x'} =
[ y]AL/]+2[a [3][}/ 5
= AxXr 4+ A+ 200 + 2By + f=0

2.17)
gdje smo oznacili

a 7|d dcos 0+ esinf@
=V = . 2.18

[ﬁ:| [e} [—a’sin9+ecos 9] 218)
Ako je matrica 6 regularna, tj. ako su obje svojstvene
vrijednosti A, i 4, razlicite od nule, tada se linearni ¢la-
novi x“i y”“u (2.17) mogu eliminirati translacijom rav-
nine definirane s

a

X'=x+—, y"=y'+£—, (2.19)

A A,

odnosno



Miljenko Lapaine i Damjan Jovi¢ic¢: Graficki prikaz konika pomocu ratunala

KoGe1/1996
a
XY=x"-—, y’=y”—£—. (2.20)
A Ay
Pomocu (2.20), izraz (2.17) prelazi u
Fx,y)=Ax" +4,y" + =0, @.21)
gdje smo oznacili
2 2
a
/"=f———/3—. 2.22)
Al A,
Moze se takoder pokazati da vrijedi relacija
_ detA
dets’

Ako je matrica & singularna, onda je barem jedan od A,
jednak nuli i translacija (2.19) ne postoji.

Ako je jedan i samo jedan od A, jednak nuli, tada postoji
translacija ravnine kojom se mozZe eliminirati jedan od
linearnih ¢lanova u jednadzbi (2.17). Na primjer, neka
je 4, #0i A,=0. Translacija ravnine definirana s

=i, =, (2.23)
; .
odnosno
a
x/= I”——, y/= y”, (224)
1
transformira jednadzbu (2.17) na oblik
A X428y + =0, (2.25)
gdje je
o
r=r-Z. (2.26)

My
Analogno, ako je A,=0 i A,#0 tada translacija ravnine
definirana s

xX'=x, y”=y’+£, 2.27)
2
odnosno
XY=x", y= y”—ﬁ, (2.28)
A
transformira jednadZbu (2.17) na oblik
Ay 200"+ £ =0, (2.29)
gdje je
2
rer-B (2.30)

A,
Kona¢no, kad bi obje svojstvene vrijednosti bile jed-
nake nuli, 4 =4,=0, to bi znatilo da je a=b=c=0, a tada
izraz (2.1) ne predstavlja koniku.
Iz provedene diskusije proizlazi da se konika prikazana
jednadzbom (2.1) moze klasificirati ispitivanjem svoj-
stvenih vrijednosti matrice . Postoji devet klasa koni-

ka; tj. za zadane a, b, ¢, d, e i f, jednadZba (2.1) pred-
stavlja jedan od devet tipova ravninskih krivulja koje
nazivamo konikama. Dva tipa predstavljaju imaginarnu
koniku, jer u tim slu¢ajevima ne postoje realne tocke
koje bi zadovoljile jednadzbu (2.1).

3. KLASIFIKACIJA CENTRALNIH KONIKA

Ako su svojstvene vrijednosti A, i 4, razlicite od nule,
tada oznacimo:

3.1

A i B nazivamo poluosima konike.

(i) Ako je sgnA =sgnA,=sgnf”if"#0, tada se (2.21) moze
napisati u obliku

2wl
£_ ¥
A4 B

koji nazivamo jednadZbom imaginarne elipse s poluosi-
maAiB.

(i) Ako je sgnA,=sgnA, #sgnf"if 0, tada se (2.21) moze
napisati u obliku

thl2 02
+ 24 =1

4 B
koji predstavlja jednadZbu realne elipse s poluosima A i
B.
(iti) Ako je sgnA =sgnA, i f=0, tada (2.21) prelazi u

A X 4A,y" =0, (3.4)
§to predstavlja jednadZbu para imaginarnih pravaca kroz

=-1 (3.2)

3.3)

tocku x”=y"=0.
(v) Ako je sgnA, #sgnA, i f'#0, tada se (2.21) moze napi-
sati u obliku

llz ”2 7
-2 c1akoje L< L, (3.5)
A4 B A Ay
odnosno
yll2 x[lz f‘/ fl
-— =1 ako je —>—, 3.6)
B 4 A A,

§to je u oba slu¢aja hiperbola s poluosima A i B. Pravci
Ay -Bx"=0, AY'+Br"'=0 3.7
. nazivaju se asimptotama hiperbole.
(v) Ako je sgnA, #sgnA, i f=0, tada se (2.21) moze napi-
sati u obliku

|| =

= (T2 T2 ) (YT 2+ T2z ) = 0. G)

§to predstavlja jednadZbu dvaju pravaca koji se sijeku u
tocki x”=y"=0.

Ako je matrica dregularna, A, 4, 0, postoji geometrijsko
srediste konike i konika se naziva centralom konikom.
Naime, lako se vidi da je takva konika centralno simetri¢-
na u odnosu na ishodiste koordinatnog sustava x”,y”
koje nazivamo centrom ili sredi§tem konike.
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Osim sredista elipse, postoje dvije karakteristi¢ne tocke
koje nazivamo Zaristima ili fokusima, nalaze se na vecoj
poluosi, od sredista elipse udaljene su za

C= ’ A2—32| (3.9)

i imaju koordinate:

Xp=FC, y7»=0 za A25
x7=0, y'=FC za A<LBA.
Za hiperbolu Zari$na je udaljenost

c=w/ A%+ B (3.11)

i koordinate ZariSta su:

(3.10)

Xp=FC, y7=0 za {_</1L’
1 2

, 3.12

7 =

x7=0, yp=FC za l—>

4. KLASIFIKACIJA NECENTRALNIH KONIKA

Ako je matrica § singularna, geometrijsko srediste konike
ne postoji, pa se pripadna konika naziva necentralnom.
Ako je A, #0i A,=0, tada se jednadzba (2.1) moze trans-
formirati na oblik (2.25) i imamo sljedece slu¢ajeve:

(vil) Ako je B#0, onda je A.x">+2By"+/ =0 jednadzba
parabole. Fokus te parabole je tocka s koordinatama

” f' ﬂ
x7=0, ==t 4.1
F Yr 2B 27, 4.1
(vii1) Ako je B=0 isgnA, #sgnf’, tada se (2.25) moZe napisati
u obliku
2 ’
4 71-

= ({Tabe=TA) ([Tade{1 1) =0.2

gdje moZemo prepoznati jednadZzbu dvaju paralelnih
pravaca.
(viii1) Ako je B=0 i sgnA =sgnf” tada imamo

34 71-

) (\/ |2 =] fl) (\/ | A+ ] f’|) =0, (4.3)

§to je jednadzba dvaju imaginarnih paralelnih pravaca.
(ix1) Ako je p=01i f=0, tada (2.25) prelazi u

¥*=0, “.4)
§to moZemo interpretirati kao jednadZzbu dvostrukog
pravca.

Ako je 4,=0 i A,#0, tada se jednadzba (2.1) moze
transformirati na oblik (2.29) i na analogan nacin za-
kljugiti:

(vi2) &0
parabola

(vii2) 0=0 i sgnA,#sgnf”
dva paralelna pravca

22

(viii2) =0 i sgnA,=sgnf”

dva imaginarna paralelna pravca

(ix2) a=01if=0

dvostruki pravac.

5. GRAFICKI PRIKAZ CENTRALNIH KONIKA

Da bismo mogli vidjeti kakvu koniku za zadane g, b, c,
d, e i f opisuje jednadzba (2.1), transformirali smo tu
jednadZbu pomocu odgovarajuce rotacije i translacije u
koordinatni sustav x”,)” koji se naziva sustavom
glavnih osi. Na taj smo nacin dobili jednadzbu konike u
kanonskom obliku u koordinatnom sustavu glavnih osi.
Ako Zelimo koniku grafi¢ki prikazati pomocu racunala
u polaznom koordinatnom sustavu x,y poZeljno je u tom
sustavu imati njenu jednadZbu u parametarskom obliku.

Srediste centralne konike je to¢ka s koordinatama x” =0

i y”=0.Za svaku tocku na osnovi relacija (2.16) i (2.20)
vrijedi

" a

i
- |
gl
;"2

te se za koordinate (x,y,) srediSta konike u koordinat-
nom sustavu x,y moZe, koristeci (2.6) i (2.18), napisati

[xs]=_VA—1 [a:|=—VA_l e [d]=
Vs ‘B €
_ o1 d|_ 1 be—cd
-t [e]_ ac—B [bd—ae]' (31

Dakle, koordinate (x,,y,) srediSta centralne konike mora-
ju zadovoljavati sustav jednadzbi

5 6] 52

(i) Imaginarnu elipsu ne prikazujemo grafi¢ki, jer njenu

jednadZbu ne zadovoljavaju koordinate niti jedne realne
tocke.

(it) Poznato je da se jednadZba (realne) elipse iz kanonskog

oblika (3.3) mozZe prevesti u parametarski oblik na mno-
go nacina. Jedan od najjednostavnijih je:

x’"=Acos¢?, y”=‘b’sin t, te [0,27:]. (5.3)

Na osnovi formula (2.16), (2.20), (5.2) i (5.3) lako se
dobiva parametarski oblik jednadZbi elipse u koordinat-
nom sustavu x,y:

x|_|%s Acos@ —Bsinf || coss
[y}—[ys]-’-[AsinB Bcose][sint] (54

U koordinatnom sustavu x,y koordinate fokusa elipse
su:
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Tl 50|00 a axs
yi_ ys sin9 -

Tl s x| 780 4 4<h
P Vs cos @ -

gdje je Zari$na udaljenost C definirana s (3.9).

(5.5)

(iii) To¢ka s koordinatama x” = y” = 0 u koordinatnom sus-

tavu x,y ima koordinate odredene sustavom linearnih
jednadzbi (5.2). To je jedina realna tocka ove konike.

(iv) Poznato je da se jednadzba hiperbole iz kanonskog ob-

lika (3.5) moZe prevesti u parametarski oblik na mnogo
nacina. Jedan od najjednostavnijih je:

X’ = A , V'=Btgs, te[0,2n:]. (5.6)

cos /
Na osnovi formula (2.16), (2.20), (5.2) i (5.6) lako se,

uz pretpostavku

F
A Ay

dobiva parametarski oblik jednadzbe hiperbole u koor-
dinatnom sustavu x,y:

x| _| X5 Acos@ —ABsinO||1/cosz
[y}_{ys]+|:Asin9 Bcose][ tg ¢ ] .7
Ako je

il

M Ay

tada na analogan na¢in moZemo dobiti

x| _| s Acos@ —Asinf tg s
[y:| - |:)’s:,+[ASin9 Bcos 6][1 /cos 1‘]' (A.8)
U koordinatnom sustavu x,y koordinate fokusa (x,.y,)
hiperbole su:

':XF]=I:IS:|¢CI:COSQ] 7a _/_”__<f,
Yr

#y] — L=mB A A,
[If] [’ﬂxc{‘sme] w L7
Vi Vs cos @ A A,

Jednadzbe asimptota hiperbole (3.7) mogu se napisati u
koordinatnom sustavu x,y u obliku:

(FBcos O — Asinf) (x—xg)+

(5.9)

— . (5.10)
+(FBsinB+ Asin6) (y— y;) =0,
odnosno u parametarskom obliku:
y=ys+(Asin@F Bcos 0) ¢ G.11)

x=x;+(Acos@t Bsin) 7, reR.

(v) Pravci (3.8) u koordinatnom sustavu x,y imaju jednadzbe

u parametarskom obliku:

y=ys+( |),2|sin0¢1/|ll|c056)t 5.12)

x=xo+ (4 I 12|0050i1{ | /ll|sin9) t, reRr.

6. GRAFICKI PRIKAZ NECENTRALNIH KONIKA

(vil) Za 8 # O parabolu /llx"z +2By” + /' = 0 mozemo pa-

rametrizirati, na primjer, na sljedeci nacin:

Alfz +/
2B

Primjenom relacija (2.16), (2.24) i (6.1) moZemo napi-

sati jednadZbu parabole u koordinatnom sustavu x,y u
parametarskom obliku:

" ’”

X'=¢ y'=- , teR. (6.1)

), sin@+ fsin @ _acosf

rcos 0+
{" = . P Mo rek (62)
y tsine_tllcose+f'c059_asm0
2B M

Fokus te parabole je prema (4.1) u toc¢ki s koordinata-
ma

—acosO+f sm0+ﬂsm0

Xp | A 28 2
[yf]_ —osing  fcos@ Pcos@ | (6-3)
A, 2B 24,

(viilJednadzbe paralelnih pravaca (4.2) mogu se napisati u

koordinatnom sustavu x,y u parametarskom obliku:

x=[¥ ‘i‘—ﬁ]cose—tsine
M M

(6.4)

=¥ L, .. sinf+scos@, relrR

! P S T

(viiilImaginarne pravce ne prikazujemo graficki.
(ix1)ednadzba pravca +” =0 moZe se u parametarskom

obliku u koordinatnom sustavu x,y napisati na primjer
ovako:

x= —icose— zsin @
&y (6.5)
y= —isin9+ rcos0, reR.
A
Graficki prikaz necentralnih konika za slu¢ajeve
(vi2) - (ix2) provodi se na potpuno analogan nacin.

7. PRIMJERI

U skladu s izvedenom klasifikacijom konika i opisanim
postupcima u prethodnim poglavljima autori ovog ¢lan-
ka sastavili su odgovarajuci program u BASIC-u koji
sluzi za dobivanje grafickih prikaza bilo koje krivulje
drugog reda na osnovi njene jednadZbe u opéem obliku.
Pomocdu spomenutog programa rijeSeni su sljedeci pri-
mjeri. Pri tome je uo¢eno da se i u udzbenicima mate-
matike ponekad mogu naci pogresni crtezi (Kaplan
1986., Kurepa 1990., Pavkovic i Veljan 1995.).
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Primjer 1
Neka je zadana jednadzba

1942 + 64y +11y* +38x+6y+29=0.
Pripadna karakteristi¢na jednadzba prema (2.8) glasi:

A% =304 +200=0
i njena rjesenja su A,=20, 4,=10. Prema (2.13) imamo

1 1 3
tgf=—, sinf=—, cos@=——.

3 V10 Y10
Nadalje, prema (2.18), odnosno (2.22):

60
a=—or, B=-v10, f=10.
V10

Kako je sgnA =sgni,=sgnf"if#0, to zaklju¢ujemo da
se radi o imaginarnoj elipsi. Njene poluosi su prema (3.1)

V2

A=—1B=1.
2

Primjer 2

Neka je zadana jednadzba

5x% +4xy+8y° —320r—56y+80=0.

Pripadna karakteristi¢na jednadZba prema (2.8) glasi:

A2 -131+36=0
i njena rjesenja su 4,=9, 4,=4. Prema (2.13) imamo:

2 1
tgf=2, sin@=—, cosf=—.
* Vs Vs

Nadalje, prema (2.18), odnosno (2.22):
72 4

(X=—7—5—, ﬁ=ﬁ’ f

Kako je sgnd,=sgni,#sgnf”i f#0, zakljuujemo da se
radi o realnoj elipsi. Njene su poluosi A =2, B=3, a
srediste u tocki S(2,3). Naslici 1 dan je graficki prikaz
te elipse. Istu jednadZbu elipse razmatrao je i Kurepa
(1990.), ali je njegov graficki prikaz pogresan.

=-36.

Slika 1
24

Primjer 3

Neka je zadana jednadzba

52 - 29+ 5y —4x+20y+20=0.

Pripadna karakteristi¢na jednadZba prema (2.8) glasi:

A% —101+24=0
i njena rjesenja su 4,=6, A,=4. Prema (2.13) imamo:

V2

2
tgd=-1, sin@=——, cosf=—-.
2 2

Nadalje, prema (2.18), odnosno (2.22):

a=-6\2, B=4\2, F=0.

Kako je sgnA =sgnA, i f=0, to zakljutujemo da se radi
o tocki, a njene koordinate su (0,-2). Zadana jednadZba
moZe se prevesti na oblik: ‘

3(r—y—2)2 +2(x+y+2)°=0.

Primjer 4

Neka je zadana jednadZba

222 +10y+2y" +9x+12y-2=0.

Pripadna karakteristi¢na jednadzba prema (2.8) glasi:

A—4A-21=0
i njena rjeSenja su A,=7, A,=-3. Prema (2.13) imamo:

V2

2
tgf=1, sinf=—, cosf=—.
2 2

Nadalje, prema (2.18), odnosno (2.22):

2142 32 19
o= ’ ﬁ=£! fl=__'
4 4 2

Kako je sgnA, #sgnA, i f#0, to zaklju¢ujemo da se radi

/19 f19
o hiperboli. Njene poluosi su A=,|— i B=,—,a
14 6

srediste u to¢ki S(-1, -1/2).

Na slici 2 dan je graficki prikaz te hiperbole. Istu jed-
nadzbu hiperbole razmatrao je i Kaplan (1968.), ali je
njegov graficki prikaz pogresan.

Slika 2
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Primjer 5

Neka je zadana jednadzba

T +6xy— y* +28x+12y+28=0.

Pripadna karakteristi¢na jednadZba prema (2.8) glasi:

A2 -6A-16=0
i njena rjesenja su A, =8, A,=-2. Prema (2.13) imamo:

1 1 3
tgf=—, sin@f=——, cosf=——.

3 V10 V10
Nadalje, prema (2.18), odnosno (2.22) imamo:

L. . B VL. B )

Vio' 7 1o
Kako je sgnA =sgnA, i =0 to zaklju¢ujemo da se radi o
dva pravca koji se sijeku u jednoj tocki, a njene koordi-
nate su (-2, 0). Zadana se jednadzba moZe prevesti u
oblik:

(x+ y+2) Tr—y+14)=0.

Primjer 6

Neka je zadana jednadZzba 24 2+ yz +3x+y=0.
Pripadna karakteristi¢na jednadzba prema (2.8) glasi:

AF-21=0

i njena rjeSenja su 4,=2, 4,=0. Prema (2.13) imamo:
2 2

tgf=1, sin0=£, 059=£—.
2 2

Nadalje, prema (2.18), odnosno (2.26):

a=\/5, /3=——?, f=-1

Kako je 520, to zakljucujemo da se radi o paraboli. Na
slici 3 dan je njen grafi¢ki prikaz. Istu jednadZbu para-
bole razmatraju Pavkovic i Veljan (1995.), ali je njihov
graficki prikaz pogresan.

Slika 3

Primjer 7

Neka je zadana jednadzba

=21+ y —-12x+12y-14=0.

Pripadna karakteristi¢na jednadZba prema (2.8) glasi:
AP-21=0

i njena rjesenja su A, =2, 4,=0. Prema (2.13) imamo:

V2

2
tgf=-1, sin@=——, cosf=—-.
2

Nadalje, prema (2.18), odnosno (2.26):

a=-6V2, B=0, f'=-50.

Kako je =0, sgnA #sgnf” i f#0, to zakljucujemo da se
radi o dva paralelna pravca. Zadana jednadZba moZe se
napisati i u obliku:

(= y+5V2-6) (x=y—5V2-6)=0.

Primjer 8

Neka je zadana jednadzba

164 =24 xy+9y° —160x+120y+425=0.
Pripadna karakteristi¢na jednadZba prema (2.8) glasi:

A2-251=0
i njena rjesenja su A,=25, A,=0. Prema (2.13) imamo:

tg9=—i, sin9=—3, cosf=—.
4 5 5
Nadalje, prema (2.18), odnosno (2.26):
a=-100, f=0, f=25.
Kako je =0 i sgnA,=sgnf", to zaklju¢ujemo da se radi o
dva paralelna imaginarna pravca.

Primjer 9
Neka je zadana jednadZba

42° +120y+9y° —4x—6y+1=0.
Pripadna karakteristi¢na jednadzba prema (2.8) glasi:

A2 -131=0
i njena rjesenja su A4, =13, A,=0. Prema (2.13) imamo:

3 3 2
tgf=—, sinf=—, cosf=——.
2 V13 V13

Nadalje, prema (2.18), odnosno (2.26):

a=-\13, B=0, f=0.

Kako je =0 i f=0, zaklju¢ujemo da se radi o dvostru-
kom realnom pravcu. Zadana jednadZba moZe se preves-
ti na oblik:

Qx+3y-1)%=0.
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JOSIP DVORNIK

Generiranje glatkih funkcija na
slozenom podrucju pomocu R-funkcija

( : esto je u primjenama potrebno “napuhati” glatku
funkciju nad sloZenim podruéjem. Primjer je de-
finiriranje koordinatnih funkcija za Ritzovu

metodu.

Taj se problem moZe lako rijesiti numeri¢kim metoda-

ma, pa se najcesce tako i postupa. U ovom se ¢lanku

opisuje vrlo jednostavan, zanimljiv i djelotvoran anali-

ticki postupak ¢iji je autor ukrajinski matematicar V. L.

Rvacev. Takoder je uvriten program za elektronicko

racunalo, koji ilustrira visoku djelotvornost jezika MA-

THEMATICA u rjesavanju sli¢nih problema.

FORMULACILJA PROBLEMA

Zadano je dvodimenzionalno podruc¢je omedeno dije-
lovima analiti¢ki definiranih glatkih krivulja. Treba
generirati plohu (funkciju @(x,y)) koja zadovoljava
sljedece uvjete:

1. Derivabilna je na cijelom podrucju.

Funkcija i njezine derivacije su neprekidne i konacne
(osim u okolinama singularnih to¢aka - lomova konture
itd.).

2. Unutar podrucja su vrijednosti funkcije pozitivne, a
izvan podrudja negativne. !
3. Vrijednost funkcije na rubu jednaka je nuli.

R-FUNKCIJE
Ocigledno je da opisani problem ima u svakom kon-
kretnom slu¢aju beskona¢no mnogo rjesenja. Obic¢no je
dovoljno odrediti jedno od njih.
Slijedeci postupak razvio je V. L. Rvadéev i nazvao ga
metodom R-funkcija.
R-funkcije su obi¢ne neprekidne funkcije, neprekidnih
argumenata, ali su po nekim svojstvima analogne funk-
cijama Booleove algebre. Svojstvu istinitosti iz Boole-
ove algebre pridruzeno je svojstvo pozitivnosti R-funk-
cije >0 , dok je neistinitosti pridruZzeno svojstvo nega-
tivnosti R-funkcije f<0.?
Proizvoljna funkcija koja zadovoljava navedene uvjete
je po definiciji R-funkcija.
Mnoge su jednostavne funkcije R-funkcije. Na primjer,
funkcija a(x,y) = 1-x>-y? je R-funkcija nad jedini¢nim
krugom. Ocigledno, ako se to¢ka (x,y) nalazi unutar jed-
ini¢nog kruga, vrijednost funkcije @(x,y) je pozitivna.
Ako se tocka nalazi na kruznici, vrijednost je funkcije
jednaka nuli, a ako pada izvan kruga, vrijednost funkci-
je je negativna.
Slozenije R-funkcije dobivaju se iz jednostavnijih po-
mocu sljedecih R-operacija:
1. R-negacija (oznaka —p)

P
Kako je spomenuto, pozitivnost R-funkcije pridruzena
je istinitosti odgovarajuce Booleove funkcije. Razum-
! U mnogim se primjenama ovaj uvjet moZe ublaziti, ako nije vazno
kakve su vrijednosti funkcije izvan podrucja
2 Nejasno je koju vrijednost istinitosti treba pridruZiti to¢kama ravnine
u kojima je vrijednost funkcije jednaka nuli. Sam je autor Rvacev
pridruzio True, ali to vodi u kontradikciju: R-negacija od vrijednosti 0
je tekoder jednaka nuli §to je onda opet True, a po definiciji negacije
trebalo bi biti False. Najispravnije je reci da je u tockama u kojima je
vrijednost funkcije jednaka nuli pripadna vrijednost istinitosti
nedefinirana.
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ljivo je da zbog toga promjena predznaka R-funkcije
odgovara logickoj negaciji.
2. R-konjunkcija (oznaka pAq)

prg-\F +4 +2apq

3. R-disjunkcija (oznaka pvq)

prat\pP+4 +2apq

o je konstanta koja mora zadovoljavati uvjet: -1<o<1.?
(U prilozenom je programu, kao najjednostavnije, odab-
rano o= 0.)
4. R-ekvivalencija (oznaka p=q)

pq
R-operacija koja odgovara ekvivalenciji je obicno mno-
Zenje funkcija! U Booleovoj algebri dvije funkcije p i g
su ekvivalentne ako imaju istu vrijednost istinitosti (ako
su obje istinite ili obje lazne), §to je pridruZzeno svojstvu
operacije mnoZenja: produkt p i g je pozitivan ako su
obje funkcije istog predznaka (ako su obje funkcije “is-
tinite” ili obje “lazne” u smislu R-funkcija).
Posebna R-operacija ekvivalencije mogla bi se izostaviti
jer se moZe izraziti pomocu ostalih operacija: konjunk-
cije, disjunkcije i negacije. (Rvadev je nije ni definirao.)
Ipak, upotrebom R-ekvivalencije najéesce se dobivaju
mnogo jednostavniji izrazi.
Analogija izmedu Booleovih i R-operacija moZze se ne-
posredno provijeriti (>0 se interpretira kao True, <0 kao
False, a =0 kao nedefinirana vrijednost istinitosti):

Napominje se da postoje i druge funkcije za operacije
konjunkcije i disjunkcije, koje se ponaSaju analogno
Booleovim funkcijama (one se takoder zovu R-funkci-
je)-

PROGRAM ZA R-FUNKCILJE U JEZIKU
MATHEMATICA

U jeziku MATHEMATICA oznaka za logic¢ku negaciju
funkcije p je !p, za konjunkciju dviju funkcija p i q,
p&&q, a za disjunkciju istih funkcija p|lq. Zbog pre-
glednosti iste su oznake upotrebljene 1 u programu za
R-funkcije. Za ekvivalenciju nije upotrijebljena poseb-
na oznaka nego je zadrzana standardna oznaka za mnoZe-

3 Kad bi konstanta o poprimila vrijednost 1 ili -1, izraz pod drugim
korjenom bi postao potpuni kvadrat, to bi dovelo do degeneracije
izraza za R-operacije.
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nje (razmak ili znak *). Program je koncipiran rekur-
zivno. Time se omogucuje da jednostavnije funkcije
sluze za generiranje sloZenijih. Naredba broj 5 sluzi da
se prekine rekurzija jer odsustvo oznaka !, *, 8& i ||
znaci da funkciju ne treba dalje ras¢lanjivati. Ostale
naredbe definiraju generiranje sloZenijih R-funkcija iz
jednostavnijih, prema formulama za R-operacije.

1 R[!'p_I:=-R[p] negacija
2 R[p_*q_]:=R[pI*R[q] ekvivalencija
3 R[(p_)&&(q_)1:=R[p1+R[q1-Sqrt[R[p1*2+R[q]1*2] konjunkcija
4 RE(p_)I1(q)1:= RIpI+RLqI+Sqrt[RIp1*2+R[q1A2] disjunkcija
5 Rlp_):=p

Programu jo§ treba dodati naredbu Rplot za 3D crtanje
R-funkcija dobivenu uz pomo¢ postojece naredbe
P10t 3D za crtanje ploha u Kartezijevom koordinatnom
sustavu. Pozivom naredbe crtaju se tri slike: prva je
generirana ploha definirana R-operacijama, druga dio
horizontalne ravnine, a treca kombinirana slika kojom
se ponovo prikazuje generirana ploha, ali prerezana hor-
izontalnom ravninom z = 0. U naredbi Rp1ot mogu se
upotrijebiti opcije naredbe P10t 3D.

6 Rplot[f_,mx_,my_,opts_ _ _]:=
Module[{p1,p2},
pl=P10ot3D[RLf]1,mx,my,opts];
p2=P10t3D[@,mx,my,P1otPoints->2,0pts];
Showl[pl, p21]

Kako se vidi, program je vrlo kratak. Pokusajte zamisli-
ti duljinu i sloZenost ekvivalentnog programa u nekom
drugom programskom jeziku!

PRIMJERI

Primjer 1

Unija dvaju krugova

Zadana su dva kruga polumjera r = 2.0 sa sredi§tima u
toc¢kama s koordinatama (1.5, 0.0) i (-1.5, 0.0).
Odgovarajuce se funkcije, prema sintaksi jezika MAT-
HEMATICA, pisu:

S1=4-(x-1.5)A2-yA2
S2=4-(x+1.5)A2-yr2

Vrijednost funkcije S1 je pozitivna (“istinita”) unutar
prvog kruga, a S2 unutar drugoga. Funkcija a(x,y) na
slozenom podrucju, uniji oba kruga, definirana je po-
mocu R-disjunkcije. U sjeciStima osnovnih kruzZnica su
konkavni lomovi konture. To su singularne tocke u ko-
jima su prve derivacije neodredeni izrazi 0/0, a druge
derivacije teZe u beskonacnost.

U opisanom programu i jezikn MATHEMATICA gene-
riranje i crtanje funkcije aXx,y) postiZe se naredbom:
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Rplot[S1]]|S2,{x,-4,4},{y,-2.5,2.5}]

4

Ako se slika Zeli modificirati tako da se izmijeni gus-
toca mreZe, izostave negativni dijelove plohe i graduirani
bridovi kvadra unutar kojeg je ploha smjestena te prom-
ijene tocka motrista i boja, to se postize dodavanjem
odgovarajucih opcija naredbi za crtanje:

Rplot[S1]||S2,{x,-4,4},{y,-2.5,2.5},
PlotPoints->31,P1otRange->{0,7},
Boxed->False,Axes->False,Ticks—>None,
ViewPoint->{2,-3,0.5},ColorOutput->M]

3/4 kruga

S1=x

(poluravnina x >0)

S2=y

(poluravnina y >0)

S$3=1-xA2-yA2

(jedinic¢ni krug sa sredistem u ishodistu)

Naredbom S4=R[S1||S2] definira se zatim 3/4 ravnine,
akonacno rjesenje zadatka je S5=S48&&S3 ili, bez upotrebe
pomocnih varijabli, S5=(x| | y)&&(1-xA2-yA2).
Detalji naredbe za crtanje nece se viSe ponavljati.
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Primjer 3

Podrudje oblika " gljive”

Osnovne funkcije su:

S1=1/4-x12

(beskonac¢na vrpca medu pravcima x = -1/2, x = 1/2)
S2=1-y

(poluravnina ispod pravcay = 1)
S3=-y

(poluravnina ispod pravca y = 0)
S4=y-xr2+1

(podrugje unutar parabole y = x?-1)

R-funkcija nad “gljivastim” podru¢jem:
$5=[(514852) | |S314454

30

ZAKLJUCNE NAPOMENE

Opisani se postupak mozZe i pro§iriti. MoZe se primjerice
zahtijevati da na cijelom rubu ili njegovu dijelu prva
derivacija u smjeru normale na rub bude jednaka nuli.
Opis tog proSirenja izlazi izvan opsega ovog teksta.
Treba napomenuti da u generiranju R-funkcija dolazi i
do nekih poteskoca:

Dobivena rjeSenja nisu uvijek prikladna za konkretnu
primjenu (npr. na dijelu podru¢ja mogu biti funkcijske
vrijednosti prevelike u odnosu na ostale dijelove), ali
postoje mogucnosti razli¢itih modifikacija. Primjerice,
transformacijom Booleove funkcije u drugi (u logi¢ckom
smislu ekvivalentni) oblik dobiva se druga R-funkcija.
Poteskoce nekad nastaju zato $to se singularne tocke
zbog nepovoljnog redoslijeda generiranja pojavljujuiu
unutrasnjosti.
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LIDIJA PLETENAC

Novi aspekti nastave u nacrtnoj i
primijenjenoj geometriji

ULOGA NASTAVE NACRTNE GEOMETRIJE

brazovanje inZenjera sloZen je nastavni proces,
O na vi§im stupnjevima studija sve manje didak-
ticki oblikovan, no iste osnovne strukture. Inze-
njer se izgraduje polako, kroz niz godina i nakon studi-

ja. Efikasna i aktualna nastava podiZe kvalitetu znanja i
sposobnosti inZenjera, §to nesumnjivo pridonosi boljem

OSTALA
PODRUCJA

TEHNOLOGIJE
U NASTAVI

VECA
ZNANJAT
SPOSOBNOSTI

RAZVOJ

g, TEHNICK] RAZVOJ
DRUSTVA

Slika 1

tehni¢kom razvoju drustva i, uz ostalo, razvoju novih
tehnologija u svim podrué¢jima primjene, pa i u nastavi.
Krug se zatvara i ponavlja (slika 1).

Medu zadacima nacrtne geometrije na prvom je mjestu
(danas kao i prije 200 godina) razvoj prostornog zora i
rjesavanje zadataka u tri dimenzije [7], [8], [9]. Prika-
zivanje prostora u projekcijama (ortogonalnim, kosim,
centralnim) i neke konstrukcije pripadaju osnovama teh-
nic¢ke kulture inZenjera. To je pokazalo i istraZivanje koje
sam 1990. godine provela medu §ezdesetak nastavnika i
inZenjera na nekoliko gradevinskih fakulteta i instituta
[4]. Danas je, medutim, uz ove ciljeve i zadatke nacrtna
geometrija dobila i nove — osposobljavanje za CAD
(Computer Aided Design).i razumijevanje CAD-a.
Spomenuto istrazivanje pokazalo je da ¢ak 80 % anketi-
ranih smatra neophodnim uvodenje kompjutorske
grafike, premda se vecina od njih nije sluzila kompjuto-
rom.

Buduéi korisnici kompjutorske geometrijske grafike, a
pogotovo kreatori-eksperti, trebaju nacrtnu geometriju -
ali i analiti¢ku, diferencijalnu, algebarsku itd. Geomet-
rija i grafika postale su partneri i samo zajedno one nude

produktivne metode [3].

KOMPJUTOR U NASTAVI NACRTNE GEOMETRIJE

U svijetu je upotreba kompjutora u nastavi vrlo raznoli-

ka: od potpune zamjene radnih stolova kompjutorima u

mrezi do opreznog uvodenja kao pomagala [7], [8], [9].

Kod nas su prisutna nastojanja da se kompjutorska grafi-

ka pribliZi nastavi geometrije [1], [5], [6]. Medutim, na

nekim fakultetima, kod nas i u inozemstvu, koji su imali
slabo zastupljenu nacrtnu geometriju (i jos slabije razu-
mijevanje rukovodece strukture za njenu vaznost), po-
javila se tendencija da se umjesto Nacrtne geometrije
uvede CAD odmah u prvu godinu studija, ¢ak u prvi
semestar. Ostvarenje te zamisli bio bi pogresan potez.

CAD u projektiranju moze koristiti inZenjer koji

razmislja i rjeSava u prostoru, koji zna §to hoce i kako to

moZe dobiti. Kompjutor ne moZe zamijeniti inZenjer-
sko razmi§ljanje. Zasto se to ipak dogada? Dio razloga
otkrivaju sljedeca zapaZzanja:

* U okviru spomenutog istraZivanja, 66 % ispitanih inZe-
njera smatra nacrtnu geometriju tehnickom discipli-
nom.

* Neki inZenjeri poistovjecuju nacrtnu geometriju s ruc-
nim crtanjem pa misle da im viSe ne treba.

* InZenjeri koji nisu dovoljno razvili sposobnost pros-
torne percepcije traze spas u CAD-u i pouzdaju se u
sliku koju dobiju, bez kriticke provjere.
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Ovakve bi tendencije valjalo sprijeciti boljim obrazova-

njem u nacrtnoj geometriji kako bi buduci inzenjeri uo¢ili

&injenicu da je graficka realizacija rjeSenja samo nacin

prikazivanja. To se, uz ostalo, moZe postici i pomocu

kompjutora.

Nastavnik koristi kompjutor uglavnom na tri nacina:

¢ da olaksa neki posao,

» kao nastavno pomagalo u dinamickoj vizualizaciji na-
stavne grade,

* da upozna studente s primjenom programskih paketa u
inZenjerskoj praksi.

Da bi se kompjutor mogao koristiti pri uéenju potreban
je odgovarajuci softver. Obrazovni softver mora omo-
gucavati laku komunikaciju s korisnikom. Izgled ekra-
na mora biti $to jednostavniji, s minimumom izbornika.
Kako je za jednoznac¢no odredenje trodimenzionalnog
objekta potrebno zadati par pridruzenih projekcija, a za
jasniju sliku prostora sluZe aksonometrija i perspektiva,
moraju se na ekranu simultano prikazivati barem tri pro-
jekcije.

Profesionalni programski CAD paketi (poput AutoCAD-
a) nisu prikladni za ovu namjenu, kako zbog svoje slo-
Zenosti tako i zbog Cinjenice da sve navedene zahtjeve
treba dodatno rjesavati. Na trZi§tu profesionalno izra-
denog softvera ne moZe se nabaviti nijedan specijaliziran
za nastavu nacrtne geometrije. Za ovaj kolegij nastavni-
ci moraju sami raditi na izradi programa [2]. U tom smis-
lu veliku ulogu ima suradnja izmedu nastavnika, potak-

nuta medunarodnim znanstvenim skupovima.

CAD U NASTAVI NACRTNE GEOMETRIJE

Buduci de se inZenjeri neizbjezno susresti s nekim ob-
likom CAD-a (kao $to se vecina starijih inZenjera vec
odavno susrela).

CAD je izrastao na geometrijskim disciplinama, ispre-
pleten je geometrijom, a i komuniciranje s programom
zahtijeva neka geometrijska znanja. Optimalan je nacin
uvodenja u CAD njegovo postupno svladavanje: preko
tehni¢kog crtanja, EOP-a, kroz Nacrtnu geometriju s
prvim iskustvima u jednostavnom “Skolskom” CAD-u,
u okviru Primijenjene geometrije uz okus prvog profe-
sionalnog CAD-a, uz matematiku i druge discipline sve
do diplomskog rada, u potpunosti izradenog na komp-
jutoru (Sto nasi studenti rade). Pri ovakvom prirodnom
savladavanju CAD-a nece doci do otpora koji se javlja
kad od nule treba nauciti golem i sofisticiran program-
ski paket. Poznaju li se logika i osnovne zakonitosti
CAD-a, lako se uce novi, sli¢ni programi.

Programske pakete CAD moze se podijeliti u dvije
grupe:
* jednostavne CAD programe koncipirane za nastavu, i
« profesionalne CAD pakete (AutoCAD, Microstation,
MegaCAD...) koje ¢e buduci inZenjeri koristiti u praksi.
U grupu jednostavnih CAD programa spadaju didak-
ticki programi CADDG i CAD3D koji su izradeni na
Institutu za geometriju Tehni¢kog sveucili§ta u Be¢u pod
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vodstvom prof. dr. H. Stachela. To je prvonagradeni rad
na njemacko-austrijskom natjecanju 1993. godine [10],
[11]. Ovaj program ima graficki ekran veé podijeljen u
&etiri dijela za tri ortogonalne projekcije 1 aksonometri-
ju. Sve radnje, od prihvacanja podataka do obrade, pro-
gram obavlja u trodimenzionalnom prostoru i prikazuje
istovremeno u svim projekcijama (slika 2).

RHET Y
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Slika 2

O NASTAVI NACRTNE I PRIMIJENJENE GEOMETRIJE
NA GRADEVINSKOM FAKULTETU U RIJECI

U nastavi Nacrtne i Primijenjene geometrije na Gra-
devinskom fakultetu u Rijeci (na VI. 1 VIL stupnju) svake
se godine uvodi ponesto novoga. Koristi se sve §ira lepe-
za nastavnih metoda, sredstava i pomagala, a od ove je
§kolske godine nastavni program obuhvatio i neke nove
teme potrebne za kompjutorsku grafiku (osnove per-
spektive, osnove kompjutorske grafike, geometrijske
transformacije, uvod u CAD).

Osim preporucene klasi¢ne literature (11 domacih i
stranih knjiga), studentima se (ve¢ niz godina) dijele se-
parati za svako nastavno poglavlje uz preporuku da ih
prouce odmah nakon predavanja, prije vjezbi. Prosle je
godine u upotrebu usla i nova, jako dobra metodicka
zbirka zadataka “Konstruktivna geometrija” (Babic,
Gorjanc, Szirovicza, Sliep&evic).

Nova nastavna poglavlja redovita su prilika za geometr-
ijski pogled na gotove objekte iz inZenjerske prakse, za
“ekskurziju” putem videomaterijala. Videosnimke
obraduju geometrijske teme poput predavanja na terenu.
Isti¢e se geometrija objekta i uodava geometrijski prob-
lem za koji treba dati rjeSenje. Neke od njih studenti
rjesavaju na vjeZbama. Gotovo ¢itavo gradivo Nacrtne i
Primijenjene geometrije moZe se ilustrirati primjerima
iz prakse. Da bi takav primjer postao zadatak, didaktic¢-
ki ga se oblikuje, npr. u obliku programiranih sekvenci
na grafo-folijama za projiciranje.

Kompjutor kao pomagalo

U nastavi Primijenjene geometrije jo§ od 1988. godine
koristim kompjutorski program (izraden za Commodore
Amigu 500) za poglavlje “plohe” [5]. Pomocu njega na
predavanjima se dinamicki vizualizira nastanak neke
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plohe (slika 3), a na vjezbama svaki student moZe pro-
vjeriti rjeSenje svog zadatka. Bira se vrsta plohe, tocka
se zadaje s tri koordinate, a na ekranu se promatra dina-
micko nastajanje plohe (kosa projekcija). Odabirom rav-
nine projekcije dobiva se nacrt, tlocrt ili bokocrt u kosoj
projekciji. Program je prezentiran na medunarodnom
skupu geometricara (Plitvice 1988. godine).

Slika 3

Na skupu u Becu 1992. godine prezentirane su test-ver-
zije programa CAD3D i CADDG za nacrtnu geometri-
ju. Tom sam ih prilikom dobila i upotrebljavam ih u nas-
tavi od 1993. godine. U Nacrtnoj geometriji koristim
oba programa, a u Primijenjenoj AutoCAD i CAD3D,
koji omogucava modeliranje geometrijskih objekata u
3D prostoru kao i neke obrade: presjeci, prodori, vidlji-
vost, konture, prodorne krivulje. (slika 4 i slika 5)

A
e

Slika 4

Prikazi su brzi i lijepi, u boji ili u nijansama osvjetljen-
ja. Boja pridonosi jasnoci i izraZajnosti. Studenti su jako
dobro primili novost, a od prosle skolske godine pro-
grame mogu koristiti u kompjutorskoj ucionici i kod
kuce.
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Slika 5

Za vizualizaciju izvodenja pravc¢astih i drugih ploha ko-
ristim neke mogucénosti AutoCAD-a (EDGESURF, REV-
SURF, RULESURF, TABSURF).
Zbog neopremljenosti naseg fakulteta kao i zbog velikog
broja studenata, vizualizacije na kompjutoru u sklopu
predavanja moraju biti kratke i organizirane u grupama.
Na vjezbama, medutim, studentima je omoguceno kom-
pjutorsko rjeSavanje zadataka (rezervirala sam kompju-
torsku ucionicu u vrijeme vjezbi). Graficka realizacija
rjeSenja moZe se obaviti klasi¢no ili uz pomoé kompju-
tora (kad trebamo brzinu, dinami¢nu sliku itd.). Primje-
naovog CAD programa, specijaliziranog za nastavu na-
crtne geometrije, jednostavnog za pristup (studentima
ne treba ni sat vremena da ga upoznaju), pokazala je niz
prednosti:

* Obogacuje, olaksava i individualizira nastavu.

* To je interaktivna grafika koja omogucava izravan unos
3D podataka i automatski generira projekcije.

(slika 5)

* Studenti lak$e uce prikazivati trodimenzionalni pros-
tor u pridruzenim projekcijama i iz projekcija stvarati
sliku u prostoru.

* Studenti imaju inicijativu, razmisljaju samo o geomet-
riji i dobivaju novu slobodu rada s prostornim objekti-
ma.

 Zahvaljujuci brzini povecava se interes, motiviranost i
kreativnost pri rjeSavanju zadataka.

* Stjecu se prva iskustva s CAD-om koja su dragocjena
u kasnijem ucenju nekog kompliciranog poslovnog
CAD paketa.

Novosti u vjezbama

Vjezbe, u kontinuitetu s predavanjima, radnog su kara-
ktera (konstrukcijske). Tiskani zadaci za svaku vjezbu
dijele se nakon svakog predavanja kako bi se studenti
pripremili i naveli da proude literaturu i separate. Od
studenata se trazi da aktivno dodu do rjesenja. Vjezba je
metodicki koncipirana i sadrzi zadatke za izradu na vjez-
bama, one programiranog tipa za samostalno ucenje i
nerijeSene zadatke za provjeru kod kuce. Kako za kon-
struktivni dio rjeSavanja zadatka na kompjutoru treba
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znatno manje vremena nego klasi¢nim crtanjem, moZze
se umjesto jednog rijesiti nekoliko zadataka. (Nazalost,
kako su grupe za vjezbe i dalje brojne, studenti se izmje-
njuju za kompjutorima pa se ustedeno vrijeme ponovno
gubi.) U toku istog tjedna pregledava se cijela vjezba
svakog studenta, daje mu se individualna povratna in-
formacija i pomod. Taj posao obavljaju demonstratori.
Listovi koji se tuSiraju nazivaju se “grafi¢kim radovi-
ma” za koje se zadaci dobivaju unaprijed i individual-
no. Nakon pripreme kod kuce studenti na vjeZbama iz-
raduju rjeSenja u olovci, a zatim u malim grupama uno-
se podatke i pokusavaju svoje rjeSenje izvesti pomocu
programa CADDG ili CAD3D. Ovo daje novu dimen-
ziju nastavi, naro€ito se doima brzina kojom se dolazi
do grafi¢kog rjesenja. Kako su izbornici na njemackom
jeziku, studenti dobivaju tiskanu shemu izbornika i po-
dizbornika s prijevodom.

Studenti pri obrazlaganju svojih radova izlaZu na ploci
tiskane slike kompjutorskih rje§enja: kao Zi¢ani model,
s rijeSenom vidljivosti, osjen¢ano, uklonjen jedan dio
itd. Ovim postupkom cijela grupa dobiva uvid u sve za-
datke.

Prilikom ocjenjivanja vrednuju se sve vjeZbe iz nekog
poglavlja, usmena obrana tusiranog rada pred cijelom
grupom i sam rad. PoZeljno je da nastavnik koji konci-
pira cjelokupnu nastavu vodi izradu individualnih rado-
va, kompjutorsku obradu vjezbi, rekapitulaciju i ocjenji-
vanje. U klasi¢nim dijelovima vjezbi poZeljni su mladi
suradnici.

Anonimna anketa provedena medu studentima u dvije
protekle skolske godine nakon prvog semestra pokazala
je da uz ovako koncipiranu nastavu ¢ak 93% studenata
radi i samostalno u toku semestra (13% intenzivno, a
-80% povremeno). Zanimljivo je da nitko ne daje nekom
drugom da mu naknadno izradi vjezbu.

Na nasem je fakultetu novost da se ispit moZe polagati
parcijalno, kroz kolokvije. U skolskoj godini 1995./1996.
na L. kolokviju, koji obuhvaca temeljna znanja iz Nacrtne
geometrije do ukljudivo geometrijskih tijela u opcem
poloZaju, odaziv studenata bio je izuzetno velik. Kolok-
viju je pristupilo 78 studenata, od ukupno 91 koliko ih
stvarno studira na VIL stupnju (bez ponavljaca). Bio je
31 pozitivno rijeSen rad. Drugi kolokvij poloZila je vecina
studenata koji su poloZili i prvi. Tako je usmeni dio ispi-
ta, vec prije ispitnih rokova, polozilo 26,4 % studenata.
Postignute ocjene su: izvrstan 29,2 %, vrlo dobar 25 %,
dobar 29,2 % i dovoljan 16,6 %. Od ukupnog broja stu-
denata koju su polagali putem kolokvija, njih 20 % nije
uspjelo poloziti ovaj ispit .

ZAKLJUCAK

Nacrtna geometrija ima i imat ée ulogu u razvoju teh-
nike. Stoga ovaj kolegij mora imati puno sluha za buduce
potrebe inZenjera i s njima uskladivati nastavne sadrZa-
je. Studente valja nau¢iti misliti u trodimenzionalnom
prostoru, dati im priliku da rijese velik broj zadataka
(idejno i graficki) te im omoguditi da crteZe izraduju i
pomocu kompjutora. Treba nastojati da veci broj zada-
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taka bude povezan s inZenjerskom praksom te da stu-
dent bude $to aktivniji sudionik nastavnog procesa.
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BRANKO KUCINIC

200 godina sustavnog
grafickog komuniciranja

rafi¢ka komunikacija po¢inje u praskozorje ci-

vilizacije. Jo§ kad je na§ prasugradanin Homo

krapiniensis junior napustio §pilju, bio je pri-
moran graditi sklonista. Taj posao je nuzno usavrsavao
sve do stupnja kad je zatrebao pomoc rodaka. Da bi os-
tvario svoju zamisao (projekt) morao je pomagacima
objasniti (opisujuci) §to zeli. Kad ni to ne bi bilo do-
voljno, $arao je po pijesku (geometrizirajuci). Dakle, opis
i geometrija, odnosno opisna geometrija.' Prastarog li
naziva!
Prodose mileniji. Civilizacija ostavlja mnoge tragove,
prvenstveno iz podruéja gradenja: Babilon, Gr¢ka, Egi-
pat... sve do renesanse i do suvremenog gradenja. Nailaz-
imo na niz vrlo sloZenih i krajnje precizno izvedenih
gradevina, koje su zahtijevale isto tako precizne pred-
loske, graficke zapise, razradene zamisli. Kako druk¢i-
je izvesti uske kanale kroz masu piramida kroz koje se u
stanovitom trenutku vidi odredena zvijezda?
Kako isklesati na zabatu grékog hrama elipti¢ni otvor
da bi promatra¢ vidio kruznicu (Apolonije)? Kako bez
korektnih grafickih zapisa izvesti montazne elemente
kupole Sibenske katedrale? O¢ito je da su graditelji vla-
dali razli¢itim metodama projiciranja prostora, jer druk-
¢ije nije moguce zamisliti svekolike gradnje.
Gotovo ni jedna spoznaja ljudske vrste nije drzana u
vecoj tajnosti. Ne postoje bilo kakvi zapisi o metodama
projiciranja. Zasigurno je svaki graditelj imao svoje
metode, ali se one nisu mogle u¢iti. Prenosene su i ¢u-
vane kao najveca cehovska tajna. Kako se s vremenom
povecao broj poznavatelja koje od (ne jo§ univerzalnih,
matemati¢kih) metoda, tajna je postala drzavna i, poseb-
no, vojna.
Tesko je to danas shvatiti kad je svijet preplavljen infor-
macijama grafickog porijekla, ne samo onim sloZeni-
jim, matematickim, projekcijskim, nego i sasvim obic-
nim, trivijalnim znakovima. Jasno je da ¢ovjek danas
moZe opstati prvenstveno ako vlada osnovnim znanji-
ma: ¢itati, pisati. racunati i graficki komunicirati. A sve
se to uci. Sustavno.
Zivot bez graficke komunikacije danas je nezamisliv.
Kako bi bilo voziti automobil i opaziti veliki pano na
kojem pise: “Naici cete na vrlo ostar desni zavoj, pa radi
toga smanjite brzinu na 30 km/h”, i to jo§ recimo na
madarskom jeziku. Kako ce na istom velikom gradilistu
suradivati hrvatski, japanski i njemacki graditelji ako

' U Hrvatskoj je ponajprije upotrebljavan korektan prijevod iz fran-
cuskog originala — opisna geometrija. Kasnije je iz ruskog preko
isto¢nih krajeva usao sasvim neadekvatan naziv — nacrtna geo-
metrija. Ovu nezgrapnost neki su autori izbjegavali upotrebljavajuci
strani naziv — deskriptivna geometrija. Predlazem da se vrati hrvat-
ski naziv, dakle, opisna geometrija.

8 R+ <
Gaspard Monge (1746.-1818.)

pritom ne govore istim stranim jezikom (recimo, engle-
skim). Odgovor je nedvosmislen — matematicki preci-
zan grafic¢ki izrazaj najuniverzalniji je jezik sporazumi-
jevanja.

Prve je zapise o projiciranju prostora ostavio veliki Le-
onardo, no rije¢ je o centralnom projiciranju (perspekti-
va), kao samostalnoj metodi, namijenjenoj prvenstveno
likovnom izrazavanju. U “obi¢nom” svijetu vlada u tom
podruéju jo§ uvijek mrak, sve do Napoleona.

Veliki imperator imao je malo prijatelja, a medu malo-
brojnima zasigurno najistaknutije mjesto zauzima ma-
temati¢ar Gaspard Monge (1746.-1818.) Ovaj izuzetno
talentirani Francuz, porijeklom iz siromasne obitelji, veé
je u Sesnaestoj godini imenovan profesorom fizike u gim-
naziji u Lyonu. No karijeru je nastavio u inZenjerskoj
akademiji u Mezieresu. Tu na srecu nije mogao biti pro-
izveden u ¢in poruénika (zbog svog porijekla), pa mu
je. pored za njega trivijalnih poslova (crtanje karata),
ostalo mnogo vremena za matematiku, napose geomet-
riju, kojoj je bio izuzetno sklon. No sklonost je pokazi-
vao i prema umjetnosti, gdje se razvio u vrsnog pozna-
vatelja. Obje su te sklonosti odredile njegov buran i bogat
Zivot.

U vojnoj $koli dugo je rjesavan problem kako sagraditi
utvrdu tako da ni jedan njen dio ne bude izloZen nepos-
rednoj neprijateljskoj vatri. Monge donosi brzo i, kako
se pokazalo, ispravno rjesenje, a da se uopce nije pos-
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luzio muénim i dugotrajnim aritmetiziranjem. Cista ge-
ometrijska metoda, kojom se posluzio, nije do tada bila
poznata, pa je odmah proglasena najstroze ¢uvanom
tajnom. U tom je smislu Monge morao i prisegnuti te se
petnaestak godina nije znalo da je otkrivena opisna ge-
ometrija.

Tek kada je u opéem zamahu liberalizma u Parizu stvore-

na Ecole Normale, dopusteno je novom profesoru Gas-

pardu Mongeu drzati javna predavanja o toj metodi

(1794.), a godinu dana kasnije objavljena mu je i knjiga

Géometrie descriptive. Veli¢ina Mangeove ideje prije

svega je u nevjerojatnoj jednostavnosti. Lagrange, koji

je slusao nastupno predavanje 1794. i ponovljeno 1796.

u Ecole Polytechnique, izjavio je: »Prije no §to sam ¢uo

Mongea nisam znao da znam opisnu geometriju.«

Zasto nesto tako jednostavno nije otkriveno prije? Po-

najprije zbog cehovske tajne, ali i zato §to je trebalo raz-

viti koordinatno razmisljanje o prostoru. Svemu je, dakle,
trebao prethoditi jedan Dascartes. A Monge je upravo
ortogonalno projiciranje prostora povezao s koordinat-
nim razmisljanjem, tako da prostor projicira istovremeno
na dvije medusobno okomite ravnine. Pritom, iz prak-
ti¢nih razloga, jednu uzima horizontalno, a drugu ver-
tikalno. Nakon projiciranja, oko presje¢nice (0s X), raz-
vija ravnine u jedinstvenu ravninu (crtaci stol) te trodi-
menzionalne oblike prikazuje dvjema povezanim dvodi-
menzionalnim slikama. Ovaj postupak omogucava
razmisljanja u dva smjera: iz prostorne tvorevine dobiti
projekcije, ali i iz projekcija jednozna¢no rekonstruirati
prostornu tvorevinu. Upravo tu leze korijeni industri-
jskoj revoluciji u posljednja dva stoljeca jer kako bi dru-
gacije bilo moguce konstruirati silne strojeve (nazalost

1 oruzja).

Monge uvodi dvije osnovne grupe odnosa:

* polozajni odnosi — projekcije elemenata, tj. tocke,
pravca, ravnine. Toc¢ka na pravcu, sjeciste pravaca, pra-
vac i to¢ka u ravnini, presjek dviju ravnina, probodiste
ravnine pravcem, paralelnost...

* metricki odnosi — prave veli¢ine duzine, kuta i liko-
va, likovi u ravnini zadanih veli¢ina, okomitost...

Ove dvije grupacije omogucuju razrjesenja i najsloze-
nijih prostornih odnosa, kao npr. istrazivanje prodora
dviju ploha, dirne ravnine i normale, sjene, izofote itd.
Nije se Monge zaustavio samo na opisnoj geometriji. I
danas su cijenjeni i poznati njegovi radovi iz podrucja
diferencijalne geometrije, gdje je istrazujuci zakriv-
ljenosti ploha zapravo prete¢a Gaussa i Riemana. Iz tog
razdoblja potjece i danas vazna Mongeova diferencijal-
na jednadzba te Monge-Ampereova parcijalna diferen-
cijalna jednadzba.

Monge je brzo i jednostavno postao ¢lanom Francuske

akademije, ali je nakon Napoleonova pada izbacen, kao

1 neki drugi imperatorovi prijatelji. Nisu pomogle niti

velike zasluge koje je Monge imao i izvan matematicke

domene.

Napoleon je, naime, imenovao Mongea Sefom ekipe koja

je po Italiji skupljala slike, kipove i druge umjetnine §to

su ih Talijani trebali “pokloniti” kao svoj doprinos za
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pokrivanje troskova imperijalnih ratova. Kako ovo zvu¢i
poznato danas u Hrvatskoj! Ova pljacka jenjala je tek
onda kad su napunjeni Louvre i neki drugi sabiralisni
centri. Sli¢na je pljatka ponovljena jos§ jednom — pri-
likom Napoleonova pohoda na Egipat. Taj put Monge
je za suradnika imao jo§ jednog matemati¢ara, puno mla-
deg Fouriera. Egipcani nisu “poklanjali” svoje umjetni-
ne. Njih je naprosto trebalo civilizirati, a njihovu umjet-
nost spasiti od njih samih te zbog ¢uvanja prenijeti u
Louvre. Danas se svijet divi francuskim zbirkama, a po-
sebno su u Louvreu znacajni talijanski i egipatski odjel.
Zbog starosti Monge, na svoju srecu, nije sudjelovao u
pohodu na Rusiju.

Zahvaljujuci svojoj krajnjoj jednostavnosti Mongeova
opisna geometrija brzo se prosirila Europom. Valja
spomenuti neke matemati¢are koji su sudjelovali u njenoj
doradi i razradi: Mannheim, Gourniere, Wiener, Fiedler,
Pesehka, Loria, Rhon, Miiller, Majcen, Nice. Sama je
teorija vrlo brzo postala dorecena te se gubio interes
matemati¢ara za to podrucje, a rastao interes konzume-
nata. No da bi se i s matematicke pozicije moglo prido-
nijeti Sirenju sadrZaja i metoda opisne geometrije treba-
lo je razvijati neke druge teorije. Tako uoc¢avamo
neposredni utjecaj narazvoj projektivne geometrije, po-
sebno sinteticke (Desargues, Pascal. Steiner, Raye ...
Cetveruhin, Majcen, Nice). Uzajamnim djelovanjem tih
dviju teorija stvorena su posebna podruéja opisne ge-
ometrije, kao ciklografska projekcija, kotirana projekc-
ija, aksonometrija, perspektiva, anaglifna perspektiva,
fotogrametrija...

Pogledamo li nizove imena u prethodnom odlomku lako
je uociti da oba niza zavravaju s dva zagrebacka matem-
aticara te je ovo prilika da se i o njima ponesto kaze.
Istaknuti geometricar svjetskog glasa akademik Juraj
Maijcen bio je vrstan istrazivac i pedagog. Njegovo naj-
znacajnije djelo je otkrice jednog kubi¢nog kompleksa.
Okupivsi oko sebe nekoliko mladih matematicara, stvo-
rio je ono §to su u svijetu nazvali “zagrebackom geomet-
rijskom $kolom™. Njegov je znanstveni opus relativno
skroman jer je mlad umro. No s danasnje pozicije gle-
dano, njegov je najveci doprinos hrvatskoj matematickoj
znanosti u tome §to je u svijet geometrije uveo Vilka
Nicea.

Vilko Nice (1902.-1987.) svakako je bard hrvatske ge-
ometrije. Taj akademik, okorjeli sinteticar i pedagog.
ostavio je iza sebe opus od 71 znanstvenog rada i 6 knji-
ga, ¢cemu treba pridodati veci broj mentorstva, dakle
“njegovih™ doktora i magistara znanosti. Golem je broj
matematicara i inZenjera kojima je Nice u Zivom sjeca-
nju.

Osim §to je gostovao na Prirodnoslovno-matematickom
fakultetu u Zagrebu (Nacrtna geometrija II i III, Sin-
teticka geometrija, Poslijediplomski studij) i drugdje,
radio je stalno najprije na Tehnickom fakultetu, zatim
na AGG fakultetu te najzad na Arhitektonskom fakultetu.
Kraj rata 1945. zatekao ga je na duznosti dekana Teh-
ni¢kog fakulteta, gdje je od razaranja spasio biblioteku
AGG fakulteta te laboratorije Zavoda za mehaniku. Na-
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Vilko Nice (1902.-1987.)

kon rata bio je u zvanju degradiran te je iz poc¢etka, po
drugi put, gradio sveucili$nu karijeru. Za razliku od dru-
gih profesora sli¢ne sudbine, valjda greskom, nije reha-
bilitiran.

Nice je bio prototip pravog gospodina i veliki covjek.
Njega bi ¢ak i Diogen pronasao. Gotovo uvijek s leptir-
-kravatom i u lovackom hubertusu, okupljao je velik broj
prijatelja, medu kojima su se isticali matematicar
Blanusa, arhitekti Deuzler i Vrkljan te geodet Macarol.
Podru¢je njegova znanstvenog djelovanja neobi¢no je
Siroko — od istraZivanja krivulja i opcih i pravcéastih
ploha, preko specifi¢nih izvodenja: cisoidalnog, nozis-
nog, preko sustavno izvedenih kvadratnih transforma-
cija, pa do krune njegova djelovanja: ¢etiri kompleksa
vezana uz pramenove polarnih prostora kvadrika. Jedan
od ta cetiri kompleksa usao je u svjetsku literaturu kao
Niceov kompleks.

Mnogo je matematic¢ara koji su suradivali s Niceom ili
nastavili njegovo djelo. Spomenimo svjetske: Decuy-
per (Francuska), Bothema (Nizozemska), Hohenberg
(Austrija), Wunderlich (Austrija), Brauner (Austrija),
Mateski (Madarska), Vujakovi¢ (BiH)...

Valja spomenuti i domace (tzv. Ni¢eovu §kolu): Palman,
Dockal, Scuri¢, Kucini¢, Kranjcevic, Hopyatic, Sliep-
¢evic, Gorjanc, Saler....

Utjecajem sinteti¢ke geometrije na opisnu geometriju,
a posebno potrebom prilagodbe na primjenu u pojedin-
im tehni¢kim znanostima, danas se u svijetu pojavljuju
modificirane geometrijske discipline kao $to su primi-
jenjena geometrija, konstruktivna geometrija, geometr-
ija u tehnici ili poblize “Baugeometrie” i sl. Ovaj trend
neovisno je zapoceo u Kijevu, Zagrebu i Grazu, da bi
do sada u najvecem dijelu Europe postao standardan.
Kompjuterska grafika jos je suvise blizu da bi s odstoja-
nja mogli ocijeniti njenu pojavu. Zasad je ona samo jed-

no vrlo precizno i nadasve mocno sredstvo za crtanje.
Dosta je pokazatelja po kojima ¢e kompjuterska grafika
postati i znatno vise od toga.

Valja jos ponesto reci i o pedagoskom aspektu u odnosu
na spominjane teorije. Kako je solfeggio jedino sred-
stvo da se glazbeni sluh razvije i u¢ini stvaralackim, tako
je 1 prakticiranje opisne geometrije jedini pedagoski i
psiholoski nacin da se na zadovoljavajucoj razini razvi-
je prostorni zor, tj. sposobnost korektnog i kreativnog
moguce razviti nikakvim sredstvima. Isto tako ima ljudi
kojih je prostorni zor apsolutno mrtav. Prvi ne mogu biti
dirigenti, dok potonji nipo$to ne bi smjeli imati pristupa
tehnici, iako mogu biti matematicari nekog dugog pro-
fila. Zato i nije cudno da ima matematic¢ara koji ne pod- -
nose geometriju realnog prostora. Jos je Hermite u Mon-
geovo doba rekao: »Ne mogu opisati napore na koje sam
bio osuden da razumijem nesto od dijagrama deskrip-
tivne geometrije, koju mrzim.« Za one kod kojih nije
izgubljena sva nada postoje danas izvanredne pedagoske
metode, kao §to je linearno programiranje u okviru kib-
erneticki zasnovane nastave. To je jo§ jedno podrudje
gdje je Zagreb odigrao pionirsku ulogu te postoji svjet-
ski priznat “zagrebacki model”, koji se primjenjuje npr.
u Parmi i Bruxellesu. Svrha te metode je da se efikasno
1 “neosjetno” postignu odredeni rezultati. U igri je zapra-
vo “kafkijanizam” i metamorfoza osjeta prostora — ne-
osjetno i nesvjesno prema uzrocima.

Danas dozivljavamo pocetke direktnog trodimenzion-
alnog (virtualnog) prikaza prostora pomocu elektronike.
Buduci da je omoguceno i direktno trodimenzionalno
racunanje, tesko je i zamisliti kakva nas buducnost ¢eka.
Ako je zavrSetak drugog tisucljeca obiljezen naftom,
ugljenom i Zeljezom, onda je silicij pocelo poéetka treceg
milenija.
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Programi CAAD

(Computer Aided Architectural Design)

Projektiranje arhitektonskih gradevina sloZen je
proces koji se sastoji od vise faza. Danasnja racunala
i sve savrieniji programi pokrivaju gotovo sve faze
ovog procesa, od idejnih rjiesenja (arhitektonske
koncepcije), izrade crteza gradevine, popratne
tehnicke dokumentacije do fotorealistickih prikaza
buduce gradevine i njene animacije u stvarnu sliku. U
ovom clanku dotaknut ce se mogucnosti programa i
dijelovi programskih paketa namijenjeni izradi 2D

crteza i 3D modela na PC racunalima.

rhitektura je spoj tehnicke i likovne kreativnosti

s tehnickim i tehnoloskim elementima. Iz ovoga

treba zakljuciti da racunalo i programska po-
drska trebaju pomo¢i arhitektu — projektantu pri izradi
projekta, a ne ga ograniciti svojim mogucnostima. Mnogi
misle da ée rac¢unalom rijesiti sve probleme. Ono je tu
da nam pomogne, a ne da nas ograni¢i u naSem radu i
masti. Ponekad ¢e nam pomo¢i pri definiranju formi i
oblika koji dolaze iz nekog “drugog svijeta” nama do
tog trenutka nepoznatog. Oni mogu dopuniti nada raz-
misljanja, ali nas ne smiju lisiti subjektivnog ocjenjiva-
nja.

ZORAN VERSIC

Prozor za definiranje parametara - Program ALLPLUS

Na trziStu u svijetu postoji velik broj programa nami-
jenjenih izradi arhitektonskih crteza i modela u raznim
fazama izrade, i to od programa za konceptualno 3D
modeliranje, 2D tehnic¢ko crtanje, 3D modeliranje. do
programa za fotorealisticko prikazivanje i animaciju.
Danasnja sve brza racunala velike memorije. program-
ski paketi velike jednostavnosti koristenja i opreme za
kona¢nu prezentaciju i vizualizaciju u¢inili su racunalo
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Definiranje parametara za iscrtavanje stubista

gotovo nezmjenjivim segmentom u procesu nastajanja
gradevine, od ideje do realizacije.

Sredinom osamdesetih go-
dina, dolaskom na trziste
osobnih rac¢unala i njiho-
vom dostupnoscu Sirem
krugu ljudi poéinje i njiho-
va veca primjena u arhitek-
tonskom projektiranju. Pr-
va racunala 1 programi za
crtanje omogucili su koris-
nicima da umjesto po pa-
piru iscrtavaju linije po

crtaca (plotera) iscrtavali na medij (papir) za daljnju upo-
trebu.

Napredak pri izradi projekata dolazi do izrazaja kod
pojave programa s mogucnoscu 3D modeliranja (solid
modeling). Ovi programi sastavljaju gradevinu od os-
novnih elemenata. Proces sastavljanja modela svodi se
na superpoziciju skupova elemenata. U svakom trenutku
moguce je iz odredenog kuta pogledati model i odlug¢iti
se za izbor varijanti.

Dodatna pomoc stize pojavom programa s bazom ele-
menata i simbola u 2D i 3D. Gotovo svake godine pro-
izvodaci programa izlaze na trziste s novim programi-
ma i doradenim verzijama postojecih. Svima je u inte-
resu §to viSe se dodvoriti korisnicima i omoguciti im §to
jednostavniji rad na njihovim paketima.

AUTOCAD

Jedan od prvih proizvodac¢a programa namijenjenih izra-
di tehnickih crteza je Autodesk. On je sa svojim progra-
mom AutoCAD dozivio trinaestu verziju te krece dalje.
Prve verzije programa omogucavale su izradu 2D crteza
bez realnih 3D mogucnosti. Svaki prostorni problem
morao je rijesiti sam korisnik, a svaka se projekcija
(tlocrti, presjeci, procelja) morala posebno iscrtavati.
Posljednje verzije uz 2D crtanje imaju mogucnosti pot-
punog modeliranja (solid modeling). Da bi prilagodili
program arhitektima, Autodesk je razvio i ponudio pro-
gramski paket AEC kao dopunu i nadogradnju osnovnog
AutoCAD programa.

ARCHICAD

Drugi program namijenjen iskljucivo arhitektima je Ar-
chiCAD proizvodaca Graphisofta. Program, koji poce-
tak biljezi kao programski paket namijenjen radu na

ekranu. Nije bilo razlike u
tome tko koristi program za
tehnicko 2D ctranje: stro-
jari, gradevinari, arhitekti...
To su bili programi koji su
se koristili poput elektron-
skih crtacih pera. Prilikom
crtanja grske su se brzo is-
pravljale. crtezi su se lako
prebacivali u mjerilo prema
potrebi faze za koju su bili
namijenjeni i zatim se po-
mocu pisaca (printera) ili

Automatsko crtanje stubista u cetiri projekcije. Izmjena detalja u bilo kojoj
projekciji izmjenjuje sve ostale prikaze.
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Fotorealisticki prikaz stubista

Apple Macintosh racunalima, od verzije 4.1 prilagoden
je i za rad na PC racunalima. Pri izradi crteza (modela)
koriste se posebni alati koji se odabiru na ekranu i po-
mocu kojih se crtaju konstruktivni i ostali elementi gra-
devine. Problemi se javljaju kod netipi¢nih konstrukci-
ja gdje za prikazivanje treba ovladati programskim jezi-
kom za programiranje oblika.

ALLPLAN

Nedavno se na nasem trziStu pojavio program ALLP-
LAN proizvodaca Nemetschek iz Njemacke. Program
se temelji na tridesetogodisnjem prakticnom iskustvu
gradevinskog biroa prof. Nemetscheka, gdje vise od 450
suradnika (pretezno arhitekata i gradevinskih inzenjera)
radi na razvoju programa. Ovaj CAD sistem prihvacen
je na trzistu Europe pa se moZe ocekivati da ¢e i kod nas
zauzeti ¢elnu poziciju.

Program na trziste dolazi kao ALLPLAN 300, osnovni
modul za crtanje i konstruiranje u 2D i 3D, ili kao pro-
gram dograden ostalim modulima za pokrivanje svih faza
projektiranja (statika, troskovnici, poslovanje...). Pro-
gram koristi unaprijed definirane elemente iz postojece
baze ili novounesene elemente. Automatski konstruira
presjeke i kotira crteze. Rad sa 3D tehnikom ravnina i
viseslojnim pregradama vrlo je jednostavan. Prilikom
crtanja postoji mogucnost kontrole prostornog prikaza,
izracunavanja povrsina, kontrole koli¢ine materijala
(dokaznica mjera), kontrole cijene...

Program sadrzi bogati katalog simbola u 2D i 3D (arhi-
tektura, instalacije, urbanizam...). Konstruiranje stubista
je automatsko prema definiranim parametrima stubista.
Program razvijen u Njemackoj koristi se pri prikaziva-
nju proracunima i podacima iz DIN-a. U zemljama gdje
ovaj program ima veci broj korisnika proizvodaci su ga
doradili prema zakonima i normama koje vrijede u tim
~ zemljama. Nadamo se da ce tako biti i kod nas. A do
tada moZemo koristiti ovaj programski paket u njego-
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vom izvornom obliku.
Navedeni u ovom ¢lanku, kao
i niz ostalih kvalitetnih, naSem
trziStu manje poznatih progra-
ma namijenjenih arhitektima
rade na principu pokrivanja go-
tovo svih faza izrade arhitek-
tonskih nacrta i dokumentaci-
je. Kod vecine programa pos-
toji mogucnost njihovog medu-
sobnog komuniciranja s fileo-
vima formata DXF, a kod po-
nekih i s DWG formatom.

U pocetku projektiranja gotovo
svi programi mogu prenijeti
snimljene situacije terena
pomocu digitalizatora u sam
program i dalje ih obradivati.
Pri izradi crteza (modela) ko-
riste se posebni alati koji se
odabiru na ekranu i pomocu

kojih se crtaju konstruktivni i ostali elementi gradevine.
Npr. za crtanje pregrada - zidova sastavljenih od vise
slojeva, dovoljno je definirati ih u podmeniju, a zatim
samo crtati obrise tlocrta i na ekranu ce se pojaviti slo-
jevita pregrada — zid. Otvori u zidovima (prozori, vra-
ta...) takoder se definiraju u podmeniju, a zatim se uba-
cuju u crtez. I ostali elementi unose se na sli¢an nacin ili

Ubacivanje modela u foto prikaz
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se koriste gotovi elementi iz baze — biblioteke.
Promjene na samom elementu iz baze mijenjaju
vec ucrtani element u crtezu. Ako zelimo prom-
ijeniti tip prozora predvidenog u prethodnoj fazi
crtanja dovoljno je izmijeniti ga kao element u
bazi i svi prozori crtani kao taj element bit ce
izmijenjeni.

Programi koriste vlastitu biblioteku elemenata i
simbola, omogucuju izradu i dopunu biblioteke
prema zahtjevima korisnika ili koristenje elek-
tronskih kataloga proizvodaca.

Prilikom crtanja visekatnih gradevina kod kojih
se ponavljaju isti tlocrtni rasporedi katova, pro-
gram te katove jednostavno kopira na druge vi-

Animacija i prezentacija modela

sinske kote. Eventualne razlike lako se ispravlja-
ju. Kod projektiranja je moguce mijenjati ras-
pored elemenata na jednom katu, a program ce
automatski unositi izmjene i na ostale katove.
Crtanje kosih krovova i otvora na njima vrlo je
brzo i jednostavno.

Crtanje i prikazivanje presjeka kroz definiranu
gradevinu takoder je vrlo jednostavno. Odredi se
ravnina presjeka u tlocrtu i u tom trenutku pro-
gram iscrtava presjek. Dijelovi crteza se prema
potrebi mogu uvecavati i izdvojeno iscrtavati kao
detalji.

Programi omogucuju i automatsko vodenje do-

Urbanisticki planovi integrirani u realnu fotografiju
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kaznice mjera koja se moze pregledati u bilo kojem tre-
nutku.

Velika je prednost ovih programa §to omogucuju dodat-
nu obradu iscrtanog modela gradevine za prezentaciju.
Plohama se mogu dodati razni atributi: boja, tekstura,
prozirnost, refleksija; model se moZe smjestiti u prostor
(digitaliziranu sliku), mozemo mu odrediti rasvjetu i nje-
ne atribute te dobiti fotorealisti¢ki prikaz. Ti se prikazi
mogu dodatno obraditi u obliku animacije, za $to je
svakako potrebna jaca oprema.

Ovako dobiveni rezultati sigurno zadivljuju investitora,
ali su i od velike pomoci arhitektu pri provjeri elemena-
ta u prostoru i smjestanju gradevine u okolinu te mu
olaksavaju prezentaciju ideje Sirem krugu ljudi.
Konaéna faza pri razvoju 3D programa namijenjenih
arhitektima je virtualni svijet koji omogucuje korisniku
slobodno kretanje i izmjene u okviru definiranog mode-
la. Na taj se na¢in mogu konstruirati i simulirati svi pros-
tori i gradevine, provjeravati njihova funkcionalnost,
dotjerivati konstruktivni detalji te provjeriti utjecaj pros-
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tora i gradevine na buduce korisnike i
okolinu.

Ovdje su samo povr$no dotaknute mo-
gucnosti programa namijenjenih arhitek-
tima. Njihove stvarne mogucnosti poje-
dincu su gotovo nesagledive. Danasnji pro-
grami namijenjeni su izradi kompletnih
tehnic¢kih dokumentacija i vodenju poslo-
vanja, a to je posao koji radi niz struénja-
karazli¢itih usmjerenja. Svaki od njih naci
e u sklopu ovih programa podrucje svog
interesa. Daljnje upoznavanje s pojedinim
programima i nac¢inom njihovog rada ot-
vorena je tema za neku od sljedecih prigo-
da.
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Detalj primjene Mathematice u
konstruktivnoj geometriji

atekne li se pojedinac, sklon zoru, da razmislja i

zamislja unutar zakona trodimenzionalnog eu-

klidskog prostora, plohe ée mu se nesumnjivo
pojaviti kao izazov. Zanimljive su zbog svoje raznoliko-
sti, ljepote ili upotrebljivosti oblika, iznenadnog ¢ud-
nog ponasanja u okolinama nekih to¢aka i zbog jo§ mno-
go razloga, medu kojima je svakako i njihov graficki
prikaz. Svatko tko je poku§avao crtati plohe, napraviti
takvu njihovu projekciju da ih vidi i onaj tko o njima
nista ne zna, iskusio je zahtjevnost ovoga posla. Od oda-
biraili stvaranja mreZe linija (¢ije iscrtavanje daje iluzi-
ju trodimenzionalnog u dvodimenzionalnom), usugla-
§avanja vrijednosti odredbenih parametara projekcije i
same plohe, do pojave dobrog i to¢nog crteza koji jasno
prikazuje oblik plohe, nije lagan put. Prva pomisao onoga
koga plohe nastave zanimati jest da mu ih netko drugi
crta. Taj drugi, jasno, ne postoji. Druga ideja, upotreba
racunala, za nekog neviénog programiranju (iako on
moZe imati ozbiljnih geometrijskih razmisljanja o plo-
hama), donedavno je bila iluzorna.
Nije mi namjera davati pregled grafi¢kih mogucnosti u
Mathematici. Onome koga to zanima preporucujem, za
verziju 2.2, knjigu C. Smitha i N. Blackman The Mat-
hematica Graphics Guidebook (with disk). A kad sam
vec kod literature, vrijedi pogledati barem slike topo-
loskog “izvrtanja” kugle (Silvio Levy, Visualizing the
Eversion of the Sphere, The Mathematica Journal, Vol.
6. Issue 1, 1996.). Sto ée biti u verziji 3, koja samo 3to
nije stigla, ne znam. Prica se, a ima razloga povjerovati,
da joj je grafika odli¢na.
Zeljela bih na samo nekoliko primjera (koje studenti
nasih tehnickih fakulteta obraduju u okviru geometrij-
skih predmeta) pokazati kako je u Mathematici jedno-
stavno dobiti prikladnu sliku plohe u centralnoj projek-
ciji. Zbog lakseg uocavanje naredbi, sve cu opcije koje
se odnose na izgled konkretne slike pisati kurzivom.
Naime, u primjerima koji slijede moze se izbaciti tekst
u kurzivu, a da Mathematica ipak crta sliku plohe (s
druk¢ijim pogledom, razlicite boje, itd.).
Na samom ¢u pocetku definirati tri funkcije za boju (K,
L, M), bududi da za tiskanje ovog ¢asopisa, nadam se ne
zadugo, moZemo, uz crnu, koristiti samo crvenu boju.

In[1]:=

<<Graphics‘Colors*
K[RGBColor[r_,qg_,b_]1]:=RGBColor[r,0,0]
K[GrayLevel[x_]]:=GrayLevel[x];
L[RGBColor[r_,g_,b_]1]:=GrayLevel[r g b]
L[GrayLevel[x_]]:=CMYKColor[0,1,1,0];
M[RGBColor[r_,qg_,b_J]]:=GrayLevel[(1-r)*2 r]
M[GrayLevel[x_]]:=CMYKColor[0,1,1,0]

SONJA GORJANC

Za grafi¢ku obradu ploha Mathematica u sklopu svoje
3D grafike nudi naredbu Plot3D koja je pogodna za
crtanje onih ploha ¢ije se jednadZzbe mogu prikazati u
obliku z=f(x,y). Nije pogodna za crtanje algebarskih
ploha, jer se vec kod kvadrika moZe primijeniti samo na
neke, npr. hipar.

Primjer 1

In[8]:=

Plot3D[4x y,({x,-6,6},{y,~12,15},
BoxRatios->{1,1,1},

Boxed->False, Ticks->None,Axes->False,
ViewPoint->{2,-4,0},
ColorOutput->K,Background->GrayLevel[.7] ]

Out[8]=
-SurfaceGraphics-

Za bogatiji izbor sluZe dodatni paketi. Tako se, naprimjer,
pomocu paketa ‘Shapes’ kugla, rotacijski stoZac ili va-
ljak, torus, Mébiusova vrpca i helikoid, rotirani, transla-
tirani ili afino preslikani crtaju gotovo samo ispisiva-
njem imena plohe i transformacije. Ali, samo pomocu
ovoga paketa nece se modi iscrtati prodorna krivulja
danih ploha.

Primjer 2

In[9]:=

<<Graphics ‘Shapes*

In[10]:=

Show[Graphics3D[Cone[3.5,4.5,30]],
RotateShape[Graphics3D[Cylinder[2,4,30]1],0,
Pi/2,01,

Boxed->False,

ViewPoint->{1.5,-2.5,2},
ColorOutput->L,Background->RGBColor[.7,1,1] ]
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5

Out[10]=
—-Graphics3D-

Za crtanje rotacijskih ploha odli¢an je paket ‘SurfaceOf-
Revolution’ u kojem se ravninska (zadana implicitno ili
parametarski) ili prostorna krivulja (zadana parametar-
ski) moze rotirati oko bilo kojeg pravca kroz ishodiste.
U sljedecem je primjeru prikazan dio plohe koja nastaje
rotacijom Decartesovog lista oko njegove osi simertije.

Primjer 3

In[11]:=

<<Graphics ‘SurfaceOfRevolution®
In[12]:=

Show[

SurfaceOfRevolution[
{6t/(1+tA3),6tA2/(1+tA3)},
{t,-.2,.5},RevolutionAxis->{1,0,1}],
Axes->False,Boxed->False, Ticks->None,
ColorOutput->L,

—-Graphics3D-

Ipak, ako se znaju samo osnove zadavanja ploha parame-
tarskim jednadzbama te ako se snalazimo u tri osnovna
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koordinatna sustava (Kartezijevom, cilindri¢kom i sfer-
nom) najpogodnije je koristiti paket ‘ParametricPlot’.
U Mathematici se naredbom ParametricPlot3D mogu
dobiti crtezi prostornih krivulja i ploha (ispisivanjem
njihovih parametarskih jednadzbi) bez posebnog pozi-
vanja paketa, ali se tada ne moZe, naprimjer, po volji
odabirati korak varijable, §to ¢esto smanjuje zornost pri-
kaza.

Primjer 4

Prikazati parabolicki konoid' kojeg odreduju:

parabola (y = 8, z = -0.5x>+4),

x-0s (y=0,z=0), te

direkcjska ravnina (x = 0).

Rjesenje :

Za konacne ravnalice konoida parametarske jednadzbe
gotovo su vec ispisane u zadatku, pa ih se moZe nacrta-
t1.

In[13]:=

<<Graphics‘ParametricPlot3D‘

In[14]:=
ParametricPlot3D[{{x,8,-.5x*2+4},{x,0,0}},
{x;=8.543.5; 11} ;

ViewPoint->{-3, 3, 3},

AxeslLabel->{x,y,z},
BoxStyle->{Dashing[{.01,.02}],Hue[1]},
AxesStyle->Thickness[.004] ]

-r
'
|
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'
'
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|
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'
'
|
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|

Out[14]=
-Graphics3D-

Izvodnice konida paralelne su s ravninom x = 0, tj. leze
u ravninama x = k, ke R

Kako sijeku i konac¢ne ravnalice, one su spojnice to¢aka
(k, 0,0) 1 (k, 8, -0.5k*+4), ke R.

Stoga je z = (-0.5k?+4)y/8 jednadzba izvodnice u ravni-
ni x = k, a onda

z = (-0.5x’+4)y/8 jednadzba konoida.

Za potrebe crtanja prijeci cemo na parametarski zapis.

! Konoidi su pravcaste plohe kojima je jedna ravnalica neizmjerno
daleki pravac, tj. jedan sistem njihovih izvodnica paralelan je s
jednom ravninom. Ovu ravninu nazivamo direkcijskom.
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In[15]:=

KONOID1[x_,y_J:={x,y,(-.5x*2+4)/8 y}

Sada se moze prikazati dio konoida omeden ravninama
y=0,y=81iz=0. Naistoj éemo slici iscrtati i kona¢ne
ravnalice.

In[16]:=

Show[

ParametricPlot3D[
Evaluate[KONOID1[x,yl],
{x,-2Sqrt[2],2Sqrt[2],.15},{y,0,8,8}],
%14,

Boxed->False, Ticks->False,Axes->False,
ViewPoint->{-3,3,3},

ColorOutput->L,Background->RGBColor[1,1,.7] ]

Out[16]=
-Graphics3D-

Kao ilustracija primjene ove plohe moze posluZiti:
In[17]:=
ParametricPlot3D[{{x,y,(-.5x22+4)/8 y},
{x+4Sqrt[2],y, (-.5x2+4)/8 y},
{x,y-4,(-.5x72+4)/8 y},
{x+4Sqrt[2],y-4,(-.5x*2+4)/8 y}},
{x,-2Sqrt[2],2Sqrt[2]},{y,0,8,8},
Boxed->False,Ticks->False,Axes->False,
ViewPoint->{-3,3, 3},

ColorOutput->L,Background->RGBColor[1,1,.7] ]

Out[17]=
-Graphics3D-

Primjer 5

Konoid je zadan

kruznicom (z = 0, x*+y? = 25),

pravcem (y = 0, z = -x+5), te

direkcijskom ravninom (x = 0).

Treba prikazati dio konoida omeden ravninama
2=0,z=6ix=3.

Rjesenje :

U svakoj ravnini x = k, ke (-5, 5) leze dvije izvodnice
konoida.

To su spojnice tocke (k, 0, 5-k), koja lezi na zadanom
pravcu, s tockama

(k, (25-k%)*, 0) 1 (k, -(25-k*)*, 0) na kruZnici.

Zakljuc¢ivanjem kao u prethodnom primjeru dobivaju se
jednadzbe

y = H25-x})* (x + z- 5) / (5 - x) dviju grana konoida.
Sada se mogu napisati parametarske jednadzbe.

In[18]:=

yIx_,z_1:=If[x!=5, (z+x-5)Sqrt[25-x*2]/(5-x),0];
KONOID2[x_,z_]:=
{{x,Evaluate[y[x,z]],z},{x,-Evaluately[x,z]],z}}

a onda i naredba za crtanje.

In[20]:=

ParametricP1ot3D[

Evaluate[KONOID2[x,z]],
{x,-5,3,.25},(z,0,6,6},

ViewPoint->{6,-5,7},

Boxed->False, Ticks->None,Axes->False,
ColorOutput->L,Background->RGBColor[1,1,.7] 1]

Out[20]=
-Graphics3D-

Neke plohe, konstruktivno dosta teske, koje studentima
stvaraju poteskoce pri crtanju i sagledavanju, imaju vrlo
jednostavne parametarske jednadzbe. Tako je, naprimjer,
u Mathematici posebno laka konstrukcija Pliickerovog
konoida.
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Primjer 6 Odavde se vrlo lako skrede u igru s “puzevima”.
In[21]:= In[23]:=

ParametricPlot3D[{v Cos[u],-3Cos[2u],v Sin[ul},
{v,0,4,4},{u,0,2Pi,Pi/32},

Boxed->False, Ticks->None,Axes->False,
ViewPoint->{-1.3,3,2},
ColorOutput->L,Background->RGBColor[1,1,.7] 1]

out[21]=

-Graphics3D-

U skupinu “laganih” za ParametricPlot3D spadaju i sve
vrste zavojnih ploha.

Primjer 7

Zavojnica na uspravnom valjku dana je parametarskim
jednadzbamax = Scosu, y = Ssinuiz = u.

Zavojnim gibanjem pravca, koji zavojnu os sijece pod
kutom arctan(5/3), nastaje kosa zavojna ploha.
In[22]:=

ParametricPlot3D[

{v Cos[ul,v Sin[ul],-3/5 v+u+3},
{u,-1.5Pi,2.65Pi,Pi/20},{v,0,6,6},
Axes->False, Ticks->None, Boxed->False,
ViewPoint->{1.5,-2.5,-.5},
ColorOutput->M,Background->RGBColor[1,1,.7] 1]

Out[22]=
—Graphics3D-
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GraphicsArray[ {ParametricP1ot3D[{u(Sin[v]+1)Cos[u],
u(Sin[v1+1)Sinful,u Cos[v]-ur2/8},
{u,Pi,6Pi,Pi/10},{v,0,2Pi},
ViewPoint->{1,2,2},

Axes->False, Ticks->None, Boxed->False,
ColorOutput->K1,
ParametricPlot3D[{.5u(Sin[v]+1)Cos[u]l,
.5u(Sin[v]+1)Sin[ul, .5u Cos[v]-2u},
{u,Pi/4,5Pi,Pi/8},{v,0,2Pi},
ViewPoint->{0,-2,-.5},

Axes->False, Ticks->None,Boxed->False,
ColorOutput->K1}1]

Out[23]=
—-GraphicsArray-

U ovom se paketu mogu koristiti i naredbe Spheri-
calPlot3D i CylindricalPlot3D koje su za neke sluca-
jeve (o njima, mozda, drugom prilikom) pogodnije od
ParametricPlot3D.

Pomocu paketa ‘Animation* svaka se grafika na ekranu
moze pokrenuti.

Ako se ni ne spomenu prednosti Mathematice pri
izvodenju jednadzbi ploha, za drugu priliku mogu ostati
njihovi graficki prikazi pomocu ‘ContourPlot3D", pro-
jekcije pomocu ‘Graphics3D ‘i tako dalje, i tako dalje...
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Tre¢a dimenzija za mase

MIROSLAV AMBRUS-KIS

(Nove Appleove tehnologije priblizavaju 3D oblikovanje i interaktivnost u
realnom vremenu na raéunalima skromnijih moguénosti)

l ; ompjutorski programi u kojima je moguce
generirati slike trodimenzionalnih objekata i
prostora, stavljati ih u medusobne odnose, odi-

jevati ih u plasteve razli¢itih tekstura prirodnog izgleda,

podvrgavati ih razli¢itoj rasvjeti i mijenjati ocista stva-
rajuci animacije u kojima se krecu i objekti i o¢iste, done-
davno su bili u domeni vrlo brzih i vrlo skupih ra¢unala

i programa koji su se na njima odvijali, kao i sofisticira-

noga softvera kojim se nije mogao sluZiti svatko, ili —

bas svatko.

Problemi s ratunalnom snagom i resursima racunala na-

stajali bi vec¢ kada bi na zaslonu trebalo generirati i obi¢ne

primitivne oblike poput kugle, stoica, valjka, kvadra,
kocke, prizme u jednostavnom Zi¢anom modelu. Odne-
davno tome ne bi trebalo biti tako, ponajvise zahvalju-
juéi procjeni tvrtke Apple kako bi se isplatilo osmisliti
racionalan sistemski softver koji bi podrzavao 3D grafiku
na razini samog racunala, a aplikacije bi se bavile samo
specifi¢nim primjenama. Prije nesto vise od godine dana

Appleovi softverski tehnolozi su softverskim tvrtkama

predo¢ili dvije nove tehnologije: QuickTime™VR i

QuickDraw™3D. Prvobitna namjena tih dviju tehniolo-

gija bila je da se postave standardi za trodimenzionalno

prikazivanje na Internetu i za — kompjutorske igre (!).

Pokazalo se da su te tehnologije, suprotno o&ekivanju,

najprije usvojili proizvodaci profesionalnog softvera u

trodimenzionalnom oblikovanju, te je Apple ubrzo bio

suoden sa zahtjevima da se ti, iznimno racionalni, doda-
ci sistemskom softveru dorade i unaprijede tako da bi

§to bolje odgovorili zahtjevima profesionalne, akadem-

ske i istrazivacke skupine korisnika.

MACINTOSH OS, SISTEM NA SKLAPANJE

Da bi se pokazala stvarna vrijednost tih inovacija potreb-
no je ukratko objasniti Sirem krugu korisnika manje
poznate specifinosti Mac OS-a, operativnoga sistema
koji pokrece i integrira kori§tenje racunala Apple Macin-
tosh i Power Macintosh.

Osnovni softverski skup kojim se pokrece rad pojedinoga
racunala, a koji upravlja radom svih komponenti racu-
nala i omogudava koristenje aplikativnoga softvera, na-
ziva se radni, operativni sistem racunala. Od godine
1984. kada je Apple promovirao racunalo Macintosh,
tvrtka ustraje na $to vecoj integraciji sli¢nih resursa, koji
se koriste u razli¢itim aplikacijama, upravo na razinu
0S-a. Jedna od prvih velikih inovacija unutar toga kon-
cepta bilo je integriranje fontova, pisama, na razinu sis-
tema. Na svim ra¢unalima do tada, svaki program koji
se manje ili vi$e bavio tekstom, koristio je svoja vlastita
pisma. Na Macintoshu su svi programi koristili ista pis-
ma koja bi se instalirala kao zajednicki resurs. Revolu-
cijastolnoga izdavastva pocela je kada su prevladala vek-

torska, skalabilna pisma, pa se to ratunalo moglo poceti
koristiti i u dizajnu, jer se na resursima za pohranu po-
dataka moglo instalirati onoliko pisama koliko je odgo-
varalo kreativnim potrebama dizajnera. Druga temeljna
inovacija untar toga nacela bila je ona koja je omoguci-
la radni postupak koji danas poznajemo kao kopiraj-i-za-
lijepi, odnosno, omogucila je razmjenu podataka izmedu
vi$e dokumenata i aplikacija bez potrebe za nimalo ergo-
nomskom manipulacijom spremanja podataka, te vise-
kratnoga pokretanja i napustanja pojedine aplikacije.
Kako se Appleov koncept pokazao ispravnim, jer je i stro-
jeve i ljude ¢&inio produktivnijima, ostalo mu je da istra-
je na tom Konceptu i u njega integrira sve vise resursa.
Ostalim proizvodac¢ima je preostalo tek da tu strategiju
kopiraju s manjim ili vecim uspjehom i zaostajanjem za
kalifornijskom tvrtkom. Osim prijenosa teksta i slike, te
dijeljenja zbirke pisama, Apple je ubrzo integrirao i zvuk,
a tehnologijom QuickTime™ prije pet godina na razni
sistema integrirana je i video slika s tonom.

Druga, manje spektakularna ali time ni§ta manje vaZzna
Appleova inovacija u sistemskom softveru je po tome
§to je jezgri MacOS-a omogucio naknadnu modularnu
dogradnju. Tako se svaka inovacija moZe potpuno lako
dodati, a ne prode li test realne upotrebe u masovnih
korisnika, takvi dodaci lako se uoc¢avaju i uklanjaju. Po-
tvrdene i globalno usvojene tehnologije se potom integ-
riraju u sistem. Danas je svako ra¢unalo Macintosh
opremljeno sistemom koji podrzava audio i video teh-
nologiju, no, svaki korisnik koji racunalo namjerava
koristiti u neku specijaliziranu svrhu moze se lako i jed-
nostavno odre¢i tih ili drugih dodataka koji su nepotrbeni
za svakodnevni rad, oslobadajuci dodatne resurse (proce-
sorsku snagu, radnu memoriju i prostor na medijima za
pohranjivanje podataka) za stvarne potrebe.

QUICKTIME™ I QUICKTIME™VR

Jedan od velikih tehnoloskih prodora, prvenstveno na
polju multimedije, jest tehnologija QuickTime. Ona se
bavi dinami¢nim zvukovnim i video podacima koji se
bezuvjetno moraju izvoditi u realnom vremenu. Iako je
sama stati¢na slika u boji iznimno zahtjevan medij koji
znatno iscrpljuje procesorske i resurse za pohranjivan-
je, Apple je uspio razviti brze algoritme za kompresiju
koji istodobno zadrzavaju prihvatljivu kvalitetu slike i
zvuka, omogucdavajudi da se one zadovoljavajucom br-
zinom ucitavaju i smjenjuju na ekranu stvarajuci iluziju
pokretne slike i zvuka u realnom vremenu. Dokument
koji sadrzi dinami¢nu sliku i zvuk zove se QuickTime
film (Movie), a postoje brojni programi u kojima se ti
podaci reproduciraju. Svi rade na jednostavnom nacelu
“play”, “rewind”, “fast forward” i “pause” — reproduk-
cije poznate iz rada audio i videokasetama. Stovise, unu-
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tar linearnih QuickTime filmova moguce je do pojedi-
nih dijelova dolaziti skokom, koji je prema korisniku
izveden u metafori kliznoga potenciometra kojega se
mozZe proizvoljno postaviti na bilo koji linearni dio au-
diovezualne sekvencije.

- Zarazliku od osnovnog QuickTimea, gdje se audiovizu-
alni podaci u nacelu izvode slijedno (sekvencijalno),
QuickTime VR (VR kratica je za Virtual Reality, virtu-
alna stvarnost) je format QuickTime filma kojega koris-
nik odmata proizvoljno.

Klasi¢ni QuickTime obrazac kompresije podataka i na¢in
njegova izvodenja u realnom vremenu posluZili su da
izvodenje QT VR “filmova” bude uopée moguce, ali uz
nove zahtjeve koji su znatno drukgiji od sekvencijalnog
pregledavanja videospotova.

QuickTime VR filmovi pojavljuju se u dva osnovna
oblika: ambijentalni i objektni. Ambijentalni filmovi za-
pravo su panoramske montaZe stati¢nih slika s “beSav-
nim” spojevima slike: vodoravno u punih 360 stupnje-
va, a uspravno do 220 stupnjeva. O¢iste promatraca je u
srediStu panorame, a metafora kursora pomaze u orijen-
taciji, proizvoljnom “osmatranju”, osvrtanju unutar am-
bijenta. Takve panorame generiraju se sinteticki iz raznih
3D programa, ili se sklapaju iz serija panoramskih fo-
tografija. Unutrasnji programski “motor” za kreiranje
QTVR filmova pomodi ce korisniku da slike besavno
spoji u cjelovitu panoramu.

Osim kursora koji u osam osnovnih pravaca pomaze
navigaciji unutar ambijentalnoga tipa QT VR filma, pos-
toji i oblik izlaznoga kursora koji detektira izlazne tocke
u panorami. Izlazne tocke su mjesta gdje je moguce “pre-
skociti” iz jedne panorame u drugu. Pozicije izlaznih
° toc¢aka, kao i u koju se panoramu prelazi postavlja sam
kreator panorame.

Jedno od subjektivno najzanimljivijih svojstava ambi-
jentalnog QTVR formata filma jest §to se u njemu kod
izvodenja u kutovima kadra generira jastucasta abera-
cija, deformacija koja sugerira pokret u periferiji vid-
noga polja. Jedna od prema korisniku ljubaznih opcija
jest da se prilikom izvodenja ambijentalnoga QT VR fil-
ma intenzitet toga efekta moze dozirati, ili ga se moze
potpuno ukloniti. Takoder je zanimljiva karakteristika
filmova toga tipa §to omogucavaju kori§tenje zum efek-
ta (priblizavanja i udaljavanja) ¢ime se istrazivanje virtu-
alnoga ambijenta doima jo§ realisti¢nijim. U ambijen-
talnom QTVR formatu takoder postoji druga vrst inter-
aktivne tocke, koju se detektira promjenom kursora u
simbol ljudske $ake. Metafora korisni¢koga sucelja tim
rjeSenjem sretno u predjelima krajolika najavljuje izlaznu
to¢ku u drugi oblik QTVR filma, objektni oblik.
Izabiranjem takve tocke obi¢no se “rukom” (pokazi-
va¢em) dohvati kakav predmet.

Za razliku od ambijentalnog QTVR filma, u kojemu se
oko stati¢noga ocista zapravo rotira panoramski plast, u
objektnom obliku se rotira ociste u jednoj ili dvije rav-
nine definirane kruznom putanjom od 360 stupnjeva.
Manje egzaktno, a vi§e opisno, taj bi se dozivljaj mogao
opisati kao mogucnost proizvoljnoga rotiranja objekta
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oko svih osi (i svih njihovih meduvrijednosti) unutar pra-
vokutnoga kadra. Tako se rukovanjem filmom globusa
snimljenim u objektnom obliku moze svaku zemljopis-
nu koordinatu dovesti u sredite prikaza.
Minimalna specifikacija za kompoziciju jednog pano-
ramskog filma jest osam vertikalnih kadrova, slika snim-
ljenih standardnim 35 milimetaskim (leica) fotoaparatom
s blagim Sirokokutnim objektivom od 35 milimetara ¢iji
je kut snimanja 45 stupnjeva.
QuickTime™VR odmah su po objavljivanju svesrdno
prihvatile softverske tvrtke koje izdaju softver za arhitek-
tonsko, urbanisti¢ko i topografsko projektiranje, poput
madarske tvrtke Graphisoft, jer su QT VR filmovi unije-
1i bitnu realisti¢nost i interaktivnost (s proizvoljnim kre-
tanjem unutar realisti¢no generiranih ambijenata) u pre-
zentacije gotovih arhitektonskih i urbanisti¢kih projeka-
ta. Tako se kroz pojedine tek projektirane zgrade moze
proizvoljno “Setati”, moZze ih se “obilaziti” i bez te§koce
razgledati sa svih strana, ne osjecajuci pritom teskoce u
realnom vremenu na kojima ostali programi zapinju pri-
likom izradunavanja sjenéanja i izgleda tekstura. U Gra-
phisoftu su posebno zadovoljni jer se sintetickim racu-
nalno generiranim krajolicima i objektima mogu prido-
dati i prirodni elementi pejzaZa kao Sto je biljni pokrov,
oblaci, elementi morfologije terena i postojeci (foto-
grafirani) objekti u koje se projekt interpolira. Moguce
je provjeriti i na projektiranim objektima prezentirati
dinamiku sunéevih faza u pojedinim dijelovima dana i
godine. '
Posebno je zanimljiva bila reakcija raznih tvrtki koje se
bave prodajom potroSacke robe putem Interneta. Kli-
jent, iskljucivo koristeci vlastito racunalo, moze “uci”’ u
ambijent njihove stvarne (fotografirane) ili virtualne (sin-
teticki generirane) trgovine, moZe temeljito “dirati” i sa
svih strana razgledati robu koja se prodaje i, dakako,
kreditnom karticom platiti ono §to ¢e mu biti isporué¢eno
putem neke kurirske sluzbe.
QuickTime™VR su vrlo glatko prihvatili i autori racu-
nalnih igara, kao i multimedijalni umjetnici koji su do-
bili programsku alatku kojom mogu kreirati realisticne
i nadrealisti¢ne (na Zalost, za sada samo stati¢ne) inter-
aktivne ambijente i objekte.
Zanimljivost: kada se jedan QuickTime™VR film po-
krene programom za reprodukciju sekvencijalnih,
obi¢nih QT filmova, kliza¢ kojim se proizvoljno “pre-
motava” film na pocetak ili na kraj zatjece se “na sredi-
ni” filma. Potezanjem klizac¢a ambijentalnoga filma
prema “pocetku’” rotiraju se osi o¢ista za 180 stupnje-
va na lijevu ili na desnu stranu. Objektni oblik QTVR
filmova program reproducira kontinuiranim rotiranjem
objekta po obje osi za 360 stupnjeva.
Vazna napomena: za realistiéno izvodenje QickTime i
QuickTime VR filmova dovoljno je racunalo skromnih
kapaciteta klase PC na procesoru 386 ili Macintosh na
procesoru Motorola MC 68030 na taktu od 16 MHz, s
tvrdim diskom ili CD ROM-om, bez ikakvih hardver-
skih dodataka.
Od tehnologija iz podru¢ja multimedije, Apple jo§ radi
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na tehnologiji QT Conferencing, koji bi na jeftinim ra-
¢unalima u potrosackom razredu cijena omogucavao vi-
deokomunikaciju izmedu umreZenih radunala i na In-
ternetu, pa i — uz ostale primijenjene tehnologije —
suradnju pri timskom oblikovanju 3D objekata u real-
nom vremenu.

QUICKDRAW™3D

Za razliku od QuickTimea™VR, koji je izveden iz vec
postoje¢e mlade multimedijalne tehnologije, Quick-
Draw™3D je tehnologija nastala od nule. QuickDraw
je u Appleovoj nomenklaturi tehnologija koja upravlja
prikazom slike na ekranu, bojom, bitmapiranim i vek-
torskim 2D objektima na razini sistema, te ispisom na
pisa¢ima. Format dokumenta, zajedni¢ki svim programi-
ma koji podrzavaju postupke kopiraj-i-zalijepi (Copy/
Paste) i potegni-i-ispusti (Drag and Drop), je PICT. To
je interni Appleov format koji zbog raznih razloga, od
kojih je glavni unutra$nja softverska organizacija Ap-
pleovih racunala, nije mogao zadovoljavajuce biti pro-
giren na druge platforme bez neprihvatljive razine gu-
bitka informacije. Analogan, ali ne posve podudaran,
format u svijetu MS Windowsa i racunala na Intelovim
procesorima jest *.WMF (format Windows Meta File).
Tehnologija QuickDraw™3D nema nikakvoga uzora na
nekoj drugoj racunalnoj platformi. Razvoj dogadaja vje-
rojatno upucuje kako ce ta tehnologija biti prihvacena i
na racunalima koja rade pod Windowsima, i pod Uni-
xom, jer Apple, osim za PowerMacintosh, usporedno
razvija tu tehnologiju i za druge platforme radunajuci
na njhovu potpunu kompatibilnost i na univerzalnost
racunala koja mogu pristupiti Internetu, jer se Apple pri-
druzio tvrtkama Netscape Communications i Silicon
Graphics koje razraduju vjerojatni standard prikaziva-
nja trodimenzionalnog na Internetu VRML (Virtual Re-
ality Modeling Language). QuickDraw™3D, medutim,
nece raditi na obi¢énim Macintoshima, proizvodenima
do ove godine, a koji su zasnovani na Motorolinim proce-
sorima MC 680x0.

Racunalna 3D grafika oduvijek je patila od nedostatka
konzistentnoga formata koji bi bio razmjenjiv izmedu
pojedinih aplikativnih programa i razli¢itih racunala. Pri
takvim teskocama nitko u razvoju sistemskog softvera
nije stigao razmisljati i o lakoci koristenja tzv. obi¢nih
korisnika. Sest mjeseci nakon $to su QuickDraw™3D
tehnologija i komercijalni produkti nezavisnih proizvo-
daca softvera i hardvera predstavljeni javnosti (i kupci-
ma) moZe se govoriti ne samo o punom uspjehu, nego i
o vrlo brzom Appleovom reagiranju na Zelje partner-
skih tvrtki i trZiSta za unapredenjem ove tehnologije.
QuickDraw™3D omogucava, na razini OS-a, osnovni
komplet alatki za kreiranje i dotjerivanje (editiranje)
primitivnih trodimenzionalnih oblika (kugle, stosca, pi-
ramide, kvadra, kocke, prizme, torusa), a biblioteci os-
novnih oblika uvijek se moZe dodati novi, kasnije iz-
gradeni geometrijski oblik. Buduci da je taj dio tehnolo-
gije moguce dogradivati, proizvoda¢ima softvera
omoguceno je da, imajuci u vidu trZi§nu profilaciju svo-

jega proizvoda, u vlastitom aplikacijskom softveru te
alatke dopunjavaju i modificiraju. Programerima je upu-
dena specifikacija o tome kakav je sustav interakcije s
3D objektima predviden, i kako se unutar standarda
trebaju pisati dopune, pa ce rukovanje 3D objektima biti
konzistentno u svim aplikacijama koje podrZavaju tu
tehnologiju. Ergonomski i andragoski gledano: ako ste
naucili osnove kori$tenja tehnologije QuickDraw™3D
narazini OS-a, svaku novu aplikaciju koja je primjenju-
je ved ste savladali s 90 posto jer na upoznatu podlogu
valja usvojiti samo specifi¢ne razlike. Isto tako, drzeci
se specifikacija lako je proizvesti u potro§ackom cjenov-
nom razredu i hardverske dodatke poput ubrzivackih
kartica, trodimenzionalnih miSeva, tablica za crtanje/di-
gitalizaciju i jeftinih igrackih upravljackih palica.
QuickDraw™3D je postavio i standardni zajednic¢ki for-
mat 3DMF (§to je skracenica za 3D Meta File) tako da
se izmedu aplikacija, sistema i platformi koje podrzava-
ju taj standard mogu razmjenjivati gotove datoteke, bez
obzira jesu li one kao takve spremljene na neki od medija
za pohranu (diskove) ili se iz jedne u drugu aplikaciju
prenose postupcima kopiraj-i-zalijepi (Copy/Paste) i
potegni-i-ispusti (Drag and Drop). Dosadasnji zajednicki
format DXF (Drawing Interchange File) najmanji je do-
sadasnji zajednicki nazivnik za datoteke trodimenzio-
nalnih objekata. Putem njega iz jednog u drugi program
za modeliranje i sjen¢anje mozZe se prenijeti samo oblik
objekta, a ne i njegove pojavne karakteristike. Format
3DMEF ne samo $to omogucava prenosenje i drugih ka-
rakteristika 3D objekata poput teksture, sjenc¢anja, pro-
zirnosti materijala iz kojih su gradeni i karakteristika
postavljenje rasvjete, nego je i znatno manje zahtjevan
prema resursima od formata DXF: prostoru na disku,
radnoj memoriji i procesorskoj snazi, §to se izravno odra-
Zava na produktivnost i brzinu izvodenja na racunali-
ma. Takoder, u formatu 3DMF definiran je nacin kon-
strukcije, modeliranja trodimenzionalnih objekata, nji-
hova geometrija. Jedno i drugo omogucit ce, §to je do
sada bilo mogudée samo sa zvukom i QuickTime filmo-
vima, da svoj 3D model zalijepite u program za obradu
teksta kao ilustraciju, te da on bude potpuno funkciona-
lan za razgledanje i rotiranje oko svih osi. Dakako, mo-
guca je razmjenjivost podataka i izmedu mnogo snaz-
nijih aplikativnih programa.

QuickDraw™3D poznaje tri osnovna oblika pojavljiva-
nja 3D objekata: Zi¢ane modele (s ili bez vidljivih zaklo-
njenih bridova), grubo sjencane i sjencane po Gourau-
dovu algoritmu. Sistemski ugradeni algoritmi za tvorbu
pojavnosti trodimenzionalnih objekata u¢init ¢e poprav-
ljanje (editiranje) mogudéim u realnom vremenu i na pot-
puno sjen¢anim objektima. Do sada se taj postupak obav-
ljao na Zi¢anom modelu, a sjencanu stati¢nu sliku na
osobnim rac¢unalima valjalo je pri¢ekati dok je procesor
izracuna. Pogreske i pogre$ne procjene obi¢no bi koris-
nika “kaznile” neugodnim ponavljanjem i ¢ekanjem
sjen¢anja u novom postavu. Profesionalne korisnike
obiéno bi izdalo strpljenje i poceli su razmisljati o znat-
no snaznijim i neproporcionalno skupljim racunalima
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na kojima se faze modeliranja i sjen¢anja znatno brze
izmjenjuju. Specifikacija tehnologije QuickDraw™3D
omoguéava i izvedbu hardverskih dodataka za ubrza-
vanje iscrtavanja sjencanih objekata, pa ce tako biti mo-
guce i uz minimalne troskve dogradnje racunala u real-
nom vremenu rukovati vrlo kompleksnim objektima
odjevenim u vrlo sloZene teksture, s razli¢itim stupnje-
vima prozirnosti objekata i neprozirnosti atmosfere. Prve
tri ubrzivacke kartice na trzistu bile su, svaka, jeftinija
od 200 dolara, neke medu njima i znatno jeftinije. Na
tom se polju mogu ocekivati veliki prodori i prema ve-
¢im ubrzanjima i prema niZim cijenama, kao i odluke
proizvodaca racunala da takve dodatke standardno is-
porucuju s raéunalima.

Format QuickDraw 3DMF osim strukture, svih aspeka-
ta pojavnosti, podrzava i neke pomalo no¢ekivane do-
punske podatke poput zvukova povezanih s pojedinim
objektom. Ako se, npr. uz realisticno oblikovan drveni
kolski kota¢ poveze zvuk kota¢a kojemu cvili osovina,
on ée taj zvuk proizvoditi prilikom pobudivanja toga
objekta. Cak i ako se u pojedinim aplikacijama pojedini
objekti pokrenu, dopune i izmijenjeni spreme na disk,
uz pridodane podatke ostat ¢e sacuvani podaci koji se
nisu mogli izvoditi u programu s rudimentarnijim mo-
gucénostima.

Ta tehnologija je, u korijenima, najprije bila namijenje-
na interakciji na Internetu i kori§tenju u ra¢unalnim igra-
ma. Igrama bi — posebno u sprezi s tehnologijom Quick-
Time™VR — donijela novu kvalitetu u realisti¢nosti.
Mimo Appleovih oéekivanja, reagirali su brojni proiz-
vodadi specijaliziranoga softvera, akademskog, znan-
stvenog, animacijskog, konstrukcijskog, jer im prva ver-
zija QuickDraw™3D tehnologije nije pruzala Zeljenu
preciznost, iako su tu tehnologiju snazno Zeljeli primi-
jeniti.

Apple je ubrzo morao revidirati svoj jaki motiv, da ta
tehnologija bude radikalno nezahtjevna zbog racunala
relativno skromnih mogucénosti i zbog niske propusnos-
ti Interneta. Ni Sest mjeseci nakon izlaska prve verzije,
~ Apple je na opce zadovoljstvo izdao verziju 1.5 Quick-
Drawa 3D. Nova verzija u¢inila je internu arhitekturu te
tehnologije jo§ modularnijom, i dopusta, medu ostalim,
dodavanje mnogih sofisticiranijih tehnika sjenc¢anja. Spe-
cifikacija za sve aplikativne programe, bili oni bazi¢ni
ili vrlo sloZeni i profinjeni, sada dopusta dopunjavanje
svih programa standardnim dodatnim programskim mo-
dulima (plug-inovima). Nova verzija podrzava i novi do-
datak biblioteci primitivnih geometrijskih oblika naz-
van trimesh. On omogucava jo§ brZe sjencanje objeka-
ta. Takoder, znatno je ubrzano prikazivanje trodimenzi-
onalnih objekata s obzirom na njihovu virtualnu uda-
ljenost od prednjega plana radnoga prostora: udaljeniji
objekti iscrtavaju se na ekranu s manje poligona, a kada
se objekt pribliZi, softver ga automatski generira od vise
poligona. Poboljsano je rukovanje memorijom. Pod ran-
ijim verzijama (1.0 1.1) programi su drzali u memoriji
po dvije pune verzije stanja istoga objekta, a sada je do-
voljna samo jedna. Nova verzija temeljno podrzava i
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animaciju objekata, pa je znatno lakse kreirati aplika-
tivni softver u kojima se objekte mozZe vezati uz putanje
i druge algoritme animacije. Osnovnom zahtjevu o vecoj
preciznosti rada Apple je odgovorio aritmetikom s
mogucno$cu izbornog rada s pet znamenki vise nego
prije. Iako ce u razvojnim odjelima svi zainteresirani
proizvoda¢i softvera morati svoje programe prilagoditi
unaprijedenoj tehnologiji, na taj se zahtjev medu “pro-
fesionalcima” nitko ne Zali. Naprotiv, promjene su do-
¢ekane aklamacijom, a medu tvrtkama u pohvalama
prednjade Strata, Specular International, Electric Ima-
ge, Fractal Design, Graphisoft i Wolfram Research koji
su odmah najavili unapredenje svojih osnovnih softver-
skih paketa i nekih novih. Za¢udo, tvrtka Autodesk, koja
je na Macintosh platformi okuSala srecu s AutoCADom
12, pa se povukla, znakovito Suti.

QuickDraw™3D u svakom slucaju ¢ini snaznu medu-
platformsku okosnicu oko koje se vrlo lako i djelotvor-
no pisu nove aplikacije za mnoge racunalne platforme.
Nova tehnologija nije ni izdaleka pri§la svom zenitu, ali
je potpuno sigurno da je u¢inila da vlasnici osobnih racu-
nala po¢nu razmisljati o koriStenju mogucnosti dojucer
rezerviranih za skupe radne stanice poput Silicon Graph-
icsovih, a tvrtke i ustanove koje si nisu mogle priustiti
ta skupa racunala sada mogu ozbiljno, jo§ jednom i re-
alisti¢nije razmisliti o nabavci ra¢unala za ambicioznije
primjene na polju 3D grafike.
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SUSRET
NASTAVNIKA
MATEMATIKE

U Zagrebu je od 27. do 29. lipnja
1996. odrzan 3. susret nastavnika ma-
tematike Republike Hrvatske. Susret
je organiziralo Hrvatsko matematicko
drustvo pod pokroviteljstvom Mini-
starstva prosvijete i Sporta.
Rad susreta sastojao se od predava-
nja i priopcenja koja su bila namije-
njena nastavnicima osnovne, odnos-
no srednje §kole. OdrZan je i okrugli
stol o obrazovanju nastavnika mate-
matike.
Velik broj sudionika iz svih dijelova
Hrvatske, njih 667, govori o zainte-
resiranosti nastavnika matematike za
ovakav oblik rada i druZenja. Sva pre-
davanja i priopéenja tiskana su u
Zborniku radova. Bilo bi pogresno na
ovom mjestu isticati neka od njih
bududéi da selekcija ovisi o osobnoj
sklonosti. Ipak, tesko je zaobici pre-
davanje prof. V. Devidéa “Matemati-
ka u grafici M. C. Eschera”.

Jelena Beban-Brki¢

ficie s

OSVRT NA JEDAN ”KRNJI” STOL
U programu 3. susreta nastavnika ma-
tematike Republike Hrvatske bilo je
predvideno i odrzavanje okruglog sto-
la s temom “Obrazovanje nastavnika
matematike”. Stol je odrZan, iako je
voditelj bio odsutan. Ta ¢injenica, kao
i nevodenje zapisnika te sukladno
tome neinformiranje ostalih sudioni-
ka susreta o miSljenjima, prijedlozi-
ma i zaklju¢cima okruglog stola, glav-
ni su nedostaci i zamjerke organiza-
torima.

Sudionici okruglog stola informirani
su o nastavnim programima studija

matematike po godinama i usmjeren-
jima. (Valja napomenuti da je na
PMF-u tiskana posebna knjiga u ko-
joj su navedeni spomenuti programi.)
Pritom je naglaSeno, a to smatram
vaznom informacijom, da novi prijed-
log, za razliku od dosadasnjeg, obiluje
mnostvom izbornih kolegija, poseb-
no onih koji obraduju geometrijske
sadrzaje. Ta se ¢injenica obrazlagala
opéepoznatom konstatacijom o ne-
dostatnosti geometrije u nastavi sred-
njih skola. Moja je primjedba bila da
se nedostatnost mogla ublaziti uvo-
denjem geometrijskih kolegija ne kao
izbornih predmeta nego kao oba-
veznih. Ovako je stvar prepustena slu-
¢ajnom izboru studenata, §to ne obe-
¢ava neko znacajnije pobolj§anje na
tom planu.

Druga je, isto tako vazna informaci-
ja, na koju Zelim posebno upozoriti,
da trenutno nedostaje oko 300 profe-
sora matematike, §to bi trebao biti sig-
nal barem za ozbiljnu zabrinutost, ako
ne i za uzbunu. Moj je dojam da na
PMF-u i u Drustvu matematicara za-
sad ne postoji jasna strategija kako
rijesiti taj problem. Volio bih da se
varam, ali sada$nje slabo zanimanje
studenata za studij matmatike i nead-
ekvatan poloZaj profesora na drus-
tvenoj ljestvici, na §to su ukazivali i
sudionici okruglog stola, ostavljaju
me u pesimistiénom raspoloZenju.
Zelio bih vjerovati da su predstavnici
Ministarstva prosvjete i §porta koji su
prisustvovali susretima barem djelic
ovog “raspoloZenja” prenijeli svojim
pretpostavljenima te da se povecanje
nastavni¢ke norme i broja uéenika u
razredima ne smatra rje§enjem prob-
lema.

Damjan Jovici¢

FIRST CROA CONGRESS
OF MA' ATICS
MATEMATICKI KONGRES

Od 18. do 20. srpnja ove godine u Za-
grebu je odrZan 1. hrvatski matema-
ticki kongres (FirstCroatian Congress
of Mathematics).

Organizatorima, Hrvatskom mate-
matickom dru$tvu i Matematickom
odsjeku PMF-a valja uputiti sve po-
hvale za vrlo dobru organizaciju ovog
velikog medunarodnog skupa mate-
maticara.
Rad kongresa odvijao se u tri sekcije,
kroz pozivna predavanja i petnaest-
ljeni u Zborniku.
Dvoje je ¢lanova naSega drustva sud-
jelovalo u radu kongresa. Miljenko
Lapaine izloZio je svoj "Prilog bibli-
ografiji Stjepana Horvata”, a Zdrav-
ka Bozikov referirala je o svom radu
”Simetri¢ni dizajni s parametrima (69,
17,4)iF, kao grupa automorfizama”,
u kojem su Kklasificirani svi takvi di-
zajni invarijantni u odnosu na Frobe-
niusovu grupu reda 39.

Zdravka Bozikov

MEDIA-SCAPE 4
Zagreb ‘96

MEDIASCAPE 4
Pod gornjim naslovom u Zagrebu je
od 5. do 11. listopada 1996. godine, u
nimalo nenamjerno odabranom ter-
minu odrzavanja sajma Info ‘96, odr-
zano &etvrto izdanje skupa Media-
Scape.
MediaScape je zapravo konglomerat
dogadanja koji na razli¢ite nacine pro-
pituje definicije novih medija zasno-
vanih na racunalnoj tehnologiji i in-
teraktivnosti.
Ove godine je, pod egidom NoWare,
NoWhere, KnowWhere, KnowWare, u
Galeriji suvremene umjetnosti na Ka-
tarinskom trgu odrzana izlozba fo-
tografije, video-instalacija, arhitekti-
ralnih slikarija, instalacija s autorskim
konstrukcijama elektronickih glazba-
la. U Klubu arhitekata odrZavan je za
sve vrijeme Medunarodni simpozij o
medijima, umjetnosti i kulturi i pre-
zentacije pojedinih multimedijalnih
projekata izvedenih na racunalima,
CD-ROM-ovima i Internetu, te ambi-
jentalni performansi. Sudionici doga-
danja su manjim dijelom bili iz Hrvat-
ske, tako da je sluzbeni jezik dogada-
nja bio — engleski.

Miroslav Ambrus-Kis§
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GODISNJA SKUPSTINA HDKGKG
Dana 27. rujna 1996. odrZana je u Za-
grebu (u Kadicevoj 26) godisnja
skupstina Hrvatskog drustva za kon-
struktivnu geometriju i kompjutorsku
grafiku kojoj je prisustvovalo petna-
estak ¢lanova.

U izvje$cu o aktivnostima Drustva u
protekloj godini govorilo se o sud-
jelovanju njegovih ¢lanova na
skupovima u nasoj zemljii u inozem-
stvu te o uspje$noj pripremi i izlasku
prvog broja ¢asopisa. Izabrani su novi
¢lanovi Upravnog odbora, Nadzornog
odbora i Izdavackog savjeta.
Usvojen je plan rada Drustva za iducu
godinu koji, izmedu ostalog, sadrzi:
organizaciju sljedeceg znanstveno-
-stru¢nog skupa, izdavanje novih udz-
benika, razmjenu ¢asopisa, suradnju
sa znanstvenim i gospodarskim insti-
tucijama.

Istog je dana u poslijepodnevnim sati-
ma odrzan Znanstveno-strucni skup
sa sljedecim izlaganjima:

Dr. Ivanka Babic i dr. Branko Kucinic
* Hiperbolicka perspektiva

Mr. Miljenko Lapaine
* Znanstveni projekt “Kartografija i
GIS”

M. Lidija Pletenac
* Plohe u interaktivnoj grafici

Mr. Ana Sliepcevic

* Izvjesce sa 5. seminara za racunal-
stvo 1 geometriju (Kocovce, Slovac-
ka)

* Prikaz udzbenika

Mr. Sonja Gorjanc

* Izvjesce sa 7. medunarodne konfe-
rencije za inZenjersku kompjutorsku
grafiku i nacrtnu geometriju (Kra-
kow, Poljska)

* O nekim algebarskim plohama 4.
reda.

Vlasta Szirovicza
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SEMINAR U SLOVACKOJ
Od 4. do 6. rujna 1996. odrZan je 5.
seminar iz racunarske geometrije (5*
Seminar on Computational Geome-
try) u Ko¢ovcama u Slovackoj. Na se-
minaru su aktivno sudjelovale dvije
¢lanice naseg Drustva.
Mr. sc. Lidija Pletenac s Gradevin-
skog fakulteta u Rijeci odrZala je zan-
imljiv referat “Experience with Au-
toCAD in Geometric Education”, koji
je bio popracen malom izloZbom
kompjutorski izvedenih studentskih
radova.
Mr. sc. Ana Sliepéevié s Gradevin-
skog fakulteta u Zagrebu predstavila
je dva nova srednjoskolska udzbeni-
ka: V. Szirovicza, A. Sliep¢evié “Na-
crtna geometrija - I. dio” i “Nacrtna
geometrija - II. dio”. Knjige su pri-
hvacene sa simpatijama, a pokazan je
i interes za kupnju.
Uspostavljena je korisna suradnja s
nastavnicima geometrije iz Austrije,
Slovacke i Poljske.

Ana Sliepcevi¢

7th ICECGDG

Cracow 1996

KONFERENCIJA U KRAKOWU

U Krakowu je od 18. do 22. srpnja
odrzana 7. medunarodna konferencija
za inZenjersku kompjutorsku grafiku
i nacrtnu geometriju (The Seventh In-
ternational Conference on Enginee-
ring Computer Graphics and Descrip-
tive Geometry). Prethodne su konfe-
rencije odrZzane u Kanadi (osnivacka,
Vancouver 1978.), Kini (1984.), Aus-
triji (1988.), SAD-u (1990.), Austra-
1iji (1992.) te Japanu (1994.). Sljedeca
ée se 1998. odrzati u Austinu (Texas,
SAD).

Konferencija u Krakowu imala je iz-
razito medunarodni karakter. Ilustra-
cije radi, Zbornik (Proceedings 112)
sadrzi radove sa svih kontinenata: 95
iz Evrope, 40 iz Azije, 16 iz Sjeverne
Amerike, 7 iz Afrike, 5 iz Australije i

4 iz Juzne Amerike. Brojnost sudioni-
ka iz Evrope, napose iz Poljske (44),
uvjetovana je svakako mjestom odr-
Zavanja.

(Dvije knjige radova sa skupa zasad kruze

medu ¢lanovima naSega drustva, ali ih svatko
zainteresiran moZe dobiti na uvid u dogovoru

s redakcijom.)

Niz interdisciplinarnih radova veza-
nih uz vizualizaciju i obrazovanje te
nemali broj iz podrucja umjetnosti i
matematike sadrZajem su znatno isko-
racili iz okvira utvrdenog nazivom
(“za inZenjersku kompjutorsku gra-
fiku i nacrtnu geometriju”), §to je po-
taklo organizatora sljedece konferen-
cije da predlozi promjenu naziva u
Medunarodna konferencija za geo-
metriju i grafiku.

Siri smisao ovih medunarodnih sus-
reta mozZda je najbolje opisao profe-
sor Steve M. Slaby (Princeton Univer-
sity) u uvodnom izlaganju na otvore-
nju: “Na§im promisljanjima i razgo-
vorima utje¢emo jedni na druge nara-
zli¢ite nac¢ine — intelektualno, drus-
tveno, kulturalno i psiholoski. Prema
tome, utjecaj ove nase konferencije
nije ograni¢en samo na znanstveno-
-tehnoloske pojedinosti. On nadilazi
geometriju i grafiku iako toga mozda
nismo uvijek svjesni.”

Konferencija je radila u tri sekcije (te-
orijska grafika i primijenjena geo-
metrija, inZenjerska grafika te grafic-
ka edukacija), u kojima je odrzano
oko 140 petnaestminutnih izlaganja.
Vjerojatno zbog S§irine sadrzaja poj-
mova teorijska grafika i primijenje-
na geometrija, prva je sekcija okupi-
la najviSe sudionika. Ponekad je radila
i paralelno u dvije dvorane. Ako ka-
Zem da su u njoj prezentirani teorij-
ski matematicki radovi koji tretiraju
raznovrsne probleme vezane uz kom-
pjutorsku grafiku, radovi iz analiticke
1 konstruktivne geometrije, programi-
ranja, primjene geometrije na rjesa-
vanje raznih problema u tehni¢kim
disciplinama te radovi vezani uz li-
kovnu umjetnost (bilo da je rije¢ o
analizama umjetnickih djela sa sta-
novista geometrije ili o “izlozbama”
slikarskih i kiparskih radova inspiri-
ranih ljepotom geometrijskih oblika),
sigurno sam nesto izostavila.

U sekciji inZenjerske grafike moglo
se vidjeti koristenje cijele palete kom-
pjutorskih programa za crtanje u raz-
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nim podru¢jima tehnike, ponajvise
arhitekturi i strojarstvu.

Sekcija graficke edukacije obuhvaca-
la je takoder razne sadrZaje, od prika-
zarada sa studentima na nekim viso-
kim §kolama i fakultetima, do plano-
va i smjernica za nastavu geometrije
i grafike u pojedinim drZavama, pa i
na cijelim kontinentima, ukljucujuci
izlaganja nastavnika iz visokorazvi-
jenih zemalja (SAD, Australija) koji
rade sa sasvim malom djecom. Oni
su posebno istaknuli da geometrijske
oblike, kako ravninske tako i prostor-
ne, djeci valja pribliZiti putem prosto-
ruénog crtanja i modeliranja u prirod-
nim materijalima. O¢ito je da se u nji-
hovim zemljama neusporedivo jace
osjecaju negativnosti masovne kom-
pjutorizacije. U tom je smislu indika-
tivno ve¢ spomenuto izlaganje profe-
sora Slabyja, koji kaze: “Mnogi su od
nas, barem u mojoj zemlji, postali
posluZitelji strojeva i poucavaju stu-
dente kako da i oni to postanu.” I
dalje, citirajuci profesora Garyja Ber-
tolinea (“‘Sada industrija i obrazovanje
slijede vodecde tvrtke, koje su dovele
do pomaka u na¢inu razmisljanja i
pona$anja.”), nastavlja: “Obratite paz-
nju na to da su se ljudi koji se bave
obrazovanjem nasli na drugom mjes-
tu. Postavlja se pitanje zasto bi edu-
katori trebali slijediti vodece korpora-
cije, ¢iji se tehnoloski razvoj uglav-
nom temelji na znanju koje je rezul-
tat akademskih istrazivanja. Zasto
korporacije ne slijede vodece ljude iz
obrazovanja? MozZda je to zato §to lju-
di koji se bave obrazovanjem zane-
maruju svoju odgovornost glede rada
na podrudju teorijske geometrije i gra-
fike, a previSe vremena posvecuju
tome kako da nauce primijenjivati ala-
te koje su razvile korporacije, ¢iji os-
novni interes nije obrazovanje, nego
maksimaliziranje profita. U protiv-
nom te bi korporacije davale veliku
nov¢anu potporu akademskim is-
traZivanjima u podru¢ju geometrije i
grafike. Nazalost, stvarnost je bitno
drukéija.”

Amerikanci su izlozili najsiru lepezu
pogleda pa nije ¢udo da su i u zak-
ljuénim raspravama pojedini medu
njima zastupali krajnje polarizirana
stajali§ta o razvoju struke. Jedni
teZiSte stavljaju na teorijska istraZi-

vanja, s naglaseno humanistickim pri-
stupom nastavnom procesu, a drugi
razvoj struke povezuju gotovo isklju-
&ivo s tehnoloskim napretkom. Kon-
ferencija u Austinu u tom pogledu
mogla bi biti vrlo zanimljiva.

Ako se izuzmu domadini, najbrojnija
je bila delegacija Japana. Uz vrlo ma-
lo teorijskih radova oni su u sekcija-
ma inZenjerske grafike i graficke edu-
kacije vrlo dobro prezentirali Siroki
spektar perfekcionisticki razradenih
postupaka.

Poljaci, prvenstveno Krakowski teh-
noloski univerzitet, zasluZuju sve po-
hvale za uspje$nu organizaciju. U
gradu s jednim od najstarijih evrop-
skih sveucilista, vrlo su srda¢no pri-
mili brojne sudionike konferencije. I
letimi¢an pregled Zbornika pokazuje
da se u Poljskoj zna¢ajan broj ljudi bavi
geometrijom, kako teorijskom tako i
njenom raznovrsnom primjenom.

QOd ostalih evropskih sudionika valja
istaknuti one iz Njemacke i Austrije.
Mislim da su upravo njihovi odli¢no
prezentirani radovi pokazali kako se
inzistiranje na matematickoj egzakt-
nosti moZe skladno povezati s njego-
vanjem tradicije lijepih geometrijskih
slika i primjenom vrhunske tehnolo-
gije. Kako je meni osobno, a vjeru-
jem i ostalim geometri¢arima na teh-
ni¢kim fakultetima u Hrvatskoj, ovaj
pristup nasoj struci vrlo blizak, citi-
rat ¢u ovdje nekoliko reéenica iz izla-
ganja profesora H. Stachela (Institut
za geometriju Tehnoloskog sveudi-
lista u Becu) sa svecanog otvaranja
konferencije. U govoru programskog
karaktera, koji se prvenstveno odno-
sio na nastavu nacrtne geometrije na
tehni¢kim fakultetima u srednjoj Ev-
ropi, on kaze:

“...Posljednjih desetljeca u cijelom su
svijetu ljudi koji se bave obrazova-
njem u ovom podrucju suoceni s tim
da im predmet dolazi u pitanje, a ko-
legiji se skracuju. Mi smo razvili us-
pjesnu obrambenu strategiju pokazu-
judi da pou¢avamo nesto §to ima prak-
ti¢énu vrijednost. Stoga smo poceli
ukidati one dijelove teorije koji nisu
bili o¢igledno primjenjivi. Za vjeZbe
smo odabirali samo ono §to je realno
upotrebljivo. Poceli smo odbacivati
mnoge impresivne ideje i lijepe slike
zato §to se ¢inilo da nemaju nikakvo

znadenje za inZenjerski svijet...” Za-
lazudi se za vise teorije u obrazova-
nju inZenjera, nastavlja: “...A §to je
obrazovanje? Grubo receno, obrazo-
vanje je sve ono §to studentu ostaje u
sjecanju nakon §to zaboravi veci dio
informacija kojima smo mu punili
glavu tokom studija.

Sto bi moglo ostati od nasih grafickih
kolegija? Trebala bi ostati sposobnost
vizualizacije, kao i vjeStine poput pro-
storuénog skiciranja i rukovanja me-
dijem. Oc¢ekujem, medutim, da nasa
nastava usto daje:

- snaZan dojam o moci vizualizacije

- sposobnost zamisljanja idealnog svi-
jeta geometrije te poznavanje njene
terminologije

- osjecaj za logi¢ku strogost

- moZda i osjecaj za ljepotu geometrij-
skog razmisljanja, te

- kreativnost i otvorenost prema no-
vim idejama...

...Zasto ne bismo za kolegije odabrali
teme koje bolje odgovaraju opéim
obrazovnim ciljevima, koje ostavljaju
jaci dojam i lak$e se shvadaju, koje
snaZnije poticu kreativnost studenata...
...Suvise se brinemo za primjenjivost.
U ¢emu je upotrebljivost nekog um-
Jjetni¢kog remek-djela kao §to je Leo-
nardova Mona Lisa ili Mozartova
Carobna frula? Sto &ini prakti¢nu
upotrebljivost bilo kojeg sjajnog atlet-
skog dostignuca kao §to je novi svjet-
ski rekord u skoku u dalj? Geometri-
Jjaje intelektualna umjetnost i poseb-
na vrsta kreativnosti ljudskoga uma.”
Tako nadahnute re¢enice o geometri-
ji, izre€ene vec prvoga dana, otkloni-
le sulaganu depresiju koja me obuzela
kao jedinu predstavnicu nase zemlje,
¢ije je izlaganje usto dolazilo na red
zadnji dan, i to kao predzadnje. Glavni
je nedostatak ovoga termina §to vam
se kolege koje ste svojim izlaganjem
eventualno uspjeli zainteresirati jed-
nostavno ne stignu obratiti. Stoga ra-
dove, ako vam ime vec nije poznato,
valja slati §to ranije. Naravno, uZiva-
la sam ¢uvsi kako je nekima moja pre-
zentacija bila najbolja u sekciji (dvo-
rana s iskljucivo teorijskim radovi-
ma). NazZalost, mislim da je vecinu
brojnih pohvala izmamila graficka
efektnost folija izradenih pomocu
programskog paketa Mathematica, ¢i-
je velike graficke mogucnosti nisu
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ovdje gotovo uopce koristene.
I na kraju, mislim da bi za dobrobit
nade struke vrijedilo nastojati, kad
smo vec propustili Krakow (u kojem
je npr. susjedna Madarska imala osam
predstavnika), da nas u Austinu bude
vise.

Sonja Gorjanc

CADFORUM 96

CAD FORUM 96

Ove ce se godine po sedmi put u Za-
grebu izmedu 6. i 8. studenoga odrzati
medunarodni znanstveni skup CAD
Forum posvecen razvoju i primjeni
kompjutorskih sustava u arhitekturi,
dizajnu i prostornom planiranju, a u
organizaciji CAD sekcije UdruZenja
hrvatskih arhitekata, SveuciliStau Za-
grebu i Zagrebackog velesajma. Skup
ce biti komplementarni dio meduna-
rodnog sajma informacijske tehnolo-
gije Info ‘96 koji se odrZava na Zagre-
bac¢kom velesajmu od 5. do 9. stude-
noga.

Ovogodi$nja tema skupa je "Komu-
nikacija u projektiranju” : Razlog za
odabir ove aktualne teme je visestruk.
O tome organizatori CAD Foruma u
svojoj prvoj obavijesti kazu:
“Prostorno planiranje, projektiranje
arhitekture i dizajn s raznih razina, u
interdisciplinarnim stvaralackim pro-
cesima, pripremaju intervencije u
sloZeni sustav ¢ovjekove umjetno
stvorene okoline.

Preduvjet je svih stvaralackih proce-
sa s viSe sudionika komunikacija me-
du njima, a i njihovi stvaralacki do-
meti ovisni su o uspje$nosti komuni-
kacije. Rascijepljenost na razlicite od-
vojene struke sudionika s vlastitim je-
zicima, standardima i metodama te
podijeljenost na razli¢ite odvojene fa-
ze od ideje i pripreme do same inter-
vencije u okolinu i odrZavanja stanja
potenciraju problem komunikacije.
Primjena racunala i elektronickih me-
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dija u stvaranju ¢ovjekove okoline
dosize svoj puni smisao kada omo-
gucuje prelazak s obrade odvojenih
parcijalnih problema na integraciju
raznorodnih dionica, struénih priloga
itd. te sa sekvencijalnog na uspored-
no odvijanje faza, a preduvjet za to je
povezivanje i omogucavanje komu-
nikacije u svim smjerovima na svim
razinama.
Ostvarenje komunikacije racunalsko-
medijskim putem otvara medutim niz
novih problema, koji mogu postati ko-
¢nice razvoja, kao npr.:
- problem zajednickog jezika i pravi-
la tj. standarda u komunikaciji
- problem permanentne edukacije
- problem zastite stvaralacko-intele-
ktualnih tvorevina (autorstvo, vlas-
ni§tvo podataka, intelektualnih proiz-
voda, dokumentacije i sl.).
Eksplozivni razvoj tehni¢kih moguc-
nosti (razvoj racunalskih i komuni-
kacijsko-medijskih sustava, od razine
internih mreza do globalnog cyber-
spacea) priti§cée stvaraoce okoline da
ga prate svojim nuZznim doprinosom.”
Kako bi rasvijetlili aspekte ove teme,
na CAD Forumu de se okupiti niz
uglednih domacih i stranih stru¢nja-
ka koji de prezentirati vlastita is-
trazivanja i primjene na tom polju.
Sve informacije o CAD Forumu mo-
gu se dobiti kod gospode Lidije Se-
kol u Zavodu za planiranje i zastitu
covjekove okoline grada Zagreba,
tel.: (1) 433 024, fax: (1) 274 796.
Bojan Baleti¢

PREDSTOJECI SKUPOVI

5.-9. 11. 1996.

CADFORUM ’96, Komunikacija u
projektiranju, 7. medunarodni sim-
pozij o razvoju i primjeni kompjutor-
ske tehnologije u arhitketuri, dizajnu
i prostornom planiranju, Zagreb, Hr-
vatska.

5.-7.2.1997.

2" MATHMOD VIENNA (IMACS
International Association for Mathe-
matics and Computation in Simula-
tion), Technical University Vienna,
Austria.

19.-21. 2. 1997.

Prvi hrvatski kongres o katastru, Hr-
vatsko geodetsko drustvo, Zagreb,
Hrvatska.

Lipanj, 1997.

5" Conference “Geometry & Compu-
ter”’, Gliwice, Poland

E-mail:

geokpm @zeus.polsl.gliwicw.pl

22.-28. 6. 1997.

ICC ’97, 18" International Carto-
graphic Conference with International
Technical and Map Exhibits and a
National Display of Historical Maps,
Stockholm, Sweden.

21.-26. 9. 1997.

XIV. Osterreichische Mathematiker-
kongreB3, Salzburg, Osterreich.
http://oemg.uibk.ac.at:180

18.-27. 8. 1998.

Internationale Mathematik-Kongref3
1998, TU Berlin, Deutschland.
http://elib.zib-berlin.de/icm98

Prikazi

V. SZIROVICZA I A. SLIEPCEVIC:
NACRTNA GEOMETRIJA

LilILDIO

Godinama se osjec¢ao nedostatak do-
brog srednjoskolskog udzbenika iz
nacrtne geometrije. Od prosle skolske
godine to vise nije tako. U nakladi po-

f

NACRTNA GEOMETRIA
: l. dio

Vdosto Szirovicza
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duzeca Element i Hrvatskog drustva
za konstruktivnu geometriju i komp-
jutorsku grafiku, uz odobrenje Mini-
starstva prosvjete i §porta iza$li su no-
vi udzbenici “Nacrtna geometrija - 1.
dio” (1995.) i “Nacrtna geometrija -
II. dio” (1996.), ¢ije su autorice V.
SziroviczaiA. Sliepéevic ¢lanice na-
Sega drustva. Knjige su namijenjene
prvenstveno uéenicima tehnickih Sko-
la i gimnazija i njihovim nastavnici-
ma kao metodicka pomoc.

“Nacrtna geometrija - I. dio” sadrZi
sedam poglavlja unutar kojih je de-
taljno i vrlo stru¢no obradena Mon-
geova metoda projiciranja zaklju¢no
s presjecima uglatih tijela. U knjizi
“Nacrtna geometrija - II. dio” obra-
dene su jo§ tri metode projiciranja
koje se koriste u nacrtnoj geometriji.
Aksonometrija obuhvaca: kosu akso-
nometriju, pti¢ju projekciju, Eckhar-
tov postupak i kosu projekciju. U po-
glavlju Perspektiva teziste je stavljeno
na metodu probodista, jer se na taj na-
¢in perspektiva povezuje s Mongeo-
vom metodom projiciranja. Primjena
perspektive obuhvaca prikaze objeka-

NACRTNA GEOMETRIEA
Ii. die

Ana Shepevié
Viaste Stirovicza

ta postavljenih na horizontalnu rav-
ninu. U teéem je poglavlju obradena
kotirana projekcija i njena primjena.
Jedna od bitnih karakteristika udzbe-
nika je da su vrlo uspjesno didakticki
oblikovani. U svakom je poglavlju iz-
laganje sadZaja nastavne teme popra-
deno nizom primjera, zadataka s upu-
tama, komentarima i rjeSenjima te za-
dacima za vjezbu, ¢ija su rjeSenja na
kraju knjige.

Udzbenici obiluju velikim brojem cr-

teza, koji su konstruktivno i tehnicki
precizno i lijepo izvedeni.
Ivanka Babi¢

s
i

IVICA GUSIC 3 .
MATEMATICKI RJECNIK

U nakladi poduzeca Element iz Za-
greba nedavno je tiskan Matematicki
rjecnik mr. sc. Ivice Gusica. Iz pred-
govora saznajemo da rjecnik pokriva
matemati¢ko gradivo koje se u¢i u os-
novnoj i srednjim Skolama i djelomice

Ivica Gusié

gradivo prvih godina matematickog i
srodnih fakulteta. Iako pretezno obra-
duje pojmove elementarne matema-
tike, dodiruje i osnove matematicke
logike, matematicke analize, teorije
vjerojatnosti, linearne algebre i alge-
bre. Zamisljen je kao priruénik svi-
ma onima koji se profesionalno ili
amaterski bave matematikom te svi-
ma koji Zele upoznati osnove mate-
maticke kulture.

Pojmovi se u rje¢niku najcesce obra-
duju razvojno: uz suvremenu formu-
laciju daju se i podaci o vremenu u
kojem je pojam nastao, o matemati-
¢arima Kkoji su za to zasluZni, o nastan-
ku naziva i oznake. Pojmovi su obi¢no
popraceni primjerom, crtezom ili
slikom, a upucuje se i na veze s dru-
gim matemati¢kim pojmovima ili
tvrdnjama. Ako je naziv nastao pre-
ma grékim, latinskim ili rijec¢ima iz
nekog drugog stranog jezika, u rjec-

niku je o tome u pravilu dana infor-
macija. Uz medunarodni naziv ¢esto
se navode i hrvatski nazivi. Svaki od
predloZenih hrvatskih naziva pojavlji-
vao se u hrvatskoj literaturi, ali neki
su viSe, a neki manje uobiéajeni.
Osim matematickih pojmova, u rjec-
niku se nalazi preko 300 kratkih Zivo-
topisa istaknutih matematic¢ara. Mno-
gi od njih bili su i fizi¢ari, astronomi,
geodeti, filozofi itd., ali to nije uvijek
navedeno. Matematicari 20. stoljeca
odabrani su prema egzaktnim mje-
rilima: to su pretezno dobitnici Field-
sove medalje ili matematicari koji su
rijesili neki Hilbertov problem.

Pri navodenju hrvatskih matematicara
primijenjeno je nacelo povijesne dis-
tance, tako da medu Zivotopisima ne-
ma biografija Zivucih. Ipak se u tek-
stu spominje nekoliko suvremenih
hrvatskih matematicara ¢iji su rezul-
tati stari 201 vise godina, a pridonijeli
su matematici. Mladi su hrvatski ma-
temati¢ari posljednjih godina dali oz-
biljan doprinos matematici: rijesili su
neke dugo nerijeSene matematicke
probleme, rezultati su im objavljeni
u najvaznijim svjetskim matematic-
kim ¢asopisima, profesori su na vode-
¢im svjetskim sveucilistima, autori su
matemati¢kih knjiga u izdanju slavnih
izdavackih kuca itd. No njihova ime-
na nisu usla u Matematicki rjecnik jer
on i nije namijenjen razmatranju
znanstvenih ¢injenica nego se prepo-
rucuje ucenicima, studentima i njiho-
vim nastavnicima te prakti¢arima koji
se susrecu s matematikom.

Na kraju knjige je ljetopis u kojem su
kronoloski poredani vazniji matem-
aticki dogadaji.

Vrijednosti knjige sigurno su prido-
nijeli recenzenti: akademik Vladimir
Devidé, prof. dr. sc. Vladimir Volenec
i mr. sc. Alemko Gluhak te urednik
prof. dr. sc. Neven Elezovic.

Knjiga je tvrdo ukori¢ena, ima 282
stranice, velik broj crteza i ilustraci-
ja, a moze se po vrlo pristupacnoj ci-
jeni nabaviti kod nakladnika:
Element
10000 Zagreb
Republike Austrije 11.

Miljenko Lapaine
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NAGRADENI STUDENTSKI
RADOVI

Ve¢ po tradiciji, svake godine rektor
Sveuilista u Zagrebu nagraduje naj-

bolje studentske radove. Pod student-

skim radom smatra se rad:

- znanstvenog, odnosno stru¢nog sa-
drzaja, koji je rezultat istraZivanja jed-
nog ili vie autora, odnosno radnog
tima (grupe);

- koji moze biti u vezi s temom obra-
denom u diplomskom radu, ali ne mo-
Ze biti integralni tekst diplomskog
rada;

- koji je u prvom redu povezan s tema-
tikom sadrzanom u nastavnom pro-
gramu, ali moZe biti i izvan navedene
tematike;

- koji je povoljno ocijenio jedan nas-
tavnik i predloZio za nagradivanje, a
ocjenu i prijedlog prihvatilo Povje-
renstvo za studentske radove pojedi-
nog fakulteta.

U posljednjih desetak godina Geodet-
ski fakultet za Rektorovu nagradu re-
dovito predlaze nekoliko studentskih
radova. Nastavnici Geodetskog fa-
kulteta svake godine studentima pred-
lazu teme za obradu, ali se i student
moZe obratiti nastavniku s vlastitom
idejom i predloziti temu koju e obra-
diti. U oba slucaja studenti izraduju
rad pod vodstvom nastavnika mento-
ra.

Prikazat éemo $est studentskih rado-
va nagradenih od 1994. do 1996. go-
dine koji se po sadrzaju uklapaju u
problematiku kojom se bavi Hrvatsko
drustvo za konstruktivnu geometriju
i kompjutorsku grafiku. Teme svih ra-
dova predlozio je M. Lapaine, koji je
bio voditelj studenata i povoljno je
ocijenio radove. Radove je zatim po-
voljno ocijenilo i Povjerenstvo Geo-
detskog fakulteta za studentske rado-
ve. U nastavku navodimo njegove
ocjene.

Jadranka Mrvelj:

VANJSKE PERSPEKTIVNO-AZ-
IMUTALNE PROJEKCILJE

Kod perspektivnih kartografskih pro-
jekcija tocke elipsoida ili sfere proji-
ciraju se po zakonima perspektive na
ravninu projiciranja. Kod perspek-
tivno-azimutalnih projekcija pravac
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Vanjska perspektivno-azimutalna pro-
Jekcija

koji prolazi sredistem projiciranja i
sredi§tem sfere mora biti okomit na
ravninu projiciranja. Perspektivne
projekcije poznate su odavno, a zadr-
Zale su svoju vaznost sve do danas-
njih dana, jer omogucavaju matema-
ticki opis fotografskih snimaka Zem-
lje iz zraka ili svemira.

U svome radu studentica Jadranka
Mrvelj bavi se vanjskim perspektiv-
no-azimutalnim projekcijama s nega-
tivnim prikazom. Glavni dio rada pos-
vecen je opcoj teoriji tih projekcija.
Izvedene su sve potrebne jednadzbe,
a neke od njih predstavljaju mali ko-
rak naprijed u odnosu na postojecu
literaturu.

Posebna pozornost poklonjena je is-
pitivanju deformacija vanjskih per-
spektivno-azimutalnih projekcija. Za
razliku od klasi¢nog pristupa, kada su
se kvantitativni pokazatelji o linear-
nim, kutnim i povriinskim deforma-
cijama davali u tabli¢nom obliku, u
ovome radu prednost je dana grafic-
kom nacinu izraZavanja.

Crtezi uz tekst izradeni su u Auto-
CAD-ui zatim iscrtani na papir uz po-
mo¢ plotera Roland DXY 1100. Za
ilustraciju raspodjele deformacija per-
spektivno-azimutalnih projekcija dan
je u prilogu cijeli niz crteza. Oni su
najprije izradeni s pomocu vlastitih
programa u Quick Basicu. Ti progra-
mi, osim iscrtavanja na ekranu moni-
tora, imaju mogucnost pohrane koor-
dinata to¢aka u odgovarajude datoteke
koje su zatim primijenjene kao ulaz u
programe Grapher ili Surfer, vec pre-
ma tome radi li se o grafickom prika-
zu krivulje ili plohe. Ta dva progra-
ma, osim uredivanja i iscrtavanja na
ekranu monitora, imaju mogucnost

pohrane koordinata to¢aka u .DXF
datoteke, koje je mogude ugitati u
AutoCAD. Kona¢na obrada crteza
obavljena je u AutoCAD-u, a rezultat
iscrtan uz pomo¢ plotera Roland DXY
1100 ili printera HP LaserJet 4L.
Povjerenstvo je ocijenilo da je to vri-
jedan rad, koji uspjesno objedinjuje
kartografiju, matematiku i informa-
tiku.

Rad je nagraden Rektorovom nagra-
dom 1994. godine.

Kiréo Arsov:

NOZISNA KRIVULJA

Nozi$na krivulja elipse susrece se u
geodeziji u teoriji pogresaka pri ispi-
tivanju pogreske poloZaja tocke u pro-
izvoljnom smjeru i u kartografiji kao
krivulja lokalnih deformacija duljina.
U matematici se noZi$na krivulja de-
finira ne samo za elipsu, nego za pro-
izvoljnu krivulju. U diferencijalnoj
geometriji izvodi se jednadZba no-
Zi§ne krivulje za proizvoljnu krivulju
uz pretpostavku da je ta krivulja para-
metrizirana prirodnim parametrom,
duljinom luka.

U svom je istraZivanju student Kir¢o
Arsov pokazao da je pristup nozi$noj
krivulji elipse na temelju prirodne pa-
rametrizacije nezgodan, jer se ratuna-
nje duljine luka elipse svodi na elipti¢-
ke integrale koji se obi¢no rjesavaju
primjenom razvoja u red. No, takav
pristup ima smisla samo onda ako je
ekcentricitet elipse mali, kao §to je to
primjerice kod meridijanske elipse.
Medutim, za opcu elipsu takav pris-
tup zakazuje.

Stoga je student K. Arsov izveo jed-
nadzbu nozi§ne krivulje za proizvolj-
nu krivulju parametriziranu proizvolj-
nim parametrom. Pokazuje se da tak-
va jednadzba po svom obliku nije nis-
ta sloZenija od odgovarajuce jednadz-
be izvedene uz pretpostavku o prirod-
nom parametru. Na taj nacin mogla
se sada izvesti jednadzba noZi$ne kri-
vulje elipse koja je parametrizirana
razli¢itim parametrima.

Nadalje, izvedeno je daljnje poopcen-
je jednadzbe nozi$ne krivulje proiz-
voljne krivulje u odnosu na proizvolj-
nu toc¢ku, za razliku od uobicajenog
pristupa kad je ta tocka ishodiste koor-
dinatnog sustava. Izvedena formula
primijenjena je zatim na odredivanje
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jednadzbe nozisne krivulje elipse, pa-
rabole, hiperbole i cilindri¢ne zavoj-
nice u odnosu na proizvoljnu to¢ku.
U posljednjem poglavlju pokazana je
mogucnost interpretacije nozis$nih kri-
vulja kao cisoida. Medu njima se na-
laze mnoge poznate krivulje kao §to
su kardioida, Dioklova cisoida ili Ber-
noullijeva lemniskata. Boothova lem-
niskata odgovara noZi$noj krivulji
elipse u odnosu na njeno srediste,
odnosno geodetskoj krivulji pogre-
Saka.

Autor je sastavio vlastiti program u
Quick Basicu za osobno racunalo. Taj
program, koji radi na temelju prethod-
no izvedenih formula, sluzi za do-
bivanje grafi¢kih prikaza noziSnih
krivulja konika na temelju zadanih
koeficijenata iz jednadzbe konike. Niz
dobivenih crteza dan je u radu kao
prilog.

P g
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Bootova lemniskata ili noZisna kri-
vulja elipse s obzirom na pol u njenom
sredistu, u geodeziji predstavlja kri-
vulju pogreSaka

Povjerenstvo Geodetskog fakulteta
ocijenilo je da je to vrijedan rad, koji
povezuje matematiku, geodeziju i
kartografiju, otkrivajuci novi moment
u njihovu medudjelovanju.

Rad je nagraden Rektorovom nagra-
dom 1994. godine.

Kirco Arsov:

SFERA I ELIPSOID U GEODEZIJI
U predmetu Matematika IV koji se
predaje na Geodetskom fakultetu sus-
recu se razne plohe: valjci, stosci, pa-
raboloidi, hiperboloidi itd. Za geode-
ziju su od prvorazrednog znacenja
sfera i rotacijski elipsoid. Stoga je po-
stavljen zadatak istraZivanja upravo
tih dviju ploha sa stajalista diferenci-
jalne geometrije.

Pri tome je trebalo posebnu pozornost
posvetiti parametarskim jednadzba-
ma, singularnim to¢kama paramet-
rizacije, tangencijalnoj ravnini i nor-

mali, prvoj diferencijalnoj formi,
duljini luka krivulje na plohi, kutu
izmedu dviju krivulja na plohi, povr-
§ini dijela plohe, drugoj diferencijal-
noj formi, normalnoj zakrivljenosti,
Meusnierovom teoremu, glavnim za-
krivljenostima, glavnim smjerovima,
Eulerovom poucku, Dupinovoj indi-
katrisi, GauBovoj zakrivljenosti, sred-
njoj zakrivljenosti, glavnim krivulja-
ma zakrivljenosti, asimptotskim lini-
jama, asimptotskim smjerovima, kla-
sifikaciji to¢aka na plohi, Weingarte-
novim i GauBovim derivacijskim for-
mulama, Christoffelovim simbolima
i geodetskim linijama.

Jednadzbe Zemljinog elipsoida i sfere
predstavljaju osnovni alat pri rje-
$avanju raznih zadataka i problemau
geodeziji i kartografiji. One se pone-
kada u geodetskoj literaturi daju go-
tove, bez izvoda, §to u nekim slucaje-
vima oteZava daljnje pracenje razvo-
ja problematike. Stoga je i cilj ovoga
rada bio izvodenje osnovnih relacija
i formula na Zemljinoj sferi i elip-
soidu na temeljima diferencijalne ge-

ometrije. z

MreZa meridijana i paralela

Povijerenstvo je ocijenilo da je student
Kir¢o Arsov izradio vrijedan rad koji
uspjesno objedinjuje matematiku i
geodeziju.

Rad je nagraden Rektorovom nagra-
dom 1995. godine.

Vlado Cetl:

ANALIZA KLASIFIKACIJSKIH
ISPITA 1Z MATEMATIKE NA
GEODETSKOM FAKULTETU
Svake godine na Geodetskom fa-
kultetu Sveucilista u Zagrebu odrza-
va se klasifikacijski ispit za upis novih

studenata. Ispit se sastoji od zadataka
iz matematike i fizike. U ovome stu-
dentskom radu analizirani su rezulta-
ti klasifikacijskih ispita iz matemati-
ke, u prvom i drugom roku $k. god.
1994./1995.

Da bi se mogla dati analiza rezultata
s ispita trebalo je rijesiti sve zadatke
koji su bili na ispitima te za svaki test
posebno: poredati odgovore po veli¢i-
ni i prikazati rezultate graficki, izracu-
nati srednju vrijednost to¢nih odgo-
vora i standardno odstupanje, pogle-
dati i pokusati obrazloziti koji su za-
daci bili laksi, a koji tezi, ispitati da li
su zadaci koji su vrijedili 1 bod laksi
od onih koji su vrijedili 2 boda, ispi-
tati korelaciju izmedu uspjeha na klas-
ifikacijskom ispitu i uspjeha iz
matematike u srednjoj §koli te medu-
sobno usporediti rezultate za oba roka.
Analizirajuci obradene podatke V.
Cetl je izveo niz zakljuc¢aka od kojih
ovdje isti¢emo samo najzanimljivije.
Ispitivanja su pokazala da pojedini za-
daci koji su vrijedili 1 bod u oba roka
nisu rijeSeni s prosjekom vecim od
srednje vrijednosti to¢nih odgovora
na pojedinom roku. Obrnuto, ima za-
dataka koji su rijeSeni u najvecem
prosjeku, a vrijedili su 2 boda. Dakle,
sastavljaci zadataka nisu najbolje pro-
cijenili teZinu zadataka.

Korelacija izmedu uspjeha na klasi-
fikacijskim ispitima i uspjeha iz
matematike u srednjoj $koli vrlo je
mala (0,15 u prvom i 0,09 u drugom

" roku) i moZe se zanemariti. To je pot-

puno neodekivani rezultat.

Obrada podataka radena je na osob-
nom rac¢unalu. Tekst je pisan pomodu
programa Word 6.0 for Windows, gra-
fovi su radeni pomodu Excela, a crtezi
pomocu CorelDrawa.

Povjerenstvo je ocijenilo da je student
Vlado Cetl izradio vrijedan rad &iji ée
rezultati pomo¢i pri buducim klasi-
fikacijskim postupcima te ga pred-
lozilo za Rektorovu nagradu.

Rad je nagraden Rektorovom nagra-
dom 1996. godine.

Drazen Svehla:
ORTODROMA
U predmetu Matematika IV koji se
predaje na Geodetskom fakultetu na
predavanjima o krivuljama za ilus-
traciju se ¢esto koristi kruzna zavoj-
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nica. I u odgovarajucoj Zbirci zadata-
ka (Zarinac-Franéula, 1990.) ima niz
zadataka o kruznoj zavojnici: 54, 58,
62,97,99, 118, 151, 1631 197.
Krivulje vazne u geodeziji su ortodro-
ma i loksodroma. Stoga je uo¢eno da
bi bilo dobro gore navedene zadatke
postaviti i zatim rijesiti, ali tako da
umjesto zavojnice bude jednom orto-
droma, a drugi put loksodroma.

U radu koji prikazujemo obradena je
ortodroma. Ako se brod giba po naj-
kracoj spojnici dviju to¢aka na Zem-
ljinoj sferi, tada je njegova trajektori-
ja upravo ortodroma. Ortodroma ima
zna¢ajnu primjenu i u kartografiji.
Formule sferne trigonometrije primje-
njuju se u raznim podrucjima, kao §to
su, primjerice, astronomija, kartogra-

fija ili satelitska geodezija. Izvodi tih
formula na klasi¢an nac¢in mogu se
nadi u literturi. Medutim, osnovne for-
mule sferne trigonometrije mogu se
vrlo lako dobiti primjenom vektorske
algebre. Odatle ideja da se problemi-
ma vezanim uz ortodromu takoder
pristupi sa stajalista vektorske algeb-
re uz malo proSirenje pojmovima iz
diferencijalne geometrije.
Povijerenstvo je ocijenilo da je student
Drazen Svehla izradio vrijedan rad
koji uspjesno objedinjuje matematiku
i geodeziju.

Rad je nagraden Rektorovom nagra-
dom 1995. godine.

Drazen Svehla:

LOKSODROMA NA SFERI

Ako se brod giba pod konstatnim az-
imutom po Zemljinoj sferi, tada je
njegova trajektorija upravo loksodro-
ma. Ona ima svoju zna¢ajnu primjenu
i u kartografiji.

U prethodnom radu D. Svehla uspjes-
no je obradio ortodromu, dok je u ovo-
me radu vrlo detaljno obradena lokso-
droma. Izvedena je njena jednadzba
na temelju koje su se mogli dobiti i od-
govarajuci graficki prikazi u pers-
pektivnoj projekciji. Nadalje, izve-
dene su jednadZbe vektora Frenetova
trobrida, sferne indikatrise, fleksije,
torzije i geodetske zakrivljenosti.
Posebno treba istaknuti formuliranje
i rjeSavanje odgovarajuéih osnovnih

Ortodroma i loksodroma u gnomonskoj projekciji

P RGN Y o S

Ortodroma i loksodroma u Mercatorovoj projekciji
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geodetskih zadataka te prikaze lokso-
drome i ortodrome u Mercatorovoj i
gnomonskoj projekciji.

Loksodroma

Svoj rad D. Svehla je izradio uz po-
mo¢ osobnog racunala i programa
Quick Basic, AutoCAD, DrawPerfect
i WordPerfect.
Povjerenstvo je ocijenilo da je student
Drazen Svehla izradio vrijedan rad
koji uspje$no objedinjuje matematiku,
geodeziju i kartografiju te ga predloZi-
lo za Rektorovu nagradu.
Rad je nagraden Rektorovom nagra-
dom 1996. godine.

Miljenko Lapaine
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