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Die Fufipunktkurven der Kegelschnitte
in der isotropen Ebene

Pedal Curves of Conies in an Isotropic Plane
ABSTRACT
First we introduce the notion of pedal curves in
isotropic plane /2. Then we give a classification of
curves of order 4, which are pedals of conies giv-
en by their normal forms with respect to the group
®5 of isotropic similarities. Finally, we give a rela-
tionship between the pedals and the quadratic
inversion for these curves in isotropic plane.
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Nozisne krivulje konika u izotropnoj ravnini
SAZETAK
Za konike izotropne ravnine cije su jednadzbe dane
u normalnom obliku s obzirom na grupu fSs izo-
tropnih gibanja izvedene su jednadzbe nozisnih
krivulja. Dokazano je da su to krivulje 4. reda, te
je uspostavljena veza izmedu njih i krivulja 4.
reda dobivenih kvadratnom inverzijom.

Kljucne rijeci
geometrija, izotropna ravnina, noziSna krivulja,
kvadratna inverzija

E ine isotrope Ebene ist eine reelle affine Ebene
A2(ifl), die iiber eine Absolutfigur {f,F} -
bestehend aus einen Geraden/und einem mit/

inzidenten Punkt F — metrisiert wird. Alle Transfor-
mationen der Gestalt

X_= Ct + CyC

)' = c3 + c4x + c5y

bilden die funfparametrige allgemeine isotrope Ahn-
lichkeitsgruppe (G5 der isotropen Ebene [6].
Beziiglich der allgemeinen isotropen Ahnlichkeits-
gruppe fJS5 existieren in der isotropen Ebene sieben
Typen von Kegelschnitten, die durch nachstehende Nor-
malformen beschrieben werden konnen:

Ellipse

Imaginare Ellipse

Hyperbel 1. Art

Hyperbel 2. Art

x + y =\ +y = -1

x - y =1

x -y = -1

(1)

(2)

(3)

(4)

Parabel y2 = x

Spezielle Hyperbel xy = 1

Isotroper Kreis y = x

(5)

(6)

(7)

Em isotroper Kreis 1st ein Kegelschnitt, der im Punkt F
die absolute Gerade/als Tangente besitzt.

BEMERKUNG. In der isotropen Ebene existieren drei Arten von Hyper-
beln in Bezug auf die Lage des absoluten Punktes F zu den
Schnittpunkten der Hyperbeln mil der absoluten Geraden. Sind die
Tangenten, die von F an die Hyperbel gelegt werden konnen reell, so
liefert dies eine Hyperbel 1. Art; sind diese Tangenten konjugiert-kom-
plex, dann ist die Hyperbel 2. Art; fallt der Punkt F in einen der
Schnittpunkte der Hyperbel mit der Geraden/, dann spricht man von
einer speziellen Hyperbel. Der letzte Kegelschnitt ist ein isotropes

Analogon zur gleichseitigen Hyperbel der euklidischen Ebene [8].

Fiir die weiteren Betrachtungen sind die folgenden
Uberlegungen wichtig:

^jFtir einen beliebigen Kegelschnitt kann man die
Gleichung seiner polaren Kurve in Bezug auf einen
isotropen Kreis (7) bestimmen.
Nehmen wir eine Ellipse mit der Gleichung

£(x,y) = x2+y2 = \)
Die Gleichung ihrer polaren Kurve beziiglich (7) wird
auf folgende Weise bestimmt:
Die Determinante der algebraischen Komplementen der
Kurve (7) sind die Koeffizienten der zu ihr adjungierten
Kurve: A, = -0.25, E{ = 0.5. Damitlautetihre Gleichung
in Geradenkoordinaten

c(u,v) s u2-4v = Q. (9)

Der Zusammenhang zwischen dem Pol und seiner
Polaren beziiglich einer Kurve ist durch die Relation

gegeben. Im Fall des Kreises (7) lautet diese Formel

_u_ _ J_

1v v
Setzt man (10) in (8) ein, so folgt

(10)

k(u, v) = u2 - 4 v2 + 4 = 0 (11)

als Gleichung jenes Kegelschnittes, der polar zur Ellipse
(8) beziiglich des isotropen Kreises (7) ist. Wir bemer-
ken, daB dies eine Hyperbel 2. Art ist.
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Nun sei in der isotropen Ebene /, ein isotroper Kreis

durch die Gleichung x2 - y - 0 gegeben. Ist eine Gerade
y = he + I Tangente dieses Kreises, so muB in der
Schnittbedingung

(12)
2 \

die Diskriminante verschwinden. Dies liefert einerseits
die Beriihrbedingung

£2=-4/ (13)

und anderseits die Koordinate XQ = Q.5k fur den Be-
riihrungspunkt L(x0, y0). Weiter findet man mittels (13)
und der Kreisgleichung 0.25fc2 - y = 0,
also 4)' = k2 = -41, woraus >'0 = -/ folgt.

Fig.l.

Der Beriihrungspunkt L in Fig.l besitzt somit die
Koordinaten L(0.5A;,-/). Fiir den Schnittpunkt K stellt sich

en.

In der euklidischen Ebene ist die FuBpunktkurve eines
beliebigen Kegelschnittes beziiglich eines Pols die Men-
ge der FuBpunkte der Normalen, die durch den Pol auf
die Tangenten dieses Kegelschnittes gelegt werden kon-
nen.
In der isotropen Ebene enthalten alle isotropen Normalen
die auf die Tangenten eines Kegelschnittes gelegt wer-
den, den absoluten Punkt F, d.h. alle FuBpunktkurven
sind zu isotropen Geraden ausgeartet.
Wir schlagen deshalb einen anderen Weg ein um den
Begriff der FuBpunktkurve in die isotrope Ebene zu iiber-
tragen. Die Kurve 2. Klasse (11) besitzt in Punktkoordi-
naten die Gleichung

k(x,y) = 4x —y +1 = 0 (14)
Die Gleichung eines parallelen Tangentenpaars der Kur-
ve (14) lautetnach [1]

y=*x±T\ 1.
V 4

(15)

Um fur eine beliebige Tangente (15) des Kegelschnittes
(14) eindeutig eine isotrope Ersatz-Normale zu definie-

4

ren, bestimmt man zu dieser Tangente die parallele Tan-
gente des isotropen Kreises (7). Die Gleichung dieser
Tangente hat wegen (13) die Form

y- he .
4

(16)

Durch ihren Beriihrungspunkt L(0.5&,-/) legen wir die
isotrope Normale, die dann die Gleichung

k
x- —

2
besitzt.

(17)

Den Schnittpunkt der Geraden (15) und (17) definieren
wir als NormalenfuBpunkt. Da die beiden Gleichungen
von einem Parameter k abhangig sind, legt die Schnitt-
punktsmenge die gesuchte Fufipunktkurve des Kegel-
schnittes (14) in der isotropen Ebene fest. Man findet
ihre Normalform zu

ku = 4x + x +y — (18)

Da die angegebene Erzeugung der FuBpunktkurve von
der Wahl des Kreises (7) abhangt, werden wir diesen
Kreis als Grundkreis der Fufipunkterzeugung bezeich-
nen. Daraus folgt der

Satzl
Die Fufipunktkurve einer Ellipse (11) beziiglich des
Grundkreises der Fufipunkterzeugung ist eine algebra-
ische Kurve 4. Ordnung (18).

Diese Kurve kN ist in Fig. 2. die FuBpunktkurve des
Kegelschnittes k beziiglich des Grundkreises c.

Fig. 2.



KoG-1/1996 Vlasta Szirovicza: Die Fuflpunktkurven der Kegelschnitte in der isotropen Ebene

Auf dieselbe Weise bestimmt man die Gleichung der
FuBpunktkurve jeder der Kegelschnitte (1) - (6), was in
der folgenden Ubersicht zusammengestellt ist:

Ellipse Hyperbel 2 Art

Imaginare Ellipse Hyperbel I. Art

Hyperbel LArt Hyperbel l.Art

2 2 i nx -y -1=0

Hyperbel 2.Art Ellipse

Parabel

y2 = x

Spezielle Hyperbel

Die Gleichung der quadratischen Inversion in der
isotropen Ebene beziiglich eines isotropen Kreises lautet
nach [4]

+ x2+2-4x2-l

+ x2+y2-4x2y+l

+y2-4x2y+x=Q

x = x
y = 2x2-y. (24)

Die inverse Kurve kc zu (8) gewinnt man mittels (24)
zu

kc = +y — v-l = 0 (25)
Offensichtlich ist (25) mit der Gleichung (18) identisch.
Dasselbe Verfahren kann auch fur die anderen Kegel-
schnitte durchgefiihrt werden. Als Hauptresultat ergibt
sich der folgende Satz, der aus der euklidischen, aber
auch aus der hyperbolischen Ebene ([9] und [7]) bekannt
ist:

Satz 2

Die Fufipunktkurve kN eines beliebigen Kegelschnittes

k in der isotropen Ebene beziiglich des absoluten Punk-
tes F als Pol und des Grundkreises c der Fufipunktser-
zeugung istjener Kurve kc identisch, die mittels der quad-
ratischen Inversion eines Kegelschnittes k* beziiglich
desselben Pols und desselben Inversiongrundkreises c
erzeugbar ist. Dabei sind die Kegelschnitte k und k* po-
lar in Bezug auf den Kreis c; die Kurve kc ist das inverse
Bild von k' und kN ist die Fufipunktkurve von k (Fig. 3).

Diesen Zusammenhang konnte man auf Kurven hoherer
Ordnung verallgemeinern, wie dies aus der euklidischen
Ebene bekannt ist.

* Die Abbildungen wurden mittels einem PC486 und dem Programm
Autodesk AutoCAD for MS Windows Release 12 und Wolfram Re-
search Mathematica for Windows Release 2.2 gezeichnet.

Fig. 3.

LITERATUR

[1] CESAREC, R.:Analiticka geometrija I, Zagreb, 1957,
[2] FLADT, K.: Analytische Geometrie spezieller ebener

Kurven, Frankfurt/Main, 1962,
[3] MAKAPOBA, H. M.: Kpnbbie BTOporo nopHflica

B n/iocKOH napa6oJiHMecKofl reoMerpHH »Bonpocft

aanHCKH MITIH HM. JleHHHa (1963), 222-
251.

[4] PALM AN, D.: Uber zirkulare Kurven 3. Ordnung
der isotropen Ebene, Rad JAZU 444(1989), 37-46,

[5] PALMAN, D.: Vollstandig zirkulare Kurven 4. Ord-
nung der isotropen Ebene, Rad HAZU [456] 10
(1991), 15-32,

[6] SACHS, H.: Ebene isotrope Geometrie, Braunsch-
weig-Wiesbaden, 1987,

[7] SZIROVICZA, V.: Vollkommen zirkulare Fusspun-
ktskurven der hyperbolischen Ebene, Rad JAZU
[408] 3 (1984), 17-25,

[8] SCURIC-CUDOVAN, V.: Bin Kennzeichnung der
speziellen Hyperbel der isotropen Ebene, Sitz.-Ber.
Akad. Wiss. Wien [201] (1992),111-115,

[9] WIELEITNER, H.: Spezielle ebene Kurven, Leip-
zig, 1908.

Mr. sc. Vlasta Szirovicza
Gradevinski fakultet Sveucilista u Zagrebu
10000 Zagreb, Kaciceva 26,
teb 418-897
fax: 45-61-206
e-mail: szvlasta@master.grad.hr


