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Abstract. This paper gives the cisoidal construction of the entirely circular
curves of the third order in the hyperbolic plane. Furthermore the relationship is
shown between these curves and the projective construction of curves of the
third order.

Eine algebraische Kurve der hyperbolischen Ebene heifit eine voll-
kommen zirkulare Kurve, wenn die Zahl ihrer absoluten Beriihrungspunkte
ihrer Ordnung gleich 1st. So beriihrt eine vollkommen zirkulare Kurve 3.
Ordnung den absoluten Kegelschnitt in drei Punkten. Die isotropen Tangenten
in den absoluten Beriihrungspunkten heifien isotrope Asymptoten, und die
gegenseitigen Schnittpunkte der isotropen Asymptoten sind die vierfachen
Brennpunkte der Kurve. Eine vollkommen zirkulare Kurve 3. Ordnung hat
also drei vierfache Brennpunkte. Die drei Hauptpunkte, d. h. die Schnitt-
punkte der Kurve mit jeder der isotropen Asymptoten liegen auf einer Ge-
raden, welche Hauptgerade genannt wird. Den folgenden Betrachtungen
werden wir das Cayley-Kleinsche Modell der hyperbolischen Ebene zu Grande
legen.

Die Entfernung zweier Punkten P und Q der hyperbolischen Ebene wird
bekanntlich durch

d(P,Q) = - -A-In (PQ.SiSJ (D

festgelegt, wobei die Punkte St und S2 die Schnittpunkte der Geraden PQ mit
dem absoluten Kegelschnitt sind.

Es sei irgend ein Punkt O gegeben, den wir als Pol der Erzeugung
bezeichnen, und seien k und fcj zwei beliebige Kurven. Eine Gerade g durch
den Punkt O schneide die Kurven k und /Cj in den Punkten P und Pv. Die
kissoidale Erzeugung in der euklidischen Ebene fiihrt bekanntlich auf die
Subtraktion der Radiusvektoren der gegebenen Kurven. Rotiert die Gerade
g um den Punkt O, so wird der Punkt Q eine Kurve beschreiben, die Kissoide
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genannt wird und mit /CQ bezeichnet wird. Ziehen wir die Relation (1) in
Betracht, so kann diese Definition auch in der hyperbolischen Ebene an-
wenden werden und man hat

Weiters folgt
OQ = OP, — OP.

= OP — OP = -- — In — In (OP,

(OP,, S2S,)
(2)

Schneidet die gegebene Kurve den absoluten Kegelschnitt, so wird P = S2

und es gilt

OQ = -- L In (P,S2, S2Si) = -- hi oo = oo .
2 2

Dies bedeutet, dafi die Punkte auf dem absoluten Kegelschnitt invariant
bleiben. Sind sie die absoluten Beriihrungspunkte, so wird die erzeugte
Kissoide in diesen Punkten den absoluten Kegelschnitt beriihren. 1st min-
destens eine der zwei Punkten P und P^ ein Idealpunkt, so wird es auch der
Punkt Q sein.

Schneiden sich die gegebenen Kurven k und kv in P = P, , so folgt aus
der Definition

OQ = — — In i) = -- -In (PP, S2S,) = - -In 1 = 0 ,

d. h. es gilt O = Q , und die Bilder der Schnittpunkte fallen daher in den
Pol O. Der Pol ist ein vielfacher Punkt der Kissoide und die Gerade OQ ist
die Tangente der Kissoide im Pol O .

Damit haben wir gezeigt, daB fur die Kissoiden in der hyperbolischen
Ebene die gleichen Eigenschaften wie in der euklidischen Ebene gelten.
Diese wirken sich aber bekanntlich auf die Ordnung der Kurve aus. Somit
gilt auch in der hyperbolischen Ebene die Relation

v — 2mn — (ft n + y m + a), (3)

wo m, n die Ordnungen der gegebenen Kurven k und A:t sind, welche ft bzw.
y mal durch den Pol O gehen und a unendlich feme Schnittpunkte besitzen.
Der Pol O ist ein vielfacher Punkt der Kissoide fur deBen Vielfachkeit auch
hier die Formel

v = mn — fty — a gilt. (4)

Soil die Kissoide zirkular sein, so ist es notwendig, daB mindestens eine
der gegebenen Kurven zirkular ist. In dieser Arbeit schranken wir uns auf
die kissoidale Erzeugung der vollkommen zirkularen Kurven 3. Ordnung,
also jene, die drei absolute Beriihrungspunkte haben.

Unter Beachtung von (3) und (4) haben wir den
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(3)

(4)

SATZ 1. Will man in der hyperbolischen Ebene durch kissoidale Erzeugung
eine volkommen zirkulare Kurve 3. Ordnung kc3 erhalten, so ist es notwendig
und hinreichend, daft die Grundkurven der Erzeugung ein Kreis und eine
absolute Gerade sind. Als absolute Gerade bezeichnen wir wie iiblich eine
Tangente des absoluten Kegelschnitts. Der Erzeugungspol mufl hierbei in
einen der Schnittpunkte des Kreises mit der Verbindungsgeraden des Mit-
telpunktes dieses Kreises mit dem absoluten Beriihrungspunkt der Grund-
geraden fallen. Dieser Pol ist ein Doppelpunkt der Kissoide.

Es kann sein, dafi die gegebene Gerade keine Tangente des absoluten
Kegelschnitts ist, aber dafi die erzeugte Kissoide — auch ohne dritten ab-
soluten Beriihrungspunkt — alle Eigenschaften einer vollkommen zirkularer
Kurve 3. Ordnung besitzt. Dies wollen wir i. f. naher betrachten.

In der hyperbolischen Ebene gibt es bekanntlich oc6 vollkommen zir-
kulare Kurven 3. Ordnung. Aus dieser Menge betrachten wir nur jene, die
vom Geschlecht Null sind, denn nur diese konnen durch kissoidale Er-
zeugung erhalten werden. Es seien die Punkte 2^, T2 und T3 die drei festen
absoluten Beriihrungspunkte der Kurve 3. Ordnung. Dadurch ist ein Biischel
(oo1) von dreiachsig vollkommen zirkularen Kurven 3. Ordnung bestimmt.
In jedem dieser Biischel gibt es nur eine unikursale Kurve und das sind
auch die einzigen unikursalen Kurven in der hyperbolischen Ebene [1]. Da
es auf dem absoluten Kegelschnitt °o3 Punktetripel gibt, folgern wir, dafi
es in der hyperbolischen Ebene oo3 unikursale, vollkommen zirkulare Kur-
ven 3. Ordnung gibt.

Der Doppelpunkt der Kurve fallt in den absoluten Pol der Hauptgeraden,
auf welcher die drei Hauptpunkte der Kurve liegen.

Die Axialsymmetrie in der hyperbolischen Ebene ist eine zentralinvolu-
torische Kollineation, die als Achse eine eigentliche Gerade hat. Damit eine
vollkommen zirkulare Kurve 3. Ordnung axialsymmetrisch beziiglich einer
Achse ist, ist es notwendig und hinreichend, daft einer der Hauptpunkte in
den Schnittpunkt einer isotropen Asymptote mit der Verbindungsgeraden der
beiden anderen absoluten Beriihrungspunkte fallt [1], Die Symmetrieachse
ist die absolute Polare dieses Hauptpunktes. Da drei kollineare Hauptpunkte
vorliegen, schneiden sich ihre absoluten Polaren notwendig in einem Punkt.
Dieser Punkt ist der absolute Pol L der Hauptgeraden /.

Wenn bei einer nichtzerfallenden Kurve 3. Ordnung ein Doppelpunkt
existiert, so wird er bei jeder Grundbewegung auf sich selbst abgebildet.
Daraus folgt, dafi er im Schnittpunkt der drei Symmetrieachsen liegen
mufl, d. h. mit dem Punkt L iibereinstimmt. Dadurch ist bereits die Wahl
des Pols bei der kissoidalen Erzeugung eingeschrankt (Satz 1), da er ein
Doppelpunkt der Kissoide sein mufi.

Die Gestalt und die Art der Kissoide hangt von der gegenseitigen Lage
der gegebenen Elementen ab: von der Lage des Kreises, der Geraden und
des Pols, wie auch von ihrer Lage in Bezug auf den absoluten Kegelschnitt.

Die Art des Doppelpunktes im Pol O hangt von den Schnittpunkten des
Kreises k mit der Gerade £j ab. Die reellen Schnittpunkte werden einen
Knoten bedingen, die imaginaren Schnittpunkte einen isolierte Doppelpunkt.
Beriihrt die Gerade k: den Kreis k, so entsteht eine Spitze 1. Art. Da die
Gerade kt eine Tangente des absoluten Kegelschnitts ist, so miiflte der Kreis
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aufier den beiden absoluten Beriihrungspunkten noch weitere absolute
Punkte besitzen, was aber bei einer solchen Wahl der Grundkurven un-
moglich ist (Abb. 1 und Abb. 2).

Besteht die Grundgerade A;t aus lauter ideellen Punkten, aufier dem
absoluten Beriihrungspunkt, so besteht die erzeugte Kissoide — ohne
Riicksicht auf den gewahlten Kreis — aus lauter ideellen Punkten, ausge-
nommen der drei absoluten Beriihrungspunkte. Den einzigen eigentlichen
Punkt der Kissoide bekornmen wir in dem Fall, wo der Kreis k aus
eigentlichen Punkten besteht und der Pol auf ihm liegt. Dieser eigentliche
Punkt als Pol O liefert in diesem Fall einen isolierten Punkt der Kissoide
(Abb. 2).

Es ist i
Kurven, we
kissoidalen
Pols mit dii
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litat in der
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Abb. 1 Abb. 2

Als Pol konnen wir auch einen der absoluten Beruhrungspunkte des
Grundkreises wahlen, da der absolute Kegelschnitt ja reell ist. In diesem
Fall bekommen wir eine Kurve, die in einem absoluten Beriihrungspunkt
ein isolierten Doppelpunkt hat, wahrend anderen beiden reelle absolute
Beriihrungspunkte sind. Fiir den Grundkreis konnen wir keinen Zykel wahlen,
da seine absoluten Beruhrungspunkte imaginar sind.

Ein spezieller Fall tritt ein, wenn der Grundkreis k in zwei isotrope
Geraden zerfallt. Bezeichen wir diese Geraden mit ^ und t2, und ihren
Schnittpunkt mit Q (dieser Punkt war vorher der Mittelpunkt des erwahnten
Kreises). Sei der Punkt R der Schnittpunkt der Verbindungsgeraden der
absoluten Beruhrungspunkte Tl, T2 des Kreises k mit der isotropen Asymp-
tote t3 (Abb. 3 und Abb. 4). Es sei weiter ki = RQ (kt ̂  tj. Den Erzeu-
gungspol O legen wir in den Punkt T3. In diesem Pol hat die Kissoide einen
Doppelpunkt, und zwar eine Spitze 1. Art, weil sich die Schnittpunkte der
Geraden mit dem Kreis auf den Pol abbilden und diese Schnittpunkte hier
zusammengefallen sind. Die Gerade OQ ist die Tangente der Kurve in der
Spitze. Sie ist die Achse der vorher genannten Symmetrie, wobei der ab-
solute Pol in den Punkt R fallt.
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Es ist aus der euklidischen Ebene bekannt, dafl bei der Menge jener
Kurven, welche Ofiuriden genannt werden, die Grundgerade k^ bei der
kissoidalen Erzeugung den Grundkreis beriihrt. Die Verbindungsgerade des
Pols mit diesem Beriihrungspunkt steht auf diese Geraden senkrecht. Bin
spezieller Fall dieser Kurven ist die Kissoide des Diokles. Die Orthogona-
litat in der hyperbolischen Ebene definiert man bekanntlich als absolute
Polaritat. Da die Gerade fct durch den absoluten Pol JR der Gerade OQ geht,
folgt dafi die Eigenschaft erfiillt ist. So sind diese Kurven mit Spitze das
Analogon zur Kissoide des Diokles.

Abb. 3 Abb. 4

Eine Kurve 3. Ordnung der euklidischen Ebene, welche drei unendlich
feme reelle Inflexionspunkte hat, ist beziiglich der drei Achsen symmetrisch.
Ist diese Kurve zirkular, so sind zwei dieser Punkte konjugiert-imaginar
und die Kurve ist unter Namen MacLaurinsche Trisektrix bekannt. Dies ist
die einzige unikursale zirkulare Kurve 3. Ordnung.

Da fur die dreiachsig symmetrischen vollkommen zirkularen Kurven
3. Ordnung in der hyperbolischen Ebene gilt, dafi die Hauptpunkte Wen-
depunkte sind, folgt sofort, dafi man alle durch kissoidale Erzeugung ge-
wonnenen Kurven als Trisektrizen der hyperbolischen Ebene bezeichnen
kann. Die Wendetangenten schneiden sich in einem Punkt.

Es ist bekannt, dafi die vollkommen zirkulare Kurve 3. Ordnung der
hyperbolischen Ebene drei vierfache Brennpunkte hat, die sich als Schnitt-
punkte der isotropen Asymptoten einstellen. Enthalt die Hauptgerade einen
vierfachen Brennpunkt, so fallen in diesen Punkt auch die zwei Hauptpunkte
der Kurve, weil diese die Schnittpunkte der Hauptgeraden mit der isotropen
Asymptote sind. In diesem Fall geht die Kurve 3. Ordnung durch den Brenn-
punkt hindurch, d. h. sie ist als Strophoidale der hyperbolischen Ebene
anzusprechen. Da diese Kurven von Geschlecht 1 sind, konnen sie nicht
durch kissoidale Erzeugung gewonnen werden. Die einzige Kurve 3. Ordnung
von Geschlecht O der euklidischen Ebene die ihren vierfachen Brennpunkt
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enthalt ist die Strophoide. Betrachten wir nochmals die hyperbolische Si-tuation:

Angenommen es wiirde vierfacher Brennpunkt, z. B. C3 auf der Hauptge-
rade liegen (sieh Abb. 2). Seine absolute Polare geht dann durch die absoluten
Beriihrungspunkten Tl und T2 und der Punkt L, welcher der absolute Pol der
Hauptgerade ist, miiftte dann auf ihr liegen. Die Strophoide wiirde also mit
Hilfe des Kreises, der die absoluten Beriihrungspunkte Tj und T2 sowie den
Punkt L enthalt, erzeugt werden. Da diese drei Punkte kollinear sind, ist es
klar, da& keine Strophoide in der hyperbolischen Ebene existiert. Diese
Behauptung folgt auch schon aus der projektiven Erzeugung [1].

II

Fiir die vollkommen zirkularen Kurven in der hyperbolischen Ebene
gilt ein Satz, der analog zum Czuberschen Satz lautet ([5] Bd. I. S. 34):

Jede vollkommen zirkulare Kurve 3. Ordnung in der hyperbolischen
Ebene kann mittels eines von drei konzentrischen Kreisbiischeln und eines
von drei Geradenbiischeln, das ihm projektiv zugeordnet ist, erzeugt wer-
den. Die Mittelpunkte der konzentrischen Kreisbiischel sind drei vierfache
Brennpunkte dieser Kurve. Die Zentren der Geradenbiischel sind die drei
Hauptpunkte der Kurve; sie liegen auf der Hauptgeraden, welcher in dieser
Projektivitat ein isotropes Geradenpaar entspricht. Die Hauptpunkte sind die
Schnittpunkte der Kurve mit ihren drei isotropen Asymptoten; sie konnen
reell oder konjugiert-imaginar sein. Einem der drei konzentrischen Kreis-
biischels ist dasjenige Garadenbiischel zugeordnet, dessen Scheitel auf jener
isotropen Asymptote liegt, die nicht den Mittelpunkt des betreffenden kon-zentrischen Kreisbiischel enthalt.

Abb. 5
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Ordnen wir projektiv dem Kreisbiischel mit dem Mittelpunkt C3 das
Geradenbiischel mit dem Scheitel im Hauptpunkt D3 zu. Da die absoluten
Beriihrungspunkte eines Hyperzykelsbiischels reelle Punkte sind, enthalt die
erzeugte Kurve drei reelle absolute Beriihrungspunkte und der absoluter
Pol L der Hauptgeraden / liegt innerhalb des absoluten Kegelschnitts. Seien
nun Punkte T{ und T2 imaginare Punkte, wahrend der Punkt L ein idealer
Punkt sein moge. Nehmen wir einen Horizykelsbiischel, so fallen die zwei
absolute Beriihrungspunkte zusammen. Bei geeignet gewahlten Geraden-
biischeln konnen auch alle drei Beriihrungspunkte zusammenfallen.

Das Ziel dieser Arbeit ist es, eine Verbindung zwischen kissoidaler und
projektiver Erzeugung der vollkommen zirkularen Kurven 3. Ordnung von
Geschlecht Null herzustellen, da sich nur solche durch die erste Erzeugung
gewinnen lassen.

Aus den hervorgehenden Betrachtungen ist ersichtlich, dafi man fiir den
Grundkreis jenen Kreis aus dem Biischel (C3) auswahlen mufi, der den
Punkt L enthalt und dafi dieser Punkt der Pol fiir die Erzeugung ist. Die Ge-
rade fci ist notwendig jene Gerade aus dem Geradebiischel (L>3), welche ab-
solute Tangente mit dem Beriihrungspunkt T3 ist.

Da es nach dem Czuberschen Satz drei Moglichkeiten fiir die Wahl des
konzentrischen Kreisbiischels und des ihm projektiv zugeordneten Geraden-
biischels gibt, haben wir fiir die kissoidale Erzeugung drei Moglichkeiten fiir
die Wahl des Grundkreises, der ja immer durch den absoluten Pol der
Hauptgerade geht. Hiermit folgt der

SATZ 2. Jede dreiachsig, vollkommen zirkuldre Kurve 3. Ordnung erzeugt
mittels der Projektivitat zwischen einem der drei konzentrischen Kreis-
biischel (d) und dem zugeordneten Geradenbiischels mit dem Scheitel im
Hauptpunkt (Di) ist mit jener Kurve identisch, die sich durch entsprechende
kissoidale Erzeugung ergibt. Bei dieser Erzeugung sind die Grundkurven je-
ner Kreis aus dem Kreisbiischel (d), der den absoluten Pol L der Hauptge-
rade I enthdlt, und eine Gerade aus dem Geradenbuschel (Di), welche Tangen-
te des absoluten Kegelschnitts im dritten absoluten Beriihrungspunkt ist.
Der Pol der kissoidalen Erzeugung ist der Punkt L.

Die Trisektrizen konnen auch mit Hilfe einer anderen Projektivitat er-
zeugt werden. Sie sind das Erzeugnis der Projektivitat des Biischels 2.
Ordnung, welches die Tangenten des absoluten Kegelschnitts bilden und des
Geradenbiischels mit dem Scheitel in einem Punkt A [1]. In diesem Punkt
liegt der Doppelpunkt der erzeugten Kurve. Dadurch wird die Untersuchung
speziellen Falle der unikursalen vollkommen zirkularen Kurven 3. Ordnung
eranoglicht, bei welchen der Doppelpunkt auf dem absoluten Kegelschnitt
liegt. Der Punkt A mufi hierbei mit einem der drei absoluten Beriihrungs-
punkte iibereinstimmen, denn andernfalls fallt die in Rede stehende Kurve,
da diese nicht mehr als sechs Punkte mit dem absoluten Kegelschnitt ge-
meinsam haben darf. Aus diesem Grund darf der Punkt A auch weder auf
der isotropen Asymptote noch auf der Verbindungsgeraden zweier absoluter
Beriihrungspunkte liegen.

Interefiant ist der Fall jener Kurve, die in einem absoluten Beriihrungs-
punkt eine Spitze 1. Art hat. Wird in diesen Punkt der Punkt A gelegt, so
ist der Zusammenhang mit der kissoidale Erzeugung evident. In dem Biischel
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2. Ordnung zeichen wir als Grundgeraden jene zwei Geraden aus, die isotro-
pe Asymptoten mit den absoluten Beriihrungspunkten 7^ und T2 sind (ver-
gleiche Abb. 3 und Abb. 4). Fur die Grundgerade kv nehmen wir die Verbin-
dungsgerade des Schnittpunktes 0 der isotropen Asymptoten und des ab-
soluten Pols R der Gerade AQ.

Wir konnen somit folgern, dafl diese Beziehung fur alle Kurven, die
durch kissoidale Erzeugung entstehen, existiert. Es ist sinnlos, jene Kurven
3. Ordnung, die als Fufipunktkurven oder durch quadratische Inversion er-
zeugbar sind, im Zusammenhang mit der kissoidalen Erzeugung zu unter-
suchen. Es wurde namlich bewiesen [4], dass man durch diese Erzeugungs-
weise keine vollkommen zirkularen Kurven 3. Ordnung gewinnen kann.
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Yugoslavia

Cisoidalno izvodenje potpuno cirkularnih krivulja u hiperbolickoj ravnini

Vlasta Szirovicza

Sad.rz.aj

U prvom dijelu rada prikazano je cisoidalno izvodenje krivulja na
Cayley-Kleinovu modelu hiperbolicke ravnine. Da bi izvedena cisoida bila
potpuno cikularna krivulja 3. reda, nuzno je da temeljne krivulje izvodenja
budu kruznica i pravac koji je tangenta apsolute, te da pol izvodenja lezi
na kruznici u jednom od njenih sjecista s pravcem koji spaja sredi§te te
kruznice i apsolutno diraliste tog pravca. Pol je dvostruka tocka cisoide.

U drugom dijelu rada ispitana je veza cisoidalnog i projektivnog izvo-
denja krivulja 3. reda. Svaka potpuno cirkularna troosnosimetricna krivu-
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Ija 3. reda proizvedena projektivitetom jednog od triju pramenova koncen-
tricnih kruznica (C,-) i pridruzenog mu pramena pravaca s vrhom u glavnoj
tocki (D,-) identicna je krivulji dobivenoj cisoidalnim izvodenjem, cije su te-
meljne krivulje kruznica iz pramena (C,-), koja sadrzi apsolutni pol L glavnog
pravca /, te pravac iz pramena (Di), koji je tangenta apsolute u trecem ap-
solutnom diralistu. Pol cisoidalnog izvodenja je u tocki L.

Primljeno u II. razredu
18. 9. 1986.
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