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Abstract:A real affine plane As 1s called an isotropic plane I, if in As a
metric is induced by an absolute {f, F'} consisting of the line at infinity f of
As and a point F' € f. According to K. Strubecker on I exists a 3-parameter
group Bj of isotropic motions. In this paper a complete classification of pencils
of conics with two real double fundamental points is given. With respect to the
group B3 we construct normal forms for all main types and we study some
subtypes. Finally we give an interpretation of some geometrical invariants,

using the curve of midpoints at the curve of focal points of the pencil.

Einleitung

Diese Abhandlung ist eine Fortsetzung der Arbeiten [9], [10], [11],
wobei auf die Abhandlungen [7], [8] und [16] Bezug genommen wird.
Die 1.f. verwendeten Begriffsbildungen aus der isotropen Geometrie

kénnen in der Monographie [6], die Grundbegriffe iber Kegelschnitt-
biischel (KS-Biischel) in der projektiven Ebene Py bzw. in der affinen



48 V. Séurié—Cudovan

Ebene A; konnen in [2], [3], [5] und beziiglich der euklidisch dquiformen
Geometrie in [3] nachgelesen werden. Eine reelle affine Ebene A3(R),
welche tiber eine Absolutfigur {f, F'} — bestehend aus einer Geraden f
als absoluter Geraden und einem Punkt F' € f als absolutem Punkt —
metrisiert wird, heiflt eine isotrope Ebene I(R). Die Geometrie dieser
Ebene wurde vor allem von K. Strubecker (vgl. [13], [14] und [15]) ent-
wickelt. Die ersten Untersuchungen tuber Kegelschnitte in I stammen

von N.M. Makarova [4] und K. Strubecker [14].

Wegen I, C Ay C P, werden alle affinen bzw. projektiven Eigen-
schaften von Kegelschnittbuischeln — i.f. kurz als KS-Biuscheln bezeich-
net — aber auch anderer geometrischer Objekte benutzt werden, ohne
daf} darauf in jedem Einzelfall gesondert hingewiesen wird. Ein KS-
Bischel ist bekanntlich durch zwei KS-e vollkommen bestimmt. Diese
KS-e schneiden sich im algebraischen Sinn tiber dem Korper der Kom-
plexen Zahlen C in vier Buschelgrundpunkten A, B, C' und D. Je nach
Realitat bzw. Vielfachheit dieser Grundpunkte und nach ihrer Lage zur
Absolutfigur {f, F'} der isotropen Ebene, 1afit sich eine Klassifikation
der KS-Biischel in Iy vornehmen. Da wir uns stets auf nicht ausgear-
tete KS-Biischel beschranken, d.h. keine Paare von Geradenbtischeln
betrachten, gibt es genau neun Haupttypen von KS-Bischeln in I5.

In [9] sind diese Biischeltypen definiert und jener Biischeltyp I
betrachtet worden, der durch vier verschiedene reelle Grundpunkte ge-
kennzeichnet ist, wéhrend in [10] und [11] jener Biischeltyp IV be-
trachtet wurde, der durch einen doppelt zahlenden, reellen und zwei
einfache reelle Buschelgrundpunkte bestimmt ist. Die Buscheltypen
VIIT und IX wurden in [7] und [8], der Biischeltyp VII in [16] unter-
sucht.

In der vorliegenden Abhandlung werden die KS-Buschel vom Typ
VI betrachtet. Da die Klassifikation mit Hilfe der Mittelpunktskurve
m? 2. Ordnung, der Brennpunktskurve k?c 3. Ordnung und nach der
Lage der Geradenpaare des Biischels zueinander und zur Absolutfigur
{f, F'} der isortopen Ebene vorgenommen wird, erhilt man auch bei
dem Buscheltyp VI eine Reihe von Biuischeluntertypen, Buschelarten
und Bischelféllen. Um einen konsequenten Aufbau sicherzustellen, wird
beim Typ VI, ebenso wie auch bei der Untersuchung der anderen KS-
Buschel eine Bezeichnung durch Indizes verwendet. Die Grobklassifika-
tion, die den Untertyp bestimmt, wird durch den ersten Index gekenn-
zeichnet, wobei die einzelnen Ziffern eine rein geometrische Deutung lie-
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fern. Eine feinere Klassifikation der einzelnen Untertype, die Biischelart
bzw. den Briischelfall bezeichnet, wird durch den nachsten Index bzw.
durch Buchstaben beschrieben.

Als Fundamentalgruppe legen wir stets die dreiparametrige isotro-
pe Bewegungsgruppe B3

(1.1)

r=c +=x
y=cy+cx+y

zugrunde [6]. Diese Gruppe ist bekanntlich eine spezielle Automorphis-
mengruppe der Absolutfigur {f, F'}, wobei nach Einfithrung von projek-
tiven Koordinaten {xg, 21,22} in Iy C Py die Gerade f durch 29 =0
und F durch F(0 : 0 : 1) erfat wird. Mit {x,y} bezeichnen wir hier

und im folgenden die zugehorigen affinen Koordinaten in 5.

Der Buscheltyp VI

Von den vier verschiedenen reellen Buschelgrundpunkten A, B, C'
und D des allegemeinen Typs I, sind beim Btuscheltyp VI je zwei als
doppelt zahlende unendlich benachbarte Grundpunkte zu betrachten.
Diese Punkte seien A = B und C' = D, wobei die Punkte A = B mit
A und der Punkt ¢ = D mit C bezeichnet werde. Die beiden dop-
pelt zédhlenden Biuschelgrundpunkten A und C' sind beim Typ VI reell.
Wahrend die vier Grundpunkte im Fall des Typs I die drei Btschel-
hauptpunkte K, L und M als die Eckpunkte des gemeinsamen Pol-
dreiecks dieses KS-Biischel eindeutig bestimmen, verbleibt beim Typ
VI nur der Punkt X' = ABNCD und die Gerade g := ACLM. Ein KS-
Bischel mit zwei doppeltzahlenden Grundpunkten besitzt bekanntlich
unendlich viele gemeinsame Poldreiecke, die alle eine Ecke im Punkt K
und die tibrigen zwei Ecken auf der Geraden ¢ := AC haben (vgl. [3,
330-331]).

Die Geraden t; := A, K bzw. t; := C, K sind die gemeinsamen
Tangenten aller Biischelkegelschnitte mit dem gemeinsamen Bertihr-
punkt im Punkt A bzw. im Punkt C'. Ein solcher Biischeltyp wird als
ein Beruhrbiuschel bezeichnet. Der Buscheltyp I enthalt drei sich in den
Bischelhauptpunkten schneidende Geradenpaare, die drei singuléren
KS-e dieses Buschels darstellen. Bei dem Buscheltyp VI verbleib ein
Geraden-Tangentenpaar (t1,t2) und eine doppelt z&hlende Gerade ¢ :=
AC. Die eigentliche Gerade ¢ stellt eine singuldre Parabel, bzw. einen
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reduziblen isotropen Kreis dar, wahrend das Geradenpaar (t3,t3), je
nach der Lage der Punkte A, C' und K eine singulare Parabel, einen
reduziblen isotropen Kreis bzw. eine singulire Hyperbel bzw. eine
spezielle singulédre Hyperbel darstellt (vgl. [9]).

AUFLISTUNG DER BUSCHELUNTERTYPEN DES TYPS VI

Untertyp VIi: Die Buschelgrundpunkte sind eigentlich und keine
Verbindungsgerade dieser Punkte ist eine isotrope Gerade.

Untertyp Vly: Genau eine der Verbindungsgeraden der eigent-
lichen Grundpunkte ist isotrop.

Untertyp VIz: Ein Geradenpaar, d.h. die zwei Verbindungsgera-
den der als eigentlich vorausgesetzen Grundpunkte ist isotrop.

Untertyp V1y: Einer der doppelt zahlenden Grundpunkte ist un-
eigentlich und verschieden vom absoluten Punkt F'. Keine Verbindungs-
gerade der Grundpunkte ist isotrop.

Untertyp VIs: Genau einer der doppelt zahlenden Grundpunkte
ist uneigentlich und vom Punkt F verschieden, die gemeinsame Tan-
gente durch den anderen eigentlichen doppelt zahlenden Grundpunkt
ist isotrop.

Die Untertypen, die mit den Indizen 6, 7, 8, 10, 11 und 12 bei
den Typen I bzw. IV gekennzeichnet sind, konnen beim Typ VI nicht
auftereten.

Untertyp Vlg: Genau einer der doppelt zahlenden Grundpunkte
ist uneigentlich und fallt mit dem absoluten Punkt F' zusammen. Die
gemeinsame Tangente aller KS-e mit dem Beruhrpunkt F' ist eine ei-
gentliche isotrope Gerade.

Untertyp V1i3: Genau einer der doppelt zdhlenden Grundpunkte
ist uneigentlich und vom Punkt F' verschieden. Die gemeinsame Tan-
gente aller KS-e mit dem Beruhrpunkt in diesem Punkt ist uneigentlich.
Die andere gemeinsame Tangente ist keine isotrope Gerade.

Untertyp V1i4: Die andere gemeinsame Tangente aller KS-e des
Untertyps VI3 ist eigentlich und isotrop.

Untertyp V1i5: Genau einer der doppelt zdhlenden Grundpunkte
fallt in den absoluten Punkt F', die gemeinsame Tangente in die absolute
Gerade f. Der andere Grundpunkt ist eigentlich.

Untertyp V1js: Die beiden doppeltzéahlenden Grundpunkte sind
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uneigentlich, verschieden vom Punkt F', die gemeinsamen Tangenten ¢,
und t; sind eigentlich.

Untertyp VIy7: Einer der beiden uneigentliechen Grundpunkte des
Untertyps VIjg fallt mit dem absoluten Punkt F' zusammen; eine der
beiden gemeinsamen eigentlichen Tangenten ist daher isotrop.

Ein KS-Biischel vom Typ VI mit eigentlichen Grundpunkten kann
ein Ellipsen-Hyperbel-Biischel — in [9-11] als Fall a) bezeichnet —, oder
ein Parabel-Biischel, aber nie ein Hyperbel-Biischel sein (vgl. [3, 391,
398]; [9-11]).

Die KS-e eines Ellipsen-Hyperbel-Buschels bestimmen auf der ab-
soluten Geraden f eine hyperbolische Involution. Diese enthélt sowohl
reelle als auch konjugiert-komplexe Punktepaare und zwei reelle Fix-
punkte. Infolgedessen enthalt das Buschel unendlich viele reelle Hy-
perbeln, unendlich viele reelle Ellipsen und zwei reelle Parabeln. Die
Menge der Ellipsen wird von der Menge der Hyperbeln durch die beiden
Parabeln getrennt. Eine spezielle Hyperbel der isotropen Ebene trennt
die Hyperbeln 1. Art von den Hyperbeln 2. Art.

Die Klassifikation der KS-Buschel von Typ VI wird zusatzlich mit
Hilfe der Mittelpunktskurve m? und der Brennpunktskurve kfc vorge-
nommen. Die Mittelpunkte aller KS-e eines KS-Biuschel bilden eine Mit-
telpunktskurve m? 2. Ordung. Da diese Kurve im allgemeinen aufer den
drei Buschelhauptpunkten noch die beiden Parabelfernpunkte und die
drei Mittelpunkte jener sechs Strecken enthalt, die durch die Buschel-
grundpunkte bestimmt sind, zerfallt beim Buscheltyp VI diese Kurve
m? stets in die Verbindungsgerade AC und in die Verbindungsgerade
des Mitelpunktes der Strecke AC mit dem Hauptpunkt K = t; Nty (vgl.

Die isotropen Brennpunkte der Buischelkegelschnitte bilden im all-
gemeinen eine Kurve k?c 3. Ordung; diese ist durch die vier Grund-
punkte, die drei Hauptpunkte, die beiden Parabelfernpunkte, den ab-
soluten Punkt F' und durch jenen Punkt P, der beztiglich des Buschels
dem Punkt F konjugiert zugeordnet ist, ausreichend bestimmt. Bei dem
Bischeltyp VI liegen zwei der Hauptpunkte stets auf der Verbindungs-
geraden der Grundpunkte A und C'. Folglich zerfallt die isotrope Brenn-
punktskurve k?c bei dem Typ VI stets in die Gerade AC und in einen

KS k%, der auch weiter zerfallen kann (vgl. [7-11], [16]).
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Der Biischeluntertyp VI,

DER BUSCHELFALL VI,,

Durch eine geeigente isotrope Bewegung kann man erreichen, dafl
einer der doppelt zdhlenden eigentlichen Punkte, z.b. A in den Ursprung
U(0,0) und die Tangente ¢; in die z-Achse des zugrundegelegten Koor-
dinatensystems féllt. Der Punkt A erhélt dann die Koordinaten A(0,0)
und der eigentliche Punkt C die Koordinaten C(e¢q,c¢2), mit ¢; # 0,
¢g # 0. Setz man ¢ = ¢z : ¢1, dann besitzen die Geraden ¢ := AC,
t1 ;= (A = B)K; ty := (C = D)K (K = t; Nty) die Gleichungen
g..y—pr=0,t1...y=0,1t3...y —c2 —a (v —c¢1) =0, wobei « der
1sotrope Neigungswinkel der Geraden t; ist.

Die Gleichung eines KS-Biuschels vom Typ VI erhalt man durch

(2.1) (g? + Myt =0

bzw. mit % = v als

(2.2) g* + vtity = 0.

Als Normalform des Biuischeluntertyps VI; ergibt sich somit
(2.3) F=y—ex) +vylly—c2) —alz —e1)] =0 bzw.
F=y* —2pxy+ ¢*2® + v(y* — coy — azy + aciy) = 0.
Satz 1. Ewn Beruhrbuschel vom Untertyp V1y wst im allgemeinen durch
drei Invarianten {cy,co,a} bis auf isotrope Bewegungen eindeutig be-

stimmdt.
Mittels % = % = 0 bestimmt man die Gleichung der Mit-
telpunktskurve m? zu

(2.4) (y = ¢2)[(2¢ — a)y — apr + (0 — p)ea] = 0,
die hier in die Gerade ¢ := AC und in die Gerade

op ooy
20—« 20 —«
mit dem Fernpunkt M;(0 : (20 — «) : ap) zerféllt. Die Mittelpunkte
M, der KS-e besitzen die Koordinaten

M (c2 — aer)(2¢ + va) 202 (cq — acy)
’ (2¢ —va)r 7 (2p—wva)? )’

=0

mi...Yy —

wobel v der Bischelparameter ist. Die isotrope Brennpunktskurve k?c
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3. Ordung besteht aus jenen Punkten der Buschelkegelschnitte, deren
Tangenten isotrop sind. Aus F = 0 und % = 0 findet man die Glei-

chung k?c
(2.5) (y — pa)lapa’® + (a = 2p)ay + (c2 — acy)pa + (c2 — acr)y] = 0,

die in die Gerade ¢...y — pz = 0 und in einen KS k?c zerfallt. Die
Fernpunkte dieses KS-es sind die Punkte H; = F (0 : 0 : 1) und
H, = M,. Die Kurve k?c ist daher eine spezielle Hyperbel mit dem
Mittelpunkt

I, cy — acy (o — ac1)(2¢ + a?p)
20 —a’ 20 —« '

Die Parabeln p; bzw. ps dieses Buschels ergeben sich fur 11 = 0 bzw.
dole—a)

(2.6) Pl---(y—apx)zz()
bzw.
(2.7) p2 (@ = 20)[(a = 20)y* + 2apay]+

+e’a’a? —dp(p —a)(ez — acy)y =0,
wobei der Fernpunkt von py in Ho liegt.
Die spezielle Biischel-Hyperbel hg erhalt man fiur v = —1 zu
(2.8) hs...(2c,o—oz):1;y—<,92:1;2 + (ac; —e2)y =0
mit den Fernpunkten F(0 : 0 : 1) und H,(0 : 20 — o : »?) und dem

Mittelpunkt
Mo, cy — ozcl7 20%(cy — acy) ‘
2¢ — o (2¢ — a)?

Ersichtlich ist die Gerade (2¢ —a)x = ¢3— ey eine gemeinsame isotrope
Asymptote der Hyperbeln k?c und hg.

Satz 2. Ein allgemeines Beruhrbischel vom Untertyp V1 ist ein Ellip-
sen-Hyperbel-Buschel, ber dem eine der beiden Parabeln aus der doppelt
zu zahlenden Verbindungsgeraden der Doppelpunkte A und C besteht.
Diese Gerade ist ein Bestandteil der Mittelpunkts- und Brennpunkts-
kurve. Die Mittelpunkte aller KS-e liegen auf einer Geraden, die iso-
tropen Brennpunkte liegen auf einer speziellen Hyperbel.

Die Abbildung 1 zeigt ein Kegelschnittbiischel dieses Typs.
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Abb. 1.

DER BUSCHELFALL VI,

Die einzige regulare Parabel des Bischeltyps VI, artet im Fall
V1. in ein paralleles Geradenpaar aus. Diese Geraden sind genau die
Tangenten t; und t3. Durch eine isotrope Bewegung kann die Tangente
t1 in die x-Achse und der Punkt A in den Ursprung U(0,0) des Stan-
dardkoordinatensystems gelegt werden. Der Punkt C' enthélt dann die
Koordinaten C(cq,¢2), mit ¢; # 0 und ¢; # 0; die Tangente t5 wird
durch t3...y — ¢; = 0, die anderen Geraden t; und g werden durch
t1...y=0,¢g...y —px =0 mit ¢ = ¢z : ¢; beschrieben.

Als Normalform eines KS-Buschel im Fall VI, erhalt man
(2.9) F=(y—pr)’ +vyly —c2) = 0.
Satz 3. Ewn Beruhrbuschel V1. vom Untertyp VI st durch zwei In-
varianten {cy,ca} bis auf 1sotrope Bewegungen eindeutig bestimmdt.

Die Mittelpunktskurve m? = g-my
(2.10) (y —px)(ca —2y) =0
besteht aus den Mittellinien der singuléren Parabeln ¢ und (¢1,%3), da
alle reguléare KS-e dieses Buschels ithre Mittelpunkte im Schnittpunkt
M = gnmy, M(0,5¢1;0,5¢3) besitzen. Die isotrope Brennpunktskurve
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TRPRY
(2.11) (y — p2)(2pzy — c2y — peax) =0
besteht aus der Geraden g und einer speziellen Hyperbel k?c mit den
Fernpunkten F(0 : 0 : 1) und K(0 : 1 : 0), und dem Mittelpunkt
M(0,5¢1;0,5¢2).
Satz 4. Fin KS-Buschel des Falls V1. besteht aus konzentrischen El-
lipsen, Hyperbeln 1. Art, Hyperbeln 2. Art und einer speziellen Hyper-
bel. Der gemeinsame Mittelpunkt dieser KS-e ist der Schnittpunkt der
Geraden g mit der Mittellinie my des Geradenpaares (t1,t2). Dieser
ist auch der Mittelpunkt der speziellen Hyperbel k2%, die die isotropen
Brennpunkte der Buschelkegelschnitte tragt.

Die singularen Parabeln p; bzw. py dieses KS-Biischels erhalt man
fiir v = 0, bzw. fiir v = co. Die spezielle Hyperbel h, ...p%z? — 2pxy +
+ coy = 0 ergibt sich fur v = —1.

Die Abbildung 2 zeigt diesen Buscheltyp.

Abb. 2

DER BUSCHELFALL VI,

Nun seien die eigentlichen Linienelemente (A,t1) und (C,t2) des
Falls V11, so gewahlt, dafl sie bezuglich des Standardkoordinatensys-
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tems die Koordinaten bzw. die Gleichungen A(—a,0), C(a,0) mit a # 0
bzw.g...y=0,t1...y+a(x+a) =0,1t2...y —a(x —a) = 0 besitzen.
Dabei ist a bzw.—a der Neigungswinkel der Tangente t; bzw. t5. Als
Normaltorm dieses Buschels erhélt man

(2.12) F =y +v(y* + 20ay — o*2* + a*a®) = 0.
Die Mitelpunktskurve
(2.13) ey = 0

besteht aus der Mittelpunktsgeraden y = 0, wahrend die anderen KS-e
ihre Mittelpunkte M, auf der isotropen Geraden m ...z = 0, mit den

Koordinaten M, <0, _1’—/|—aua> besitzen. wobei v der Buschelparameter ist.

Die Brennpunktskurve k?c = ykfc

(2.14) ylaz? —ay —aa®) =0

besteht aus der Geraden y = 0, die zu dem Geradenpaar (g, ¢g) gehort,
und aus einem parabolischen Kreis k?c durch die Grundpunkte A und C
und den Schnittpunkt K (0, —ac) der Tangente ¢; und ¢2. Die Brenn-

punkte By, By € k?c besitzen die Koordinaten By ; o <:|:L _”“a>,

Vitr’ 1+v
mit v als Biischelparameter. Sie sind reell fir —1 < v < +o0c. Man
erhalt fiir v = —1 den parabolischen Kreis
(2.15) p1...ax —2ay —aa =0,

fiir v = 0 die singulire Parabel py ...g¢% = 0, das Geradenpaar (¢1,t2)
fur v = oo, die Ellipsen fur —1 < v < 0, die Hyperbeln 1. Art fur
0 < v < oo und die Hyperbeln 2. Art fur —oo < v < —1.

Satz 5. Ewn Beruhrbischel vom Buschelfall V114, in dem eine der bei-
den Parabeln ein 1sotroper Kreis ist, und bei dem die Buschelgrundtan-
genten t1 und to mat der doppelt zahlenden Geraden g := AC gleiche
1sotrope Winkel mat verschieden Vorzeichen bilden, ist bis auf isotrope
Bewegungen durch zwei Invarianten {a,a} eindeutig bestimmt. Dieses
KS-Bauschel ist ein Ellipsen-Hyperbel-Buschel. Die Mittelpunkte aller
reqularen KS-e liegen auf einer isotropen Geraden m durch den Schnitt-
punkt K =ty Nty der Tangenten t1, ty. Die Brennpunkte der Buschel
KS-e liegen auf einem parabolischen Kreis. Eine beliebige, mat der dop-
pelt zahlenden Geraden g parallele Gerade, schniedet die KS-e dieses
Berthrbischels in zwer Punkten, die gleichen Abstand von der Geraden
m besitzen.

DIE BUSCHELART VI,
Beriiht die regulare Parabel des Falls VI, die absolute Gerade

f genau im absoluten Punkt F, dann ist diese Parabel ein isotroper
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parabolischer Kreis. Um die Gleichung dieses isotropen Keises bzw. die
Normalform des KS-Bischels zu bestimmen, suchen wir ausgehend von
(2.3) jenen Biischelkegelschnitt k, der F' enthalt. Man findet zunéchst
die Bedingung v = —1, womit sich fur k£ die Gleichung

(2.16) (2¢ — a)ry — ¢*2? — (ca —acy)y =0

einstellt. Damit (2.16) ein parabolischer Kreis wird, mufl & im Punkt
F die absolute Gerade f berihren. Dies liefert noch die Bedingung
2¢p — a = 0 und damit die Gleichung des isotropen Kreises ps zu

(2.17) era? — 1y = 0.
Als Normalform eines KS-Biischels der Art VI; ; erhélt man
(2.18) F=(y—ox) +vyly —2px +c2) =0.

Die Mittelpunktskurve m? = ¢ - m; bzw. die Brennpunktskurve k3 =
=g- k?c besitzen die Gleichungen
(2.19) m?.. (y —p2)(2x —c1) =0

(2.20) kfc oy = o) (29% 2% — pegr — cay) = 0.
Die Mitelpunktskurve my ist eine isotrope Gerade, wobei die Mittel-

punkte M, der KS-e durch M, <02—1, ﬁ), mit v als Biischelparame-

ter, festgelegt werden. Die Brennpunktskurve k?c beruhrt die absolute
Geade f im Punkt F(0:0: 1) und ist daher ein isotroper Kreis.

Satz 6. Ein KS-Buschel der Art VI 1 in dem die requldare Parabel emn
1sotroper parabolischer Kreis ist, ist bis auf 1sotrope Bewegungen durch
zwei Invarianten {c1,ca} eindeutig bestimmt. Dieses KS-Biischel ist
ein Ellipsen-Hyperbel-Buschel. Die Mittelpunkte aller reqularen KS-e
lregen auf einer isotropen Geraden. Die isotropen Bremnpunkte dieser
KS-e gehoren einem isotropen Kreis an.

Der Biischeluntertyp VI,

Genau eines der eigentlichen Linienelemente (A,t1) bzw. (C,t3)
besitzt eine isotrope Tangente. Es sei die Tangente t; := (A = B)K
isotrop. Durch eine isotrope Bewegung kann man erreichen, dafl der
doppelt zéhlende Grundpunkt A in dem Ursprung U(0,0) des zugrun-
degelegten Koordinatensystem fallt. Durch eine weitere isotrope Bewe-
gung kann man erreichen, dafl der andere doppelt zdhlende Grundpunkt
C auf der z-Achse liegt und die Koordinaten C(c¢q,0) mit ¢; # 0 erhéilt.
Der Neigungswinkel der Tangente t; sei «. Die Geraden ¢, t1, ty erhal-
ten dann die Gleichungen
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g...y=0, t1...2=0, ty3...y—alx—c)=0.
In iblicher Weise erhalt man als Normalform eines Bertithrbiuischels des
Untertyps VI

(2.21) F=zaly—alr—c)] +vy*> =0.
Die Mittelpunktskurve m? = gm, hat die Form
(2.22) yly — a(22 — ¢1)] =0,

so dafl die Mittelpunkte M, der KS-e auf der Geraden m; die Koor-
dinaten M, < 42;1;_7_”1, 4;culf1> erhalten. Die isotrope Brennpunktskurve
(2.23) ryly —2a(x —ec1)] =0

tragt die isotropen Brennpunkte der regularen KS-e auf der Geraden
k]lc Die reguléare Parabel

(2.24) p... dary — 4o’z + daciz —y? =0
stellt sich fur v = —ﬁ, die singulére Parabel y? = 0 fiir v = oo ein.
Abb. 3

Satz 7. Ein KS-Buschel des Untertyps V1 ist bis auf isotrope Bewegun-
gen durch zwei Invarianten {ci,a} eindeutig bestimmt. Die reguldren
KS-e dieses Buschels sind Ellipsen, Hyperbeln 1. Art und eine Para-
bel. Alle diese KS-e besitzen eine gemeinsame isotrope Tangente und
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einen gemeinsamen Berihr- und Brennpunkt; dieser ist der doppelt
zu zdhlende Grundpunkt auf dieser Tangente. Die Mittelpunkte bzw.
die anderen isotropen Brennpukte der reqularen KS-e liegen auf zwes
zuewnander parallelen Geraden, die sich im uneigentlichen Muittel- und
1sotropen Brennpunkt der singularen Parabel schneiden. Diese Parabel
15t nremals ein 1sotroper Kreis.

Der Untertyp VI;

DIE BUSCHELART V15,

Bei dieser Art sind die beiden Linienelemente (A,t1), (C,t2) ei-
gentlich und die isotropen Geraden ¢; und ¢ schneiden sich im absoluten
Punkt F(0:0:1). Mitg...y =0,t...e+a=0,t2...0—a=0
lautet die Normalform dieses Buichels
(2.25) F=a2>—d’>+ l/y2 =0.

Die Mittelpunktskurve m? = gm, lautet yz = 0. Alle regulire KS-e
dieses Biischels besitzen den gemeinsamen Mittelpunkt im Schnittpunkt
U(0,0) von g und my. Die Brennpunktskurve k?c artet in

(2.16) (x+a)(x—a)y=0

aus. Diese Geraden bestehen aus den Brennpunkten der singularen
KS-e, da alle regulare KS-e ihre isotropen Brennpunkte in den Grund-
punkten A und C' besitzen.

Satz 8. Ein Beruhrbiuschel der Buschelart VI3 1 ust bis auf isotrope Be-
wegungen durch eine einzige Invariante {a} emmdeutig bestimmt. Das
Biischel besteht aus konzentrischen, konfokalen, koazialen Ellipsen und
speziellen Hyperbeln. Die Parabeln dieses Buschels zerfallen in die dop-
pelt zahlende Gerade g bzw. in die beiden isotropen Buscheltangenten,
die als Geradenpaar (t1,t2) den singuldren isotropen Kreis darstellen.

DIE BUSCHELART VI; ,

Bei dieser Art ist die doppelt zédhlende Gerade ¢ isotrop, da die
Bischelgrundpunkte A und C parallel sind. Mit g...2 =0,t; ...y =0,
ty...y —c— azr = 0 erhalt man als Normalform dieses Buschels
(2.27) F=a2*+uvyly —ar —c)=0.

Die Mittelpunktskurve m? = gm;
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(2.28) 22y —ax —¢)=0

enthélt die Mittelpunkte der Doppelgeraden ¢* = 0, wahrend die Mit-
telpunktsgerade m; durch die bekannten Punkte K = t; Nty, P =
= 0,5d (AC) und den uneigentlichen Parabelmittelpunkt P, ausrei-
chend besitmmt ist. Diese Mittelpunkte M, besitzen die Koordinaten

M, <42Vca%, 4V_acil> mit v als Biischelparameter. Die Brennpunkts-

kurve k?c zerfallt in die Geraden

(2.29) 232y —az —¢) = 0.

Satz 9. Ein KS-Bischel VI3 o st bis auf 1sotrope Bewegungen durch
zwer Invarianten {c,a} endeutig bestimmt. Das Buschel besteht aus
Ellipsen, Hyperbeln 2. Art und einer requldren Parabel, wahrend die
doppelt zahlende isotrope Verbindungsgerade der Buschelgrundpunkte
als singularer isotroper Kreis betrachtet werden kann. Die Muittel- und
Brennpunkte aller reqularen KS-e liegen auf derselben Geraden durch
den Punkt K = t1 Nty und den uneigentlichen Muttel- und Brennpunkt
der reqularen Biuschelparabel.

DER BUSCHELFALL VI; 5.

Ein Unterfall von VI; o entsteht genau dann, wenn die reguléare
Parabel dieser Art in das parallele Geradenpaar (t1,t3) ausartet. Mit
t1...y+a=0,t3...y —a=0, g...x = 0 erhalt man als Normalform
dieses Buschels
(2.30) F=a4v(y?—d*)=0
Die Mittelpunktskurve m? zerfallt in die beiden Geraden ¢...z = 0 und
s...y =0. Alle regulare KS-e haben den gemeinsamen Mittelpunkt im
Schnittpunkt A(0,0) der Geraden ¢ und s. Die isotrope Brennpunkts-
kurve k?c ...2%y = 0 zerfallt in die doppelt zahlende isotrope Gerade
g...r = 0 und in die Gerade s...y = 0, auf der die isotropen Brenn-
punkte der regularen KS-e liegen.

Die reduziblen Parabeln dieses Biuischels erhalt man fir v = 0 bzw.
v = 00, die Ellipsen fur v > 0, die Hyperbeln, die durchwegs von 2. Art
sind, fir v < 0.

Satz 10. Ein Beruhrbuschel des Falls VI3 2. 1st bis auf 1sotrope Be-
wegungen durch eine Invariante {a} eindeutig bestimmt. Das Bischel
besteht aus konzentrischen Ellipsen und Hyperbeln 2. Art, wahrend die
beiden reduziblen Parabeln zu den Geradenpaaren (t1,t2) und (g,q) aus-
arten. Alle requldre KS-e haben einen gemeinsamen isotropen Durch-
messer AC, wahrend sich die anderen, beztglich dieser KS-e zu thm
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konjugierten Durchmesser auf der Mittellinie s des Tangentenpaares
(t1,t2) befinden. Die KS-e dieses Buschels werden durch isotrope Spi-
egelungen an dieser nichtisotropen Durchmessergeraden s aufeinander
abgebildet.

Der Untertyp VI,

Es sei nun (A, t1) ein Linienelement mit dem uneigentlichen Punkt
A, der verschieden von dem absoluten Punkt F' ist und der Geraden t; #
f. (C,ty) sei ein eigentliches Linienelement mit der nichtisotropen Ge-
raden 9.

Durch eine isotrope Bewegung kann man erreichen, daf3 die Tan-
gente t1 in die x-Achse des zugrundegelegten Koordinatensystems fallt
und der Punkt A die projektiven Koordinaten A(0 : 1: 0) annimt. Wei-
ters kann C'(0, ¢) mit ¢ # 0 erreichen. Die Geraden g, t; und ¢2 erhalten
dann die Gleichungen g...y —c¢=0,¢;...y =0, t3...y —azr —c =
= 0 mit « als Neigungswinkel der Tangente t2. Als Normalform eines
KS-Bischel des Untertyps VIy erhélt man

(2.31) F=y—e)+vyly—ax—c)=0.
Dieses KS-Buschel besteht aus Hyperbeln 1 und 2. Art. Diese
trennt eine spezielle Hyperbel azy — cy+ ¢ = 0, die fir v = —1 gewon-

nen wird. Alle diese Hyperbeln besitzen eine gemeinsame Asymptote
t; mit dem uneigentlichen Bertthrpunkt im Grundpunkt A. Die beiden
Parabeln bestehen aus doppelt zu zahlenden Geraden ¢g. Das Geraden-
paar (t1,ts) stellt eine singuldre Hyperbel dar. Die Mittelpunktskurve
m? = gt; zerfallt in

(2.32) (y—cly =0

wobei die Gerade t; ...y = 0 als die gemeinsame Asymptote aller Hy-
perbeln auch ihre Mittelpunkte M, mit den Kordinaten M, <— c(v+2) , >

tragt. Als Brennpunktskurve k3 = gkfC findet man

(2.33) (y — ¢)azy — c(y — ax —¢)] = 0.

Die isotropen Brennpunkte der Hyperbeln des Buschels VI, liegen auf
einer speziellen Hyperbel k?c mit den Fernpunkten F(0 : 0 : 1) und

A(0:1:0). Ihr Mittelpunkt ist My ¢ (i, —%)

Satz 11. Ein Beruhrbuschel des Untertyps V1 st bis auf 1sotrope Be-
wegungen durch zwei Invarianten {c,a} emmdeutig bestimmt. Dieses
Biischel st ein Hyperbelbischel, das aus Hyperbeln 1. und 2. Art sowie
einer speziellen Hyperbel besteht. Die beiden Parabeln sind zu die dop-

pelt zahlende Gerade g entartet. Alle Hyperbeln haben eine gemeinsame
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Asymptote, die Mittelpunkte dieser Hyperbeln trdagt. Die isotropen Hy-
perbelbrennpunkte liegen auf einer speziellen Hyperbel.

Abb. 4

Der Biischeluntertyp VI;

Nun sei (A,t;) ein Linienelement mit dem uneigentlichen Punkt
A # F und der Geraden t; # f, und (C,t3) ein eigentliches isotropes
Linienelement.

Dieses Untertyp unterscheidet sich von VI4, da alle Hyperbeln
dieses Biuischels eine gemeinsame isotrope Tangente t5, mit dem gemein-
samen eigentlichen Brennpunkt in € besitzen. Die Buschelhyperbeln
sind daher von 1. Art.

Durch isotrope Bewegungen ist es moglich die Tangente ¢; in die
x-Achse und die Tangente t; in die y-Achse des zugrundelegten Koor-
dinatensystems zu legen. Der Punkt A nimmt dann die Koordinaten
A(0:1:0), der Punkt C die Koordinaten C(0,c¢), mit ¢ # 0 an. Als
Normalform dieses Buschels stellt sich
(2.34) F=y—c)+vay=0
ein. Die Mittelpunktskurve m? = gt; enthalt die Mittelpunkte M,,(%, O)
der Hyperbeln auf der Tangenten ¢; mit v als Buschelparameter. Die
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Brennpunktskurve k?c

(2.35) (y—c)a(y+¢)=0

tragt die Hyperbelbrennpunkte B, (%, —c) auf der Geraden ¢g...y +
+c¢=0.

Satz 12. Ein KS-Bischel des Untertyps Vs ist bis auf isotrope Be-
wegungen durch eine einzige Invariante {c} eindeutig bestimmt. Das
Biischel besteht nun aus Hyperbeln 1. Art, deren Mittelpunkte auf der
gemeinsamen nichtisotropen Tangente liegen. Alle Hyperbeln besitzen
eine gemeinsame isotrope Tangente mit emnem gemeinsamen Brenn-
punkt im eigentlichen Grundpunkt, wahrend die anderen Brennpunkte
auf einer, mit der Geraden g parallelen Geraden liegen.

Der Untertyp VI,

Es sei (A, 1) ein Linienelement mit dem uneigentlichen Grund-
punkt A = F und der Geraden t; # f; (C,t3) sei ein eigentliches nicht
isotropes Linienelement.

Alle regulare KS-e dieses Btschels sind spezielle Hyperbeln mit
dem gemeinsamen Brennpunkt in A = F und mit der gemeinsamen
Asymptote t1, auf der die Mittelpunkte dieser Hyperbeln liegen. Mit
A0:0:1),C(¢,0),¢c#0undg...2 —c=0,t3...2=0,t3...y =0
ergibt sich als Normalform dieses Buschels
(2.36) F=(x— 0)2 + vay = 0.

Die Mittelpunktskurve zerféllt in die beiden isotropen Geraden (g,1),
mit ¢; als Hyperbelmittelpunktsmenge M, (O, %) und v als Buschelpa-
rameter. Die Brennpunktskurve zertéllt in die doppelt zahlende isotrope
Gerade g und in die Gerade t1, die den reduziblen KS-e zugeordnet ist.
Alle regulare KS-e, d.h. die speziellen Hyperbeln haben gemeinsamen
Brennpunkt in A = F.

Satz 13. Ein Beruhrbuschel des Untertyps Vg ust bis auf 1sotrope Be-
wegungen durch eine Invariante {c} eindeutig bestimmt. Die requliren
KS-e dieses Bischels sind spezielle Hyperbeln mat den Muttelpunkten auf
der gemeinsamen isotropen Tangente, die gleichzeitig die gemeinsame
Asymptote dieser Hyperbeln ist. Die anderen Asymptoten besitzen die
Richtung %, mat v als Buschelparameter.

Der Untertyp VI

Nun sei (A, t1) ein uneigentliches Linienelement bestehend aus der
absoluten Geraden t; = f und dem Punkt A # F. Das Linienelement
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(C,ty) sei eigentlich. Keine der eigentlichen Verbindungsgeraden der
Grundpunkte sei isotrop. Da alle regulare KS-e dieses Biischels die
absolute Gerade f in einem Punkt A # F bertihren, besteht ein KS-
Buschel V1,3 aus homothetischen Parabeln.

Durch eine isotrope Bewegung kann man die eigentliche Tangente
to in die z-Achse und den Grundpunkt C' in den Ursprung des zugrun-
degelegten Koordinatesystems legen. Die Grundpunkte A und C' erhal-
ten dann die Koordinaten A(0: 1: a) mit a # 0, C'(0,0). Die Geraden
g, t1 und t5 besitzen in projektiven Kordinaten die Gleichungen

g...:zjg—axlz(), tl...x():O, t2...$2:0.
Als Normalform dieses Biischels erhalte man somit in projektiven Ko-

ordinaten

(2.37) F = (a2 — a:z;l)z + vagre =0
bzw. in affinen Koordinaten

(2.38) F=(y—azx)’ +vy=0.

Die Mittelpunktskurve m? = gt; besteht aus Punkten, die als Mittel-
punkte der Geradenpaare (g,¢g) bzw. (t1,t2) aufgefalt werden konnen.
Alle regulare KS-e dieses Parabelbtischels besitzen ihre Mittelpunkte im
Fernpunkt A € f. Die Brennpunktskurve k?c = gty k]lc

(2.39) (2 — axq)xo(xg + axy) =0

enthalt auler der Brennpunktsmenge der Geradenpaare noch die Brenn-
punkte B, von Parabeln auf der Geraden k]lc Sie werden durch

B, (i, —%) mit v als Biischelparameter beschreiben.
Satz 14. Ein Berthrbuschel des Untertyps VI3 st bis auf isotrope Be-
wegungen durch emne einzige Invariante {a} emmdeutig bestimmt. Die
reqularen KS-e dieses Buschels sind homothetische Parabeln mit dem
gemeinsamen Mittel- und Brennpunkt im Grundpunkt A € f. Die
anderen Brennpunkte dieser Parabeln liegen auf einer, den anderen

Brennpunkt enthaltenden Geraden.

Der Untertyp VI,

Die gemeinsame eigentliche Tangente t; des Untertyps VIis sei
eine isotrope Gerade. Auch dieses Bischel besteht aus homothetischen
Parabeln mit dem gemeinsamen Mittel- und Brennpunkt im Punkt A €
€ f, die noch zusatzlich eine gemeinsame isotrope Tangente mit dem
eigentlichen Beriihr- und Brennpunkt C besitzen. Mit A(0 : 1 : 0),
C(0,0),und g...22 =0, t1...20 =0, t2... 27 = 0 lautet die Normal-
form dieses Buschels in projektiven Koordinaten
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(2.40) F=a3 +vror; =0
bzw. in affinen Koordinaten
(2.41) F=y>+ve=0.

Die Mittepunktskurve m? = gt; gehort den singularen KS-en dieses

Biischels an. Die isotrope Brennpunktskurve k?c = gtyty zerfallt in die
Brennpunktsmenge der Geradenpaare (g,¢), (t1,t2).

Satz 15. Ewn KS-Buschel des Untertyps V1i4 1st bis auf isotrope Be-
wegungen invariantenfrer bestimmt. Seine reqularen KS-e sind homo-
thetische Parabeln mit noch einem gemeinsamen Brennpunkt in dem
ergentlichen Doppelgrundpunkt. Die nichtisotrope Gerade g := AC st
eine Symmetrieachse dieses Buschels. Durch eine isotrope Spiegelung
an dieser Geraden werden die Parabeln auf sich abgebildet.

Der Untertyp VI

Nun sei (A, t1 ) das absolute Linienelement (F, f) und (C, t2) ein ei-
gentliches Linienelement, mit ¢, als einer nichtisotropen Geraden. Alle
regulare KS-e dieses Bischels sind isotrope Kreise. Als Normalform
dieses KS-Biischels erhalt man in projektiven Koordinaten

(2.42) F=a} +vrory =0
bzw. in affinen Koordinaten
(2.43) F=a2*4vy=0.

Man erhalt unschwer den

Satz 16. Ein KS-Buschel des Untertyps V15 1st bis auf isotrope Be-
wegungen invariantenfrer bestimmt. Die Regularen KS-e des Buschels
sind 1sotrope parabolische Kreise, die eine gemeinsame eigentliche nicht
wsotrope Tangente mit dem gemeinsamen eigentlichen Beruhrpunkt im
doppelt zu zdhlenden Buschelgrundpunkte besitzen. Fine beliebige zu
dieser Tangente parallele Gerade schneidet einen beliebigen dieser Krei-
se in zwer Punkten, deren Abstande von jener isotropen Geraden, die
durch den eigentlichen Biuschelgrundpunkte festgelegt ist, gleich sind.

Der Untertyp Vi

(A,t1) bzw. (C,ty) seien zwei Linienelmente mit den uneigent-
lichen Punkten A # F, C # F und den eigentlichen Geraden t; bzw.
ta.

Die regularen KS-e sind dann homothetische Hyperbeln 1. und
2. Art mit den Geraden t; und t, als gemeinsamen Asymptoten. Der
Schnittpunkt K = ¢; Nty ist der gemeinsame Mittelpunkt aller KS-e.
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In tblicher Weise erhalt man als Normalform dieses KS-Biischels in
projektiven Koordinaten

(2.44) F=ad +vag(rg —cxy) =0
bzw. in affinen Koordinaten
(2.45) F=14+v(y* —cxy) = 0.

Die isotrope Brennpunktskurve k3 = ggkjlC zerfallt in die doppelt zah-
lende Gerade ¢ und in die Gerade

(2.46) ky...y—0,5cx =0.

Die Brennpunkte B, auf dieser Geraden besitzen die Koordinaten

B, <:|:02W,:|:%> mit v als Biischelparameter. Man erhalt fir v > 0
Hyperbeln 1. Art und fir v < 0 Hyperbeln 2. Art. Die doppelt zahlende
Gerade g, die als spezielle Hyperbel fungiert ergibt sich fur v = 0.

Satz 17. Ewn KS-Buschel des Untertyps Vlig 1st bis auf isotrope Be-
wegungen durch eimme Invariante {c} eindeutig bestimmt. Das Bischel
besteht aus konzentrischen, homothetischen Hyperbeln 1. und 2. Art.
Beide Tangenten ty und t2 sind die gemeinsamen Asymptoten aller
Hyperbeln. Ihre Brennpunkte liegen auf einer Geraden durch den Mit-

telpunkt K = t1 Nty, die den wsotropen Winkel dieser Geraden halbiert.

Der Untetyp VI,

Der uneigentliche Grundpunkt A des Untertyps VIig sei der ab-
solute Punkt A = F. Dies ist ein spezieller Fall der Untertype VIg und
VIi6. Da alle Hyperbeln dieses KS-Btischels eine gemeinsame isotrope
Asymptote besitzen, sind sie durchwegs spezielle Hyperbeln mit noch
einer gemeinsamen Asymptote und dem gemeinsamen Mittelpunkt im
Schnittpunkt K dieser Asymptoten.

Durch geeignete isotrope Bewegungen kann man erreichen, dafl
die Asymptote t; in die y-Achse und die Asymptote t2 in die x-Achse
des zugrundegelegten Koordinatensystems fallt. Die Punkte A und C
werden durch A(0:0:1),C(0:1:0)und die Geraden g, t; und t5 durch
g...x9g =0, t;...271 =0, t5...29 = 0 beschrieben. Die Normalform
des Buschels VIj7 lautet dann in projektiven Koordinaten:

(2.47) F=ad +vriz, =0
bzw. in affinen Kordinaten

(2.48) F=1+vxy=0.
Die isotrope Brennpunktskurve

(2.49) kj...xjer =0

gehort den singuldren KS-en (g, ¢) und (¢1,t2) an, da alle spezielle Hy-
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perbeln den gemeinsamen Brennpunkt im absoluten Punkt A = F be-
sitzen.

Satz 18. Ein Berthrbuschel des Untertyps V17 st bis auf isotrope Be-
wegungen invariantenfres bestimmt. Die reqularen KS-e dieses Buschels
sind homothetische, konzentrische, spezielle Hyperbeln.
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