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WEITERE UNTERSUCHUNGEN IN DER GESAMTHEIT (MF2),
1. TEIL
KOMPLEX (VN)

Viasta Séurié-Cudovan

Abstract. The paper investigates the structures constituted by the rays of the Nile’s orien-
ted complex and the points associated to those rays, assuming that these rays are associated to
the points of two straight lines and resulting from some partition of a quadrics bundle into a one-
parameter family (MF?) of pencils (F?) of quadrics.

Einleitung. Diese Arbeit ist eine Fortsetzung meiner gleichnamigen Arbeit,
I Teil [21]. Die Untersuchungen werden im projektiv abgeschlossenen euklidischen
Raum P3 durchgefiihrt.

Ein Biindel /[F2? von Quadriken ist bekanntlich durch drei nicht in einem
Biischel liegende Quadriken bestimmt und es besteht aus c0? Quadriken, die eben-
falls c0? Flichenbiischel bilden. Jede Quadrik befindet sich in co! dieser Flichen-
biischel. Durch das Biindel /[F? ist auch ein Biindel (F? der Polrdume dieser Fli-
chen bestimmt. Im Biindel /F? gibt es co! Kegelflichen mit den Spitzen auf einer
Kurve k¢ 6. Ordnung. Die einem beliebigen Punkt M e k° konjugiert zugeordne-
ten Punkte beziiglich des Biindels (F? bilden eine Gerade m, die eine Trisekante
der Kurve &S ist [2], [4], [11], [19], [20].

Der erwihnte Punkt M e kS ist die Spitze einer Kegelfliche M? < [F2.
Eine beliebige Fliche des Biindels /F? bestimmt mit M? ein Flachenbiischel
|F2[. Alle solchen oo! Biischel /[F?/ bilden eine Menge, die als Gesamtheir [MF?|
Bezeichnet wird.

Der Punkt M € k¢ ist als Spitze der gemeinsamen Kegelfliche M? aller Bii-
schel [F?| c [MF?| der gemeinsame Eckpunkt aller co! Polartetraeder der Polar-
raumbiischel (F2) c (MF?). Je drei ubrige Eckpunkte eines jeden dieser Tetra-
eder liegen in je einer Ebene des Biischels [m]. Da die Ebenen dieses Biischels
[m] und die Biischel /[F?/ < [MF?| bijektiv sind, erhdlt man dadurch eine ein-
parametrige Familie /MF?/ dieser Biischel [F?[ [19], [21].

Durch jedes Biischel (F?) < (MF?) sind bekanntlich vier Komplexe bestimmt
u. zw.: der Reye-sche tetraedrale Komplex 2. Grades oder der Komplex (TK)
[3], [8], [9), [11], [16], [17], [19], [21], der Majcensche Komplex 3. Grades oder
der Komplex (MK) [1], [5], [8], [9], [12], [15], [17), [19], [21], der orientierte
Nike-sche Komplex 8. Grades oder der Komplex (VN) [7], [10], [13], [14], [15},
(16], [17], [18], [20] und der Normalenkomplex 8. Grades [6]

In dieser Arbeit wird unser Augenmerk auf die Untersuchungen jener Ge-
bilde gerichtet, die durch die Strahlen des Komplexes (VN) gebildet werden.
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Diese Strahlen werden durch die Biischel (F?) = (MF?) bestimmt und auf ge-
wisse Weisen den Punkten einer beliebigen Geraden g, bzw. den Punkten einer
Geraden g, zugeordnet. Dabei ist die Gerade g, konjugiert zur Geraden g beziiglich
der erwihnten Kegelfliche M? und enthilt den Punkt M € k5. Genauso wie im
[19], [20], [21] wird unser Interesse, aufier auf allgemeine Resultate immmer darauf
gerichtet sein, fiir einen jeden Strahl des Komplexes (VN) festzustellen, welchem
Punkt er zugeordnet ist und durch welches der Biischel (F?) = (MF?) er be-
stimmt wird. Dadurch wird auch die gewiinschte feinere Struktur der Gebilde
erreicht.

Die den Punkten der beliebigen Geraden g konjugiert zugeordneten Punkte
beziiglich des Biindels (F? bilden bekanntlich eine Raumkurve g* 3. Ordnung
[11]. Wird indessen eine den Punkt M € k°® enthaltende Gerade g, betrachtet,
dann entartet solche Raumkurve 3. Ordnung in einen Kegelschnitt g2 in der Ebene
(M, g) und in die Gerade m, die genau dem Punkt M konjugiert zugeordnet ist
(19], [21}.

C. DER ORIENTIERTE NICESCHE STRAHLKOMPLEX ODER
KOMPLEX (VN)

Ein dem beliebigen Punkt T zugeordneter und durch ein Biischel (F?) <
< (MF?) bestimmter Strahl ¢ des Komplexes (TK) sei durch ¢ = ¢ (T)/(F?) <
< (MF?) bezeichnet [19], [21].

Eine von dem Punkt T an den Strahl ¢ gelegte Senkrechte ist ein, durch das-
selbe Biischel (F?) = (MF?) bestimmter Strahl o des Komplexes (V'N). Der Punkt
T wird der Punkt I des Strahles o genannt und sein Schnittpunkt mit dem Strahl
¢ als Punkt Z bezeichnet. Die Punkte I und Z sind die Beriithrpunkte des Strahles
o mit zwei Flichen dieses Biischels /[F?/. Ein beliebiger Raumpunkt T ist der
Punkt I fiir einen und der Punkt Z jener drei Strahlen des Komplexes (VN), deren
Punkte I auf dem Strahl ¢ liegen [13].

Durch o = y (T)/(F?) < (MF?) wird kiirzer bezeichnet, dafl ein dem Punkt
T durch das Biischel (F2) zugeordneter Strahl o des Komplexes (VN) seinen
Punkt I im Punkt T hat.

In dieser Arbeit werden jene Strahlen des Komplexes (VN) betrachtet, die
durch die Biischel (F?) < (MF?) bestimmt sind und deren Punkte I bzw. Punkte
Z lings einer Geraden g bzw. g, liegen. Dabei ist die Gerade g eine beliebige und
g, eine auf beschriebene Weise ihr zugeordnete Gerade. Von der Singularitét
des Punktes M € g, wird, wie in [21], abgesehen, da er als Singularpunkt M e kS
in [19] und [20] betrachtet wurde.

a). Die Strahlen des Komplexes (VN) mit den Punkten [ auf der Geraden g

Die Strahlen o = y (T)/(F?) VT eg bilden bekanntlich eine Regelfliche 6.
Grades. Die Punkte Z dieser Strahlen bestimmen eine Kurve 2° 5. Ordnung auf
jenem Hyperboloide, dem die Erzeugenden eines Regulus die Strahlen =
= @ (T)/(F?) VT eg sind [13].

Die Strahlen ¢ = @ (T)/V(F?) = (MF?) VT €gsind die Erzeugenden je eines
Regulus der Hyperboloide H? eines Biischels [H?/. Die Grundkurve 4. Ordnung
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dieses Biischels zerfillt in die erwihnte Kurve g* und in die Gerade g,. Die beiden
Schnittpunkte Ty, und Ty, der Geraden g, und der Kurve g2 sind die Spitzen
der beiden singulidren Kegelfidchen des Biischels [H?/ ([21] Satz 4 3).

Die Strahlen o = ¢ (T)/V (F?) =« (MF?) VT eg bilden demnach eine Ge-
samtheit von oo! Flichen 6. Grades und bestimmen eine Kongruenz (K, I,),
wihrend die kontinuierlich verbundenen Kurven 25 auf diesen Fléchen und den
Hyperboloiden des Biischels [H?/, eine Fliche (Z, I,) bestimmen.

Das Problem derselben Kongruenzstrahlen und derselben Fliche (Z, I,)
kénnte man noch von einem anderen Standpunkt aus betrachten.

In [21] Satz 4 4 wurde gezeigt: Die Strahlen
t = @ (T)|V (F?) < (MF?) fiir festen T eg

bilden ein Strahlbiischel (T) (T € g3) in der Ebene (T, g,). Dabei sind die Punkte
T und T, konjugiert zugeordnet beziiglich des Biindels (F2. Die von dem Punkt
T an die Strahlen des Biischels (T;) legbaren Senkrechten o, schneiden diese Strah-
len in Punkten eines Kreises, der ebenfalls den Biischelscheitelpunkt T, enthilt.
Dieser Kreis ist, der Definition nach, eine Menge der Punkte Z von Strahlen

o =y (T)|V (F?) < (MF?) fiir festen T eg.

Andert der Punkt T eg seine Stellung, #ndert sich der ihm zugeordnete
Punkt T, € g3 und die Ebene (T}, g;) des Strahibiischels (T), die zu dem Ebenen-
biischel [g,] gehort. Die Punkte der Reihe (g) und die Ebenen des Biischels [g]
sind daher bijektiv.

Werden alle Punkte T € g als die Punkte I der Strahlen des Komplexes (FN)
in Betracht gezogen, liegt in jeder Ebene des Biischels [g,] je ein Biischel (T)
(T, € g3) von erwihnten Strahlen des Komplexes (7K) und je ein Kreis der Punkte
Z von Strahlen des Komplexes (VN). Alle diese nichtabbrechend verbundenen
Kreise in den Ebenen des Biischels [g,] bilden die besagte Fliche (Z, I,) auf der
die Kurve g3 als eine einfache Kurve liegt.

Die Gerade g, liegt ebenfalls auf der Fliche (Z, I,). Um festzustellen ob
diese Gerade auf der Fliche (Z, I,) eine einfache oder eine mehrfache Gerade
ist wird das Entstehen dieser Fliche noch von einem Standpunkt aus betrachtet.

Ein beliebiger Punkt G, € g; wird mit allen Punkten der Kurve g* verbunden.
Auf Grund der Untersuchungen in [21] sind die Punkte der Geraden g, dann die
Erzeugenden der Kegelfliche (G, g%) und damit die Biischel (F2) < (MF?) bi-
jektiv zugeordnet. Einem beliebigen Punkt T eg ist namlich, genau ein Punkt
T, € g beziglich (F? konjugiert zugeordnet und die Verbindungsgerade T,Gx
ist als ein Strahl des Komplexes (TK) eine Erzeugende genau eines Hyperboloides
H? < [H?|, das durch genau ein Biischel (F?) < (MF?) bestimmt wird. Die von
den Punkten T e€g an die zugeordneten Erzeugenden der Kegelfliche (Gy, g3)
gelegten Senkrechten schneiden diese in Punkten Z jener Strahlen des Komplexes
(VN), die die Punkte I lings der Geraden g haben.

Alle auf diese Weise erhaltenen nichtabbrechend verbundenen Punkte Z
bilden auf der Kegelfliche (G, g3) eine Kurve 2%, die im Punkt G, einen einfachen
bzw. einen mehrfachen Punkt haben kann, Da der Punkt Gy eg, ein beliebiger
ist, wird seine Einfach- bzw. Mehrfachheit auch die Einfach~ bzw. Mehrfachheit
der Geraden g, auf der Flache (Z, I,) bestimmen.
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Betrachtet sei eine der Kegelflichen (G, g°) 3. Grades und auf ihr die Kurve
2z* der unbekannten Ordnung x. Die Fernebene schneidet die Erzeugenden dieser
Kegelfliche in einer Kurve 3. Ordnung mit dem zweifachen Punkt im Fernpunkt
Gy, der Geraden gy, da sie die zweifache Erzeugende G, Ty; und G,T,, dieser
Kegelfliche ist. Die den Punkten dieser Fernkurve, beziiglich des absoluten Kegel-
schnittes zugeordneten Polaren p, hiillen eine Kurve 3. Klasse mit einer zwei-
fachen Tangente p, ein. Die Ebenen, die durch die Punkte der Geraden g und
durch die ihnen bijektiv zugeordneten Tangenten p der Kurve 3. Klasse aufge-
spannt sind, bilden auf Grund des bekannten Chaslesschen Korrespondenzprinzips
eine Hiilltorse 4. Klasse. (1 - 1 -+ 1 -3 = 4). Zwei Ebenen dieser Torse sind
zueinander paralelle Ebenen (T, p,) T; eg ( = 1, 2). Die Ebenen der Hilltorse
4, Klasse und die ihnen bijektiv zugeordneten Erzeugenden der Kegelfliche (G,,
g%} 3. Grades schneiden sich in den Punkten einer Kurve 7. Ordnung. (1 - 3 +
+ 1+ 4 = 17). Diese Kurve ist die gesuchte Kurve 2* und damit ist ihre Ordnung
x = 7 bestimmt.

Alle auf analoge Weise erhaltenen Kurven z7 auf allen Kegelfiichen (G, g3)
fir VG, e g, erzeugen die besagte Fliche (Z, I,). Die Gerade g, ist gemeinsame
zweifache Erzeugende aller dieser Kegelflichen (G, g?), da sie als zweifacher
Strahl des Komplexes (TK) durch

gs=¢(TY(F}) =« (MF?), T,eg*AnT,eg (F=12)
definiert wurde. [[21] Satz 4 2/,

Auf allen Kurven z7 befinden sich dieselbe zwei Punkte G, eg; (Z = (1, 2)
als die Punkte Z jener zwei Strahlen des Komplexes (VN), deren Punkte I in den
Punkten T, e g (i = 1, 2) sind. Diese Strahlen sind durch die erwidhnten Biischel
(F?) « (MF?) bestimmt und liegen in den paralellen Ebenen (T, p,) (t = 1, 2).
Ersichtlich ist: die Punkte G,; € g, sind keine Singulirpunkte dieser Geraden g,.

Liegt die Spitze G, der Kegelfliche (Gy, g®) im Punkt T\, egy A Ty €8°
(i = 1, 2) entsteht kein wesentlich neuer Fall. Die Kegelfliche (G4, g%) zerfillt
in die Singular-Kegelfliche 2. Grades des Flachenbiischels /H?/ und in ein Strahl-
bischel (7,;) der Strahlen

t=@(TYV(F?) =(MF?) Tieg (i=12).

Diese Biischel (T;) liegen in verschiedenen Ebenen des Biischels [g,]. /[21] Sétze
A1—A4 6.,

Die Z-Punktskurve =7 zerfillt im Fall dieser zerfallenen Kegelfliche (T,
g®) (6 =1,2) in eine Kurve z° 5. Ordnung auf der erwihnten Kegelfliche 2.
Grades und in einen Kreis auf den Strahlen des Biischels (T;). Die Strahlen des
Komplexes (VN), deren Punkte Z die Kurve z° bilden, haben die Punkte I léngs
der Geraden g und alle sind durch das Biischel (F?) < (MF?) ( = 1, 2) bestimmt.
Die andere Menge wird von den Strahlen o = ¢ (T)/V (F?) ¢ (MF?) T,eg
(f =1, 2) gebildet und ihre Punkte Z erzeugen den Kreis #? (1 = 1,2). Jener
dieser beiden Kreise, der auf den Strahlen (TK) des Biischels (T',) liegt, enthilt
den Biischelscheitelpunkt T,; €g; und den Punkt G.; €g,, wihrend die Kurve
2% 5. Ordnung an der Kegelfliche 2. Grades, ebenfalls mit dem Scheitelpunkt
in Ty, nebst den Punkt T,; noch den Punkt G,, €g, enthilt, Andern sich die
Indizes 1 und 2 haben wir den zweiten Kreis in Betracht gezogen. Auch die Punkte
Ty €gx (= 1,2) sind daher keine Singulidrpunkte der Geraden g;.
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Ein Singularpunkt der Geraden g, konnte nur noch der Punkt M sein, fir
den aber vorausgesetzt wurde: in dieser Arbeit wird von der Singularitit des
Punktes M e g, abgesehen. Das Problem des Punktes M € k° als eines singuldren
Raumpunktes kann in [19] und [20] nachgelesen werden.

Die Vielfiltigkeit eines beliebigen Punktes Gy € g, und damit der Geraden
g an der Fliche (Z, I,) wird mittels einer den Punkt G, enthaltender Ebene be-
stimmt. Diese Ebene schneidet die Kegelfliche (G, g*) dritten Grades aufier in
der Spitze G, in noch drei Erzeugenden und die Kurve 27 7. Ordnung in sieben
Punkten. Da an jeder dieser drei Erzeugenden, die als Strahlen des Komplexes
(TK) den Punkten der Geraden g zugeordnet sind, je ein ihr zugeordneter Punkt
Z liegt, konnen die iibrigen vier Schnittpunkte mit der Kurve 27 nur in den Punkt
G, fallen. Der beliebige Punkt G, € g, und die Gerade g, sind infolgedessen auf
der Fliche (Z, I,) vierfach.

Diese Tatsache kann auch auf folgende Weise nachgeweisen werden. Jene
vier Strahlen der Kongruenz (K, I,), die den Punkt Z im beliebigen Punkt G, €
€g, haben, werden zum Geradenbiischel (G) der Ebene (Gy, g) gehoren. Die
Ferngerade g, dieser Ebene wird von den uneigentlichen Punkten der Biischel-
geraden gebildet. Die den Punkten der Geraden g, zugeordneten Polaren p, be-
ziiglich des absoluten Kegelschnittes bilden ein uneigentliches Strahlbiischel (P,).
Die Punkte der Geraden g und die Erzeugenden der Kegelfliche (G4, g*) sind
bekanntlich zueinander bijektiv. Die uneigentlichen Punkte der Erzeugenden die-
ser Kegelfliche bilden eine Kurve 3. Ordnung und die diesen Punkten zugeordne-
ten Polaren p, beziiglich des absoluten Kegelschnittes hiillen eine Kurve 3. Klasse
ein. Durch jeden beliebigen Punkt der Geraden g, fithren daher drei Polaren
dieser Klassenkurve. Somit gibt es auf der Geraden g, zwei Punktreihen. Wahrend
einem jeden Punkt O eg, der ersten Reihe genau ein Punkt Q, als der Schnitt-
punkt der Geraden g, mit der zugehorigen Polaren p, zugeordnet ist, sind jedem
Punkt der zweiten Reihe, den drei Polaren p, enthalten, drei Punkte der ersten
Reihe zugeordnet. Infolgedessen und des Chaslesschen Korrespondenzprinzips
geschieht es viermal (1 +1+ 13 =4), dal die zugeordneten Punkte dieser
zwei Punktreihen auf der Geraden g, zusammenfallen. Die Verbindungsgeraden
dieser vier uneigentlichen Punkte von g, mit dem Punkt G, € g, sind die gesuchten
durch verschiedene Biischel (F?) < (MF?) bestimmten Strahlen des Komplexes
(VN), mit den Punkten I auf der Geraden ¢, und dem gemeinsamen Punkt Z
im beliebigen Punkt G, € g;.

Der Punkt M € g, bildet, als ein regulidrer Punkt dieser Geraden, keine Aus-
nahme. Die Punkte I jener Strahlen des Komplexes (VN), die den Punkt Z im
Punkt M e k% haben und die durch die Biischel (F?) < (MF?) bestimmt sind,
bilden eine Fliche I, 4. Ordnung. ([20] Satz D 7). Die Gerade g durchsetzt diese
Fliche I, in vier Punkten, die die Punkte I jener Strahlen des Komplexes (V'N)
sind, deren Punkte Z sich im Punkt M befinden.

Die Fliche (Z, I,) ist daher eine solche Fliche auf der die vierfache Gerade
g eingebettet ist und jede Ebene des Ebenenbiischels [g,] schneidet sie aufier
in der vierfachen Geraden g, in noch einem Kreis. Eine solche Fléche kénnte nur
von 6. Ordnung sein. Auf ihr mufl der absolute Kegelschnitt als eine einfache
Kurve liegen, da jede Ebene des Biischels [g,] zwei absolute Kreispunkte enthilt.
Ein Bestandteil der Flache (Z, I,) ist iiberdies die Kurve g? 3. Ordnung, als eine
einfache Kurve.
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Es ist nicht uninteressant die Ordnung 6 der Fliche (Z, I,) durch die Ordnung
x ihrer Schnittkurve 2* mit einer belichigen Ebene R einzusehen. Diese Ebene
schneidet ebenfalls die Hyperboloide H? < [H?| in einem Kurvenbiischel [A?/.
([21] Satz A 3). Drei Grundpunkte dieses Biischels /42| liegen in den Schnitt-
punkten mit der Kurve g3 und der vierte Punkt liegt auf der Geraden g,. Auf
jedem dieser Hyperboloide der durch genau ein (F2) < (MF?) bestimmt ist,
liegt eine Kurve 2* 5. Ordnung, die durch die Punkte Z von Strahlen

o =y (D)/(F?) < (MF?) VT eg bestimmt ist.

Alle diese Kurven 2° auf allen H? < |H?/ bilden, wie schon bemerkt, die Fliche
(Z b Iﬂ) . !

Die Ordnung x der Schnittkurve 2* wird durch die Anzahl von Schnittpunkten
dieser Kurve mit irgend-einem Kegelschnitt 42 < [A?/ in der Ebene R bestimmt.
Auf dem ausgewihlien Kegelschnitt 42 befinden sich: seine fiinf Schnittpunkte
mit der betreffenden Kurve 2%, dann drei Schnittpunkte der Ebene R mit der
Kurve g3, da diese Kurve auf der Fliche (Z, I,) eine einfache Kurve ist und der
vierfache Punkt der Kurve 2* im Schnittpunkt mit der Geraden g,. Der gewihlte
Kegelschnitt 4% hat infolgedessen mit der Kurve 2* 12(= 5 + 3 + 4) gemein-
same Punkte so daBl die Ordnung x der Kurve 2* und dadurch die Ordnung der
Flache (Z, I,) gleich sechs ist, wie behauptet.

Die sechs DurchstofSpunkte der Fliche (Z, I,) mit der Geraden g werden auf
folgende Weise betrachtet:

Die Punkte der Geraden g und die Ebenen des Biischels {g,] sind bekanntlich
bijektiv. Die Punkte der Geraden g bilden eine Reihe n,, wihrend die Schnitt-
punkte mit den, diesen Punkten zugeordneten Ebenen des Biischels [g,] auf der
Geraden g eine neue Reihe 7, bestimmen. Da ebenfalls diese zwei Reihen bijektiv
sind werden auf Grund des Chaslesschen Korrespondenzprinzipps zwei (1 - 1 +
+ 1 -1 =2) Ebenen E; (i = 1, 2) des Biischels [g,] ihnen zugeordnete Punkte
K; (i =1, 2) der Geraden g enthalten.

Betrachtet sei eine der beiden diesen Ebenen z. B. E,, die den Punkt K, eg
enthilt. In ihr liegt die Gerade g, und ein Biischel (T}) T, € g3 von Strahlen ¢ =
= @ (K)/V (F?) « (MF?) K, eg. Die von dem Punkt K, an diese Biischel-
strahlen legbaren Senkrechten sind die Strahlen 0 = y (K,)/V (F?) = (MF?). Die
Schnittpunkte von zugeordneten Strahlen der Biischel (T,) und (K;) bilden be-
kanntlich einen Kreis, bestehend aus den Punkten Z der Strahlen o. Ein Strahl %,
des Biischels (T;) enthilt den Punkt K, €g. Dieser Strahl ist durch ein Biischel
(F2,) = (MF?) bestimmt. Die von dem Punkt K, an den Strahl %, legbare Sen-
krechte ist ein Strahl o, =  (K,)/(F3;) < (MF?). Der Punkt Z dieses Strahles
0, liegt daher im denselben Punkt K.

Aufler diesem in der Ebene E, liegenden Strahl o, gibt es noch ein Biischel
(K,) jener Strahlen des Komplexes (V'N), die auf den Strahl %, senkrecht gelegt
sind und deren Punkte I und Z im Punkt K, zusammenfallen.

Ale Strahlen o =y (K,)/V (F?) = (MF?) K, eg bilden daher eine redu-
zible in zwei Strahlbiischel (K;) zerfallene Kegelfiiche. Die Ebene des einen Bii-
schels (K,) ist E; = (K, g;). Die Punkte Z dieser Strahlen bilden den erwihnten
Kreis und genau ein Strahl ist durch ein Biischel (F?) « (MF?) bestimmt. Die
Ebene des anderen Biischels (K,) steht senkrecht auf dem Strahl 2, = T,K,.
Alle diese (V'N)-Strahlen sind ebenfalls wie der Strahl %, des (TK)-Komplexes,
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durch dasselbe Biischel (F?,) = (MF?) bestimmt. Die Punkte I und Z fallen bei
diesen Strahlen in K; zusammen.

Analog kann die Ebene E,, der Punkt K, €g und Biischel (F?,) betrachtet
werden.

Ein solcher Fall in dem die Strahlen des Komplexes (V'N), die durch ein
Biischel (F?) bestimmt sind, ein Biischel (T°) jener Strahlen bilden, deren Punkte
I und Z im Biischelscheitelpunkt zusammenfallen, entsteht genau dann wenn
dieser Scheitelpunkt T auf der Grundkurve k* des entsprechenden Biischels (F?)
liegt. [13] Diese (VN)-Komplexstrahlen sind die Senkrechten auf jener Tangente
t der Grundkurve, die in T die Kurve 24 beriihrt und als Strahl ¢ = ¢ (T)/(F?)
bestimmt wird.

Da im Fall der Gesamtheit (MF?) die Kegelfliche M? die gemeinsame Fliche
aller Biischel (F?) < (MF?)ist, liegen auf ihr die Grundkurven aller dieser Flachen-
biischel [F?|. Die beliebige Grade g durchsetzt im algebraischen Sinn diese
Kegelfliche M? in zewi Punkten, die genau die Punkte K; ( = 1, 2) sein sollen.
Die Geraden %, werden die Tangenten der betreffenden Grundkurven k} der
Biischel (F2) mit den Beriihrpunkten K, (i = 1, 2) sein.

Die Gerade g soll daher die Fliche (Z, I,) 6. Ordnung aufler in den Punkten
K, (i = 1, 2) in noch vier Punkten Z; (j = 1, 2, 3, 4) durchsetzen.

Auf der Geraden g werden mithin vier jener Punkte I, (j = 1, 2, 3, 4) liegen,
deren zugeordnete Strahlen r; des Komplexes (TK) die Gerade g senkrecht in
Punkten Z; schneiden und vermutlich durch verschiedene Biischel (F?) < (MF?)
bestimmt werden. Die uneigentlichen Punkte dieser Strahlen ¢; werden auf jener
Polaren p, liegen, die dem Fernpunkt T, der Geraden g beziiglich des absoluten
Kegelschnittes zugeordnet ist.

Die einem beliebigen Punkt K € g zugeordneten Strahlen : = ¢ (K)/V (F?) <
< (MF?) bilden bekanntlich ein Strahlbiischel (K,) K, €g® in der Ebene (K|,
&1). Genau ein Strahl dieses Biischels (K;) schneidet die Gerade g und genau ein
Strahl schneidet die Gerade p,. Fallen beide dieser Strahlne in einem Strahl ¢,
zusammen, dann wird er senkrecht die Gerade g schneiden. Dieser Schnittpunkt
wird ein Punkt Z, der Geraden g als einen Strahl des Komplexes (V' N) mit dem
Punkt I in einem der Punkte I,.

Die Strahlen ¢; des Komplexes (TK) werden unter den gemeinsamen Trans-
versalen der Geraden g, g, und p, sein. Alle solchen Transversalen sind die Erzeu-
genden eines Regulus eines hyperbolischen Paraboloides, wihrend die Geraden
g, & und p, dem anderen Regulus angehdren.

Eine dieser Transversalen wird ein Strahl ¢; genau dann sein, wenn sie noch
die Kurve g2 schneidet. Die Kurve g® durchsetzt das Paraboloid in sechs Punkten,
deren zwei in Schnittpunkten Ty, (i = 1, 2) von g, und g3 sind. [21] Die iibrigen
vier Schnittpunkte liegen auf jenen Erzeugenden des hyperbolischen Paraboloides,
die als Strahlen ¢, des Komplexes (TK) den vier bestimmten Punkten I, eg(j =
=(1, 2, 3,4) zugeordnet und durch vollig bestimmte Flichenbiischel (F?) <
< (MF?) verordnet sind. Zwei Stralhen ¢; werden im allgemeinen nicht durch
dasselbe Flachenbiischel bestimmt. Ein Strahl ¢, ist ndmlich durch jenes Flédchen-
biischel (F2) < (MF?) bestimmt, durch welches jener Hyperboloid H? bestimmt
ist, dessen Erzeugende der Strahl z; wird. Wiirden zwei unter vier Strahlen z. B.
t, und z, durch dasselbe Biischel (F?) bestimmt, mifiten sie gemeinsame Erzeu-
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genden des hyperbolischen Paraboloides und des betreffenden Hyperboloides H?
darstellen was im allgemeinen nicht der Fall ist.

Jede der Geraden ¢; (j = 1, 2, 3, 4) schneidet die Gerade g in den Punkten
Z, senkrecht. Die Punkte /, € g sind die Punkte I und die Punkte Z, € g die Punkte
Z jener vier Strahlen des Komplexes (V'N), die mit der Geraden g zusammenfallen.

SATZ C 1. Die beliebige Gerade g ist ein vierfacher Strahl des Komplexes
(VN), der im Allgemeinen durch vier verschiedene Biischel (F2) < (MF?) bestimmt ist.

Die uneigentliche Ebene schneidet die Fliche (Z, I,) 6. Ordnung in einer
Kurve 6. Ordnung, die in den absoluten Kegelschnitt und in noch vier Geraden
zerfallt. .

Eine dieser Geraden, die mit 2, bezeichnet wird, ist die Menge von Punkten
Z jener uneigentlichen Strahlen des Komplexes (PN), deren Punkte I im uneigent-
lichen Punkt T, der Geraden g sind. Die Strahlen ¢ = ¢ (T,)/V (F?) = (MF?)
bilden ein Strahlbiischel (T,,) Ty, € g2 in der Ebene (T, gi), wobei bekanntlich
die Punkte T, und T,, beziiglich (F? konjugiert zugeordnet sind. Die den Fern-
punkten der Biischelstrahlen (T',) zugeordneten Polaren p beziiglich des absolu-
ten Kegelschnittes, bilden ein uneigentliches Strahlbiischel und seine Strahlen
spannen mit dem Punkt 7, immer dieselbe uneigentliche Ebene. Diese schneidet
die Strahlen des Biischels (T,) in ihren uneigentlichen Punkten, die als Punkte
Z von Strahlen des Komplexes (VN), die Gerade 2z bilden und die den Punkt
I im Punkt 7, haben. Da 2} die uneigentliche Gerade der Ebene (T, g,) ist,
schneiden sich 2, und g, im uneigentlichen Punkt G,, der Geraden g,.

Die drei iibrigen uneigentlichen Geraden der Fliche (Z, I,) kann man fol-
gendermafien einsehen,

Die Kurve g* durchsetzt die uneigentliche Ebene in drei Punkten P,,, ( =
= 1, 2, 3), die zu drei Punkten P, eg (i = 1, 2, 3) beziiglich (F? konjugiert zu-
geordnet sind. In jeder von drei Ebenen (Py,, g,) liegt je ein Biischel (Py,,) (i =
= 1, 2, 3) von zueinander paralellen Strahlen ¢ = ¢ (P))/V (F?) < (MF?). Je einer
dieser Biichelstrahlen ¢ = (Pyy, Gi) (5 = 1, 2, 3) enthilt als ein uneigentlicher
Strahl lauter uncigentliche Punkte. Die diesen Punkten, zugeordneten Polaren p
beziiglich des absoluten Kegelschniites bilden je ein uneigengliches Strahlbiischel
(Pn) (i = 1, 2, 3). Die Ebenen, die durch den Punkt P, € g und darch die Polaren
? des zugeordneten Biischels (P,;) aufgespannt sind, bilden ein Ebenenbiischel
[Py, Py) (=1, 2, 3) und schneiden den Strahl (Py,;, G4,) in jedem seiner Punkte.
Dieser Strahl wird daher eine Menge von Punkten Z jener Strahlen (VN) sein,
deren Punkte I im Punkt P, € g sind. Jede der drei Geraden (P, Gy, ist eine
uneigentliche Gerade der Fliche (Z, I,).

Daraus werden noch einige weitere Eigenschaften der Fliche (Z, I,) ersichtlich.

Eine beliebige Ebene des Biischels [g,] schneidet bekanntlich die Flache
(Z, I) auBler in der vierfachen Geraden g, in noch einem Kreis.

In jeder von drei Ebenen (P, g1) P €g° (1 = 1, 2, 3) zerfillt ein solcher
Kreis in die uneigentliche Gerade (Pyui, Gi,) und in noch eine eigentliche Gerade,
die niher betrachtet werden soll. ‘

Die besagten zueinander paralellen Strahlen des Biischels (P,,) der Ebene
(Pt 1) haben alle den gemeinsamen uneigentlichen Punkt Py, (i = 1, 2, 3).
Diesem Punkt ist eine Polare p, des Biischels (P,,) beziiglich des absoluten Kegel-
schnittes zugeordnet. Die Verbindungsebene dieser Polaren p, und des Punktes
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P, € g schneidet alle Strahlen des Biischels (Py,) in Punkten Z von Strahlen o =
=9 (P)/V (F?) <= (MF?) (i = 1, 2, 3). Der Z-Punktkreis in der Ebene (Pyus; gi)
zerfillt daher in zwei Geraden, die sich im Schnittpunkt der Geraden (P, Giy)
und p, ebenfalls schneiden.

Auf der Fliche (Z, 1,) sind auch die Kreispunkte eingebettet.

Entartet in einer Ebene des Biischels [g;] der bekannte Z-Punktkreis in zwei
isotrope Geraden 1. Art, wird der reelle Schnittpunkt dieser Geraden ein Kreis-
punkt der Fliche (Z. I,) sein. Dies geschieht genau dann, wenn die Verbindungs-
gerade TT,, T €g, T, € g* senkrecht an die Ebene (T}, g;) des Biischels [g;,] ge-
legt wird, wobei die Punkte T und T, beziiglich (F? konjugiert zugeordnet sind.

Die Anzahl der Kreispunkte der Fliche (Z, I,) ist daher gleich der Anzahl
der senkrechten Verbindungsgeraden TT, auf die zugeordneten Ebenen (T, g4)-
Alle Verbindungsgeraden der bijektiv zugeordneten Punktreihen (g) und (g*) bilden
auf Grund des Chaslesschen Prinzips eine Regelfliche B* 4. Grades (1 - 1 +
+ 1 - 3 = 4). Die uneigentlichen Punkte dieser Fldche bilden eine Kurve 4.
Ordnung und die, diesen Punkten beziiglich des absoluten Kegelschnittes zugeord-
neten Polaren p hiillen eine Kurve 4. Klasse ein. Die Fernebene schneidet die Ebe-
nen des Biischels [g,] in einem uneigentlichen Strahlbischel (Gy,) Gy € gi. Die-
sen Punkt G,, enthalten daher vier Polaren p, die mit vier Strahlen des Biischels
(G,.) iibereinstimmen. Infolgedessen gibt es vier Erzeugenden der Fliche B4,
die senkrecht zu vier Ebenen des Biischels [g,] gelegt sind. In diesen vier Ebenen
zerfillt der Kreis der Punkte Z in je zwei isotrope Geraden 1. Art und ihre reellen
Schnittpunkte sind vier Kreispunkte K, € g*> der Fliche (Z, I,).

Auf der Fliche (Z, I,) liegen aufier der vierfachigen Spitze M e k® A M eg,
der Kegelfliche M? < [F? noch acht Spitzen von acht Kegelflichen des Biindels
|F2. Diese Spitzen sind acht Schnittpunkte der Kurven g und &° ([21] Satz 1.).
Zum Unterschied der in [19] und [20] betrachteten Geraden m, die eine Trisekante
der Kurve kS ist, wird die beliebige Gerade g im allgemeinen keinen Punkt der
Kurve %6 enthalten. Die Gerade g durchsetzt inzwischen jene Regelfiiche 8. Gra-
des deren Erzeugenden die Trisekanten m, der Kurve kS sind, in acht Punkten
T,eg (n=1,...,8). Die diesen Punkten konjugiert zugeordneten Punkte be-
ziiglich des Biindels (F? sind acht in Satz 1 erwihnten Schnittpunkte der Kurven
g3 und kS. Infolgedessen sind diese Schnittpunkte die Punkte Z jener Strahlen
des Komplexes (VN), deren Punkte I in Punkten T, €g liegen.

Alle Strahlen o = ¢ (T)/V (F?) c (MF?) fir VT € g bilden die besagte Kon-
gruenz (K, I,).

Die Ordnung der Kongruenz (K, I,) ist durch die Anzahl jener ihrer Sirahlen
bestimmt, die einen belicbigen Raumpunkt S enthalten. Da ein jeder solcher
Strahl die Gerade g schneiden muf, werden uns nur jene Strahlen interessieren,
die in der Ebene (S, g) liegen. Die Punkte Z dieser Strahlen liegen auf der Schnitt-
kurve &, 6. Ordnung der Ebene (S, g) mit der Fliche (Z, I,). Der vierfache Punkt
dieser Kurve k, liegt im Schnittpunkt G,, mit der Geraden g,. Die Ebene (S, g)
schneidet ebenfalls das Ebenbiischel [g,] in einem Strahlbiischel (Gy,) Gy, € gi-
Auf jedem dieser Strahlen befinden sich je zwei Punkte Z, die demselben Punkt
der Geraden g als dem Punkt I zugeordnet sind und der erwihnte vierfache Punkt
Z im Punkt G,, € g;. Einem beliebigen Punkt Z der Kurve % ist dagegen genau
ein Punkt / der Geraden g zugeordnet. Eine Ausnahme bildet nur der Punkt G,
der ein Punkt Z von jenen vier verschiedenen Strahlen des Komplexes (V'N) ist,
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deren Punkte 7 auf der Geraden g liegen. Da im allgemeinen der Punkt S als cin
beliebiger Punkt der Ebene (S, g) keinen dieser vier Strahlen enthalten wird,
werden auch diese Strahlen bei Bestimmung der Ordnung der Kongruenz (K, I,)
keine Rolle spielen. Unter den Punkten der Geraden g und den Punkten der Kurve
k® 6. Ordnung besteht daher eine (2 — 1)-deutige Zuordnung. Auf Grund des
Chaslesschen Prinzips folgt: Die Verbindungsgeraden der so zugeordneten Punkte
hiillen eine Kurve 8. Klasse ein (2 -1+ 16 = 8). Den beliebigen Punkt S
enthalten somit acht Strahlen der Kongruenz (K, I,) und sie ist 8. Ordnung.

Die Klasse der Kongruenz (K, I,) ist durch die Anzahl jener Strahlen dieser
Kongruenz besummt, die in einer beliebigen Ebene S llegen Diese Ebene S schnei-
det die Gerade g in einem Punkt T,. Uns werden nur jene Kongruenzstrahlen in-
teress1eren, die diesen Punkt T, € g enthalten. Alle Strahlen o0 = y (T},)/V (F2) <

c (MF?), T, e g bilden bekannthch eine Kegelfliche 2. Grades und die Punkte
Z dieser Strahlen bilden einen Kreis. Die Ebene S enthilt deshalb zwei Kegel-
erzeugenden, die der Kongruenz (K, I,) zugehdren. Dadurch ist die Klasse zwei
dieser Kongruenz bestimmt.

SATZ C 2. Die Strahlen des Komplexes (VN), die durch die Biischelreihe
(F?) < (MF?) bestimmt sind und deren Punkte I auf der belicbigen Geraden g liegen,
bilden eine Kongruenz (K, I,) 8. Ordnung und 2. Klasse. Die Gerade g ist ein vier-
Jfacher Strahl dieser Kongruenz. Die Punkte Z dieser Strahlen bilden eine sphdrische
Fliche (Z, 1) 6. Ordnung. Diese Fliche bilden:

a) o' Kreise, die in den Ebenen des Ebenenbiischels [g,] liegen, wobei jeder
Punkt der Geraden g, als Punkt Z vierfach ist;

b) ! Kurven 2* 5. Ordnung auf den Hyperboloiden H? des Biischels |[H?/;
[13], [21].

¢) oo! Kurven 27 1. Ordnung auf den Kegelfiichen (Gy, g*) Gy eg,,.

Dabei sind die Punkte desselben Kreises, der in einer Ebene des Biischels [g.]
liegt, durch alle (F?) < (MF?) bestimmt und einem Punkt I der Geraden g zugeord-
net; die Punkte einer Kurve z° 5. Ordnung sind durch ein Biischel (F?) — \MF?)
bestimme und der Punktreihe (g) zugeordnet, wihrend keine zwei Punkte einer
Kurve 27 1. Ordnung durch dasselbe Biischel (F*) < (MF?) bestimmt und demselben
Punkr T € g augeordnet sind. Auf der Fldche (Z, 1,) liegt aufer der einfachen Kurve
g3 3. Ordnung, die vierfache Gerade g, als eine Menge von vierfachen Punkten Z,
den Punkt M € g, einschlieffend. Auf der Kurve g < (Z, 1,) liegen vier Kreispunkte
dieser Fldche und die acht Schmttpunkte mit der Kernkurve kS des Biindels (F?.
Auf der Geraden g liegen zwei solche Punkte der Fliche (Z, 1,), die die Punkte Z
jener Biischel von Strahlen (VN) sind, die in denselben Punkten Punkte I haben.
Die uneigentliche Rurve von (Z, I,) zerfdllt in den absoluten Kegelschnitt und in vier,
den uneigentlichen Punkt der Geraden g, enmthaltende Geraden.

'Bemerkung. Es wire sinnvoll einen Vergleich von den Eigenschaften der Fli-
che (Z; I,) 6. Ordnung mit den Eigenschaften jener Fliche (Z, I,) 3. Ordnung
zu ziehen, die in [20] betrachtet wurde. Obwohl beide Flichen von den Punkten
Z jener Strahlen des Komplexes (VN) gebildet werden, deren Punkte I auf einer
Geraden liegen, haben sie wesentlich verschiedene Eigenschaften.
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b) Die Gerade g, als eine Menge der Punkte I von Strahlen des Komplexes
(VN)

Die Gerade g, = ¢ (G)/V (F?) = (MF?) VG eg? ist ein col-deutiger Strahl
des Komplexes (TK) [21]. Der Kegelschnitt g2 liegt in der Ebene (M, g) und schnei-
det die Gerade m in einem Punkt. Die fiinf Schnittpunkte der Ebene (M, g) mit
der Kernkurve % des Biindels /F2, bestimmen g? vollkommen. Der iibergebliebene
sechste Schnittpunkt mit der Kurve k¢ ist der Punkt M e k% [19].

Der Kegelschnitt g} wird auflerdem als eine Menge jener Punkte betrachtet,
die den Punkten der Geraden g, beziiglich des Biindels (F? konjugiert zugeordnet
sind. Die Kurve 3. Ordnung solcher konjugiert zugeordneten Punkte zerfillt im
Fall der Geraden g5 M in den Kegelschnitt g? und in die Gerade m als eine
Menge jener Punkte, die dem Punkt M zugeordnet werden.

Jede Gerade der Ebene (M, g) ist ein zweifacher Strahl des Komplexes (TK),
der zu zwei Punkten der Geraden g, zugeordnet ist und durch zwei verschiedene
Biischel (F?) = (MF?) bestimmt ist. Einer der Schnittpunkte eines Strahles (TK)
mit der Kurve g7 zeigt welchem Punkt der Geraden g, dieser Strahl zugeordnet
ist und der andere Schnittpunkt zeigt durch' welches Biischel (F2) = (MF?) er
bestimmt ist u. zw. durch die Zuordnung der Punkte der Reihen (g,) und (g?)
beziiglich des Biindels (F? bzw. durch den Schnittpunkt der Ebene des Ebenen-
biischels [m] mit der Kurve g2. [19], [21] Satz 4 7.

Alle ein Biischel (G) G e g} bildenden Strahlen des Komplexes (TK) in der
Ebene (M, g) sind entweder als die, genau einem Punkt G, €g, beziiglich aller
Biischel (F?) c (MF?) zugeordneten, oder als die, allen Punkten der Geraden
&x zugeordneten und durch genau ein Biischel (F?) < (MF?) bestimmten Strahlen
(TK) aufzufassen [21]. Satz A4 8.

Ein beliebiger Punkt G, €g; sei ein Punkt I der Strahlen des Komplexes
(VN). Die Strahlen r, = ¢ (Gy)/V (F?) < (MF?) bilden ein Biischel (G) G eg?
in der Ebene (M, g). Dabei sind die »zweiten« Schnittpunkte der Strahlen des
Biischels (G) mit der Kurve g, und die Biischel (F?) < (MF?) bijektiv zugeordnet.
Die von dem Punkt G, an die Strahlen (G) gelegten Senkrechten sind die Strahlen
des Komplexes (VN). Sie schneiden die Strahlen (G) des Komplexes (TK) in den
Punkten Z auf einem Kreis der ebenfalls den Punkt G enthalten mug.

Jedem Punkt G, € g, als dem Punkt I wird somit je ein Kreis der Punkte Z
in der Ebene (M, g) zugeordnet. Es stellt sich die Frage nach der Vielfachheit der
Punkte der Ebene (M, g) die als solche Punkte Z angesehen werden.

Um dieses Problem zu l6sen, wird ein beliebiger Punkt S der Ebene (M, g),
als ein Scheitelpunkt des Biischels (S) jener Strahlen des Komplexes (TK) be-
trachtet, die zu allen Punkten G, € g, zugeordnet sind und die durch alle Biischel
(F?) = (MF?) bestimmt werden. Jeder Strahl dieses Biischels wird bekanntlich
ein zweifacher Strahl des Komplexes (TK) sein. [21] Satz 4 7.

Die Fernebene schneidet die Strahlen des Biischels (S) in Punkten der uneigent-
lichen Geraden s, dieser Ebene. Dabei ist jeder ihrer Punkte zweideutig. Die den
Punkten der Geraden s, zugeordneten Polaren p beziiglich des absoluten Kegel-
schnittes, bilden ein uneigentliches Biischel (P). Unter den Punkten der Geraden
& und den Polaren des Biischels (P) besteht eine (1 — 2)-deutige Zuordnung, da
jedem Punkt der Geraden g, je ein Strahl des Komplexes (TK) als Strahl des
Biischels (S) und dadurch je eine Polare p zugeordnet ist, wihrend einer jeden
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Polaren p auf beschriebene Weise zwei Punkte der Geraden g, entsprechen. Die
Ebenen, die durch die Punkte G, € g, und durch die ihnen zugeordneten Polaren
p aufgespannt sind, bilden eine Hiilltorse 3. Klasse (d. h. 1 -1+41-2=3).
Je zwei Ebenen dieser Torse werden zueinander paralell. Jede Ebene der Hull-
torse schneidet den ihr zugeordneten Strahl des Biischels (S) im Punkt Z eines
Strahles des Komplexes (V'N), dessen Punkt I im bestimmten Punkt der Geraden
g liegt. Alle solche Punkte Z bilden demnach und auf Grund des Chaslesschen
Korrespondenzprinzips eine ebene Kurve z* 4. Ordnung (1 -1+ 1-3 =4).
Auf einem beliebigen Strahl s < (S) liegen zwei dieser Punkte Z, die auf beschrie-
bene Weise genau dem Strahl s zugeordnet sind, wihrend die tibrigen zwei Schnitt-
punkte mit der Kurve z* in S liegen. Die Kurve z* hat daher im Punkt S den
zweifachen Punkt.

Da der Scheitelpunkt S ein beliebiger Punkt der Ebene (M, g) ist, wird je-
der Punkt dieser Ebene, als der Punkt Z jener Strahlen des Komplexes (VN),
deren Punkte I auf der Geraden g, liegen und die durch V (F?) < (MF?) bestimmt
sind, zweifach sein.

In [20] wurde bewiesen, dafl in dhnlichen Betrachtungen der Menge der
Punkte Z jener Strahlen des Komplexes (VN), die die Punkte I auf der Geraden
m, haben und die durch V (F?) = (MF?) bestimmt sind, jeder Punkt der Ebene
(M, m) ebenfalls der Punkt Z von zwei Strahlen (VN) wird. Dieses Problem wurde
aber auf andere Weise gelost.

Alle jene Strahlen o des Komplexes (VN), deren Punkte I auf der Geraden
g liegen und deren Punkte Z die zweifache Ebene (M, g) bilden, wobei 0 = p (G,)/
V (F?) « (MF*) und VG, € g, sind, bilden eine Kongruenz (K, I,,;). Die Ordnung
und Klasse von (K, I,,) wird analog wie in [20] bestimmt. Es folgt:

SATZ C 3. ¥ene Strahlen des Komplexes (VN), die durch alle Biischel (F?) <
< (MF?) bestimmt sind und deren Punkte I ldings der Geraden g, liegen, wobei der
Punkc M eg, als ein reguldrer Punkt dieser Geraden aufzufassen ist, bilden eine
Kongruenz (K, 1,,) 4. Ordnung. und 2 Klasse. Je vier dieser einen Raumpunkt ent-
haltenden bzw. je zwei in einr beliebigen Ebene liegenden Strahlen der Kongruenz
(K, I,,) sind durch verschiedene Biischel (F?) < (MF?) bestimmt. Die Punkte Z
aller dieser Strahlen bilden die zweifache Ebene (M, g), wdhrend die Gerade g, als
eine Menge von Punkten I dieser Kongruenzstrahlen eine oo'-deutige ist.

¢) Die Gerade g als eine Menge der Punkte Z von Strahlen des
Komplexes (VN)

Ein beliebiger Raumpunkt T ist bekanntlich der Punkt Z jener drei Strahlen
des Komplexes (VN), die durch ein Biischel (F?2) bestimmt sind und deren Punkte
I auf dem Strahl ¢ = ¢ (T)/(F?) liegen [13].

Die den Punkten der Geraden g zugeordneten Strahlen : = ¢ (T)/(F?) <
c (MF?) VT eg sind die Erzeugenden eines Regulus eines in Ca) erwihnten
einschaligen Hyperboloides H2. [21] A a). Auf jeder dieser Erzeugenden liegen je
drei Punkte I von drei Strahlen des Komplexes (VN), deren zugeordnete Punkte
Z sich in demselben Punkt T €g befinden. Alle solche auf einem Hyperboloide
liegenden Punkte I bilden eine Raumkurve 7 7. Ordnung [13].
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Je eine solche Kurve i7 liegt auf jedem der Hyperboloide H? < [H?/, die
durch alle (F?) = (MF?) bestimmt sind. Alle diese unabbrechend verbundenen
Kurven i7 bilden eine Fliche (1, Z,), deren Ordnung und einige ihrer Eigenschaften
bestimmt werden sollen.

Ein Bestandteil der Fliche (I, Z,) wird bestimmt die Gerade g, sein, Die
einem beliebigen Punkt G, € g, zugeordneten Strahlen ¢ = ¢ (G,)/V (F?) < (MF?)
bilden den bekannten Strahlbiischel (G) G e g? in der Ebene (M, g) und die von
dem Punkt G, an die Biischelstrahlen gelegten Senkrechten schneiden diese in
den Punkten eines Kreises, den die Gerade g im algebraischen Sinn in zwei Punkten
schneidet. Der beliebige Punkt Gy € g, ist daher ein Punkt I von genau zwei jener
Strahlen des Komplexes (V'N), deren Punkte Z auf der Geraden g liegen. Diese
beiden Strahlen (V'N) werden durch verschiedene Biischel (F2?) = (MF?) bestimmt
u. zw. durch jene, durch welche die zugeordneten Strahlen ¢ des Komplexes (TK)
bestimmt sind. [21] Satz 4 7. Da der zweifache Punkt G, e g, ein beliebiger ist,
wird ebenfalls die Gerade g, auf der Fliche (I, Z,) zweifach sein.

Die Kurve g* liegt auch auf der Fliche (I, Z,) als eine einfache. Ein dem
beliebigen Punkt T', € g* beziiglich (F? zugeordneter Punkt ist ein Punkt T eg.
Die Verbindungsgerade T, T wird ein durch ein (F?) < (MF?) bestimmter Strahl
des Komplexes (VN) genau dann sein, wenn ihn ein durch dasselbe (F2) bestimm-
ter und dem Punkt T, zugeordneter Strahl des Komplexes (TK) senkrecht schnei-
det.

Da die Strahlen ¢ = ¢ (T})/V (F?) < (MF?) fiir festen T, €g3, ein Strahl-
biischel (T) in jener Ebene durch den Punkt M bilden, die dem Punkt T, be-
ziiglich der Kegelfliche M? polarzugeordnet ist, wird genau ein Strahl dieses
Biischels (T') auf die Gerade T, T senkrecht gelegt. Der beliebige Punkt T, € g3
wird daher der Punkt I genau eines Strahles (VN) sein, dessen Punkt Z auf der
Geraden g liegt und die Kurve g? is eine einfache Kurve der Fliche (I, Z,).

Die Ordnung der Fliche (I, Z,) wird durch die Anzahl ihrer Schnittpunkte
mit einer beliebiger Geraden e bestimmt.

Ein Strahl o der Menge von Strahlen o, = y (E)|V (F?) < (MF?) fiir VE e e
schneidet senkrecht, der Definition der Strahlen (VN) nach, den zugeordneten
Strahl der Menge ¢, = ¢ (E)/V (F?) < (MF?) fiir VE € ¢ in dem Punkt Z dieses
Strahles o. Beide zugeordneten Strahlen (o, ¢) sind demselben Punkt E € e zuge-
ordnet und durch dasselbe Biischel (F?) « (MF?) bestimmt. Unter allen (o, 2)
Strahlenpaaren werden genau jene in Betracht gezogen, die sich auf der Geraden
g schneiden, d. h. genau jene Strahlen o werden betont, deren Punkte Z sich auf
der Geraden g befinden.

Um diese Strahlen o bestimmen zu kénnen, werden die bekannten Arbeits-
weisen angewendet.

Die Strahlen ¢ = ¢ (T)/V (F?) = (MF?) VT eg bilden die Erzeugenden je
eines Regulus der Hyperboloide H2 < [H?|. Die Grundkurve dieses Hyperboloi-
denbiischels [H?| zerfallt in die Kurve g3 und in die Gerade g,. [21], Satz 4 3.
Die denselben Punkten T eg zugeordneten und beziiglich der Kegelfiiche M?2,
als einer gemeinsamen Fliche aller Biischel /F?/ < [MF?| bestimmten Polar-
ebenen, bilden das bekannte Ebenenbiischel [g,]. Jede dieser Ebenen schneidet
bekanntlich die Kurve g* aufler in zwei gemeinsamen Punkten mit der Geraden
& in noch je einem Punkt.
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Die beliebige Gerade e durchsetzt jeden der Hyperboloide H? des Biischels
|H?| in je zwei Punkten. Jeder Punkt E € e liegt aber genau auf einem Hyperboloid
H? und in einer Ebene des Biischels [g,], da die beliebige Gerade e der Voraus-
setzung nach, keine gemeinsamen Punkte mit der Grundkurve g3 4 g, des Bii-
schels /H?/ haben kann. Ein dem beliebigen Punkt E € e zugeordneter Strahl des
Komplexes (TK) soll durch dasselbe (F?) < (MF?) bestimmt sein, durch den
das Hyperbolid H? s E bestimmt wurde und jenen Punkt T der Geraden g ent-
halten, der der Ebene (g,, E) polarzugeordnet wird beziiglich der Kegelfliche M2,

Die den Punkten der Geraden e Konjugiertzugeordneten Punkte beziiglich
(F? bilden ebenfalls eine Raumkurve ¢ 3. Ordnung. Dabei sind die Punkte der
Reihen (¢) und (%), dann (e) und (g) und damit (g) und (¢®) bijektiv zugeordnet.
Die Verbindungsgeraden der zugeordneten Punkte dieser Reihen (g) und (e?)
sind die Strahlen der Menge ¢, = ¢ (E)/V (F?) < (MF?) VE €e, wobei durch
dasselbe Biischel (F?) je zwei Strahlen r, bestimmt werden. Auf Grund dessen
und des Chaslesschen Korresponderzprinzips folgt: Alle solchen Strahlen ¢, bilden
eine Regelfliche E* 4. Grades (1 - 1 4+ 1 + 3 = 4), mit der einfachen Leitgeraden g.

Die Ordnung der Fliche (I, Z,) kann infolgedessen unter Anwendung der
liblichen Methoden bestimmt werden.

Die Fernebene schneidet die Flache E* in einer Kurve 4. Ordnung. Die den
Punkten dieser Kurve zugeordneten Polaren p beziiglich des absoluten Kegel-
schnittes bilden eine Kurve 4. Klasse. Die Punkte der Reihe (¢) und die Tangen-
ten p dieser Klassenkurve sind bijektiv zugeordnet. Die Verbindungsebene dieser
zugeordneten Elemente bilden eine Hiilltorse 5. Klasse (1 -4+ 1 -1 = 5).

Die Ebene dieser Hiilltorse schneiden die ihnen bijektiv zugeordneten Er-
zeugenden der Fliche E* 4. Ordnung, auf Grund das Chaslesschen Prinzips, in
einer Kurve 2° 9. Ordnung (1 -+ 4 + 1 - 5 = 9). Diese Kurve wird von den Punk-
ten Z jener Strahlen des Komplexes (VN) gebildet, die die Punkte I auf der Ge-
raden e haben. Eine beliebige Ebene des Biischels [g] schneidet diese Z-Punkts-
kurve 2° in 9 Punkten und die Flidche E*, aufier in der Leitgeraden g in noch drei
Erzeugenden. Da auf jeder dieser Erzeugenden je ein diesem Strahl zugeordneter
Punkt Z liegt, sollen die iibrigen sechs Schnittpunkte mit der Kurve 2°, genau
an der Geraden g liegen.

Die Gerade g enthilt daher je sechs Punkte Z jener Strahlen des Komplexe-
(VN), deren Punkt I auf einer beliebigen Geraden e liegen. Die Gerade e durchs
setzt infolgedessen die Fliche (I, Z,) in sechs Punkten, woraus die Ordnung 6
dieser Fliche bestimmen wird.

Die Fliche (I, Z,) kann man noch von einem anderen Standpunkt aus be-
trachten. Die einem beliebigen Punkt T, € g zugeordneten Strahlen z, = ¢ (T,)/
V (F?) « (MF?) bilden das bekannte Strahlbiischel (T), T, €g® in der Ebene
(T, gx) des Ebenenbiischels [g,]. Keine zwei Strahlen des Biischels (T) sind durch
dasselbe Biischel (F?) « (MF?) bestimmt. Auf einem beliebigen dieser Biischel-
strahlen liegen je drei Punkte I jener drei Strahlen (VN), deren gemeinsamer
Punkt Z im Punkt T, eg liegt und die durch dasselbe Biischel (F?) c (MF?)
bestimmt sind. Alle nichtabbrechend verbundenen Punkte I an allen Strahlen
des Biischels (7,) bilden eine Kurve ¢*, die zusammen mit der zweifachen Ge-
raden g, die Schnittkurve der Ebene (T, g;) mit der Fliache (I, Z,) bestimmt.
Da der Punkt T, eg ein beliebiger ist, wird die Ordnung dieser Schnittkurve
ebenfalls die Ordnung der Fliche (I, Z,) bestimmen.
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Die Ordnung x der Kurve ¢* wird festgestellt durch die Anzahl ihrer Schnitt-
punkte mit einer beliebigen Geraden s der Ebene (T}, g;). Die Strahlen ¢, des
Biischels (7,) schneiden die Gerade s. Damit sind die Punkte T, der Reihe (s)
und die Biischel (F?) der Biischelreihe (MF?2) bijektiv zugeordnet. Die den Punk-
ten T, € s konjugiert zugeordneten Punkte beziiglich (F? bilden eine Raumkurve
s3 3. Ordnung und die Strahlen ¢, = ¢ (T)/V (F?) = (MF?) VT, € eine Kegel-
fliche (T, s®) 3. Grades, mit der Spitze T, €g.

Dem Schnittpunkt T,,, der Geraden s und g, wird beziiglich (F? ein Punkt
G,, € g* zugeordnet, der ebenfalls ein Schnittpunkt der Kurve s* mit der Ebene
(M, g) wird. Die dem Punkt T, €s selbst zugeordneten und durch die Biischel
(F?) c (MF?) bestimmten Strahlen des Komplexes (TK) bilden ein Strahlbii-
schel (G,,) in der Ebene (M,g). Der gemeinsame Bestandteil der Kegelfliche
(T, s*) und des Biischels (G,,) ist die Verbindungsgerade (T, G,,)-

Die den Punkten der Geraden s zugeordneten, die Gerade g schneidenden
und durch die Biischel (F?) = (MF?) bestimmten Strahlen des Komplexes (TK)
bilden daher eine Regelfliche S* 4. Grades, analog dem Fall mit der Fliche E%,
nur die Fliche S* zerfillt in die Kegelfliche (T, s*) 3. Grades und in das Strahl-
biischel (Gy,).

Die Z-Punktkurve der Strahlen des Komplexes (VN), deren Punkte I an
der Geraden s und die Punkte Z an der Kegelfliche (T,. s3) bzw. am Strahlbiischel
(G,,) liegen, wird auf iibliche Weise, aber getrennt betrachtet.

Die uneigentliche Kurve der Kegelfliche (T, s®) ist 3. Ordnung und die
diesen Punkten zugeordneten Polaren p beziiglich des absoluten Kegelschnittes
hiillen eine Kurve 3. Klasse ein. Die bijektiv zugeordneten Punkte der Reihe (s)
und die Polaren p spannen die Ebenen einer Hiilltorse 4. Klasse auf. Die bijektiv
zugeordneten Erzeugenden der Kegelfliche (T, s*) und die Ebenen dieser Hiill-
torse 4. Klasse schneiden sich senkrecht in Punkten einer Kurve 27 7. Ordnung
(3:1+4-1=7). Diese Kurve wird von den Punkten Z jener Strahlen des
Komplexes (VN) gebildet, deren Punkte I auf der Geraden s liegen. Eine beliebige
Ebene der Geraden g schneidet die Kegelfiiche (T}, s*) in drei Erzeugenden und
die Kurve 27 in sieben Punkten. Da auf jeder von drei Erzeugenden als den Strah-
len des Komplexes (TK) je einer dieser Punkte Z liegt, sollen in den Punkt 7, € g
die iibrigen vier Punkte Z fallen.

Die diesen vier Punkten Z eg zugeordneten vier Punkte I € s werden die
Schnittpunkte der Geraden s mit der Kurve #* darstellen und die Ordnung x = 4
dieser Kurve * festlegen.

Die von dem Punkt G, an die Strahlen des Biischels (G,,) gelegten Sen-
krechten schneiden bekanntlich diese in Punkten eines Kreises in der Ebene (M, g).
Zwei dieser Punkte liegen als Punkte Z an der Geraden g und die diesen Punkten
Z zugeordneten Punkte I fallen in den Punkt G, €8x A Gy €5.

An der Geraden s liegen daher ebenfalls sechs (4 4 2) Punkte I jener Strahlen
des Komplexes (VN), deren Punkte Z sich auf der Geraden g befinden und die
Ordnung sechs der Fliche (I, Z,) ist damit bekréftigt. Das die Gerade g; auf der
Fliche (I, Z,) eine zweifache wird, ist daraus ebenfalls ersichtlich.

Die Strahlen des Komplexes (V'N), deren Punkte Z an der Geraden g liegen,
bilden eine Kongruenz (K, Z,). Die Ordnung und Klasse diser Kongruenz wird
auf dhnliche Weise durchgefiihrt, wie dies in [20] D d) fiir die Kongruenz (X, Z,.)
getan wurde. Nur die Zeichen m, m,, M, und T, dndern sich in g, gx, G, und T,
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SATZ C 4. Die Strahlen des Komplexes (VN) die durch die Biischelrethe
(F?) = (MF?) bestimme sind und deren Punkie Z auf der Geraden g liegen, bilden
eine Kongruenz (K, Z,) 10. Ordnung und 4. Klasse. Die Gerade g ist ein vierfacher
Strahl auch dieser Kongruenz (Satz C 1). Die unabbrechend verbundenen Punkte I
von diesen Strahlen bilden eine Fliche (I, Z,) 6. Ordnung. Diese Fliche wird gebildet
von:

a) o' Kurven 4. Ordnung, die in den Ebenen des Ebenenbiischels [g\] liegen,
wobet jeder Punkt der Geraden g, ein zweifacher ist;

b) co! Kurven i’ 7. Ordnung auf den Hyperboloiden H* < JH?| [13], [21].

Die Kurve g* ist eine einfache Kurve der Fliche (Z,1;) und die Gerade g
ist auf ihr eine zweifache Gerade. Die Gerade g ist als eine Menge von Punkten Z
von Strahlen der Kongruenz (K, Z,) 3. co'-deutig.

d) Die Gerade g, als eine Menge von Punkten Z von Strahlen
des Komplexes (VN)

Die Gerade g, soll eine Menge von Punkten Z jener Strahlen des Komplexes
(VN) sein, die durch alle (F2) = (MF?) bestimmt werden. Die Punkte I dieser
Strahlen liegen auf den Strahlen ¢ des Komplexes (TK) ¢ = ¢ (T)/V (F?)< (MF?)
VT eg. in der Ebene (M, g). [21] Satz 4 7, 4 8.

Da aber die Gerade g, den Punkt M € kS enthiilt und dieser Punkt als eine
Menge von Punkten Z von Strahlen (VN) in [20] D a) betrachtet wurde, wird in
weiteren Untersuchungen von der Singularitit des Punktes M eg, A M € kS
abgesehen. Im Endresultat werden die Ergebnisse aus [20] D ) doch im Betracht
gezogen.

In [13] wurde gezeigt: Die I-Punktskurve ¢ 7 7. Ordnung der Strahlen des
Komplexes (VN), die durch ein Biischel (F?) bestimmt sind und deren Punkte
Z auf einer Geraden liegen, die einen Eckpunkt des Poltetraeders dieses Biischels
enthilt, zerfallt in zwei ebene Kurven 4. und 3. Ordnung. Die Ebene der Kurve
4. Ordnung enthilt den betreffenden Eckpunkt des Poltetraeders, wihrend die
Ebene der Kurve 3. Ordnung die iibrigen drei Tetraedereckpunkte enthilt.

In unserem Fall liegen die Punkte Z von Strahlen des Komplexes (VN) lings
der Geraden g,. Diese Strahlen werden durch alle (F?) = (MF?) bestimmt und
alle erwiihnten Kurven 7# 4. Ordnung liegen in der Ebene (M, g). Es stellt sich
die Frage, genauso wie im &hnlichen Fall in [20] D e), wo jene Strahlen des Kom-
plexes (VN) betrachtet wurden, deren Punkte Z auf der Geraden m, 5> M liegen,
ob alle diese Kurven i* die ganze Ebene (M, g) decken und wenn dies der Fall
ist, wird ein beliebiger dieser Punkte I einfach oder mehrfach sein?

Die Antwort auf diese Frage wiirde teilweise in den Untersuchungen in [20]
D e) gegeben. Es ist nidmlich moglich fast alle Ergebnisse aus [20] D ¢) auf unseren
Fall zu iibertragen. Dabei sollen die Zeichen m, m,, m; durch g, g, g umbezeich-
net werden. :

Bemerkung. Die Trisekante m der Kernkurve k® 6. Ordnung des Biindels
|F? und eine beliebige Gerade g unterscheiden sich wesentlich als jene Geraden,
welchen Punkten durch V (F?) c (MF?) die Strahlen des Komplexes (VN) zu-
geordnet werden. Vgl. [20] D a) b) d). Unter der Geraden m, und g, die den Ge-
raden m und g konjugiertzugeordneten Geraden beziiglich der Kegelfliche M? <
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< |F? darstellen und die beiden die Spitze M dieser Kegelfliche enthalten, wobei
der Punkt M ebenfalls der gemeinsame Eckpunkt aller ool Poltetraeder der Bi-
schel (F2?) c (MF?) wird, gibt es im Gegenteil keine wesentlicher Unterschiede,
besonders im Sinne der Untersuchungen in [20] und in diesem Kapitel d).

SATZ C 5. Die durch die Bischelreihe (F*) < (MF?) bestimmien Strahlen
des Komplexes (VN), deren Punkte Z in einem beliebigen Punkt G, € g, liegen, bilden
eine Kegelfiiche 4. Grades mit der Spitze in Gy, wahrend die Punkte I dieser Strahlen
eine Kurve i* 4. Ordnung in der Ebene (M, g) bilden.

SATZ C 6. Die durch die Bischelreihe (F*) = (MF?) bestimmten Strahlen
des Komplexes (VN), deren Punkte Z lings der Geraden g, liegen, bilden eine Kon-
gruenz (K, Z,) 10. Ordnung und 4. Klasse. Jene dieser Strahlen, deren Punkte Z
im Punkt M € g, sind bilden eine Kongruenz 4. Ordnung und 0. Klasse und die Punkte
[ dieser Strahlen bilden eine Fliche $y 4. Ordnung ([20] Satz D 7.) Die iibrigen
Strahlen diesere Kongruenz (K, Z,,;) bilden eine Kongruenz 6. Ordnung und 4. Klasse,
waihrend die zugeordneten Punkte I die zweifache Ebene (M, g) bilden.
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Nastavak istraZivanja u skupu (MF?) Il dio.
Kompleks (VN)

Viasta S¢urié-Cudovan
Sadriaj

Rad je nastavak mog rada [21].

Sve kvadrike svefnja (F? razvrstane su u jednoparametarski skup (MF?)
pramenova (F2), a zajednicka ploha svih tih pramenova je stofac M? = (F? s
vrhom u to&ki M e k°. Krivulju 26 6. reda &ine vrhovi svih stoZaca sveZnja (F2.

Svakim od co! pramenova skupa (MF?) odredena su Cetiri kompleksa zraka.

U poglavlju 4 [21] obradene su tvorevine 3to ih ¢ine zrake kompleksa (TK)
pridruZene tofkama po volji odabranog pravca g odnosno njemu s obzirom na
stozac M? konjugirano pridruZenog pravca g,> M, a zrake su odredene nizom
pramenova (F2) = (MF?). U poglavlju B [21] obradene su tvorevine 3to ih Cine
zrake Majcenovog kompleksa, kojima se sredidnje tocke nalaze na pravcu g odnosno
gi» a odredene su istim nizom pramenova kvadrika.

U ovom radu — poglavlje C — istraZene su tvorevine §to ih &ine zrake orijen-
tiranog Nifeovog kompleksa ili kompleksa (VN) i njihove totke Z odnosno tocke
I, kad se tocke I odnosno to¢ke Z tih zraka nalaze na pravcu g odnosno pravcu
gx»  zrake su odredene nizom pramenova kvadrika (F?) < (MF?).

U C a) promatrane su zrake kompleksa (PN) kojima se totke I nalaze na po
volji odabranom pravcu g. Pokazuje se da sve te zrake &ine kongruenciju (K, I,)
8. reda i 2. razreda. Pravac g je &etverostruka zraka te kongruencije odredena opée-
nito s &etiri razliita pramena (F?) = (MF?).

Totke Z zraka kongruencije (K, I,) ¢ine sferi¢nu plohu (Z, I,) 6. reda, koja
se sastoji iz:

a) oo! kruZnica, koje leZe u ravninama pramena [g,], pri ¢emu je svaka tocka
pravca g, kao totka Z &etverostruka;

b) oo! krivulja 2% 5. reda na hiperboloidima H? pramena [H?[ [13], [21];
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¢) oo! krivulja 27 7. reda na stoicima (Gy, £°) VG € g1, @ krivulja g3 je skup
todaka konjugiranih pravcu g s obzirom na sveZanj (F2.

Pritom su todke iste kruZnice, koje leZe u nekoj ravnini pramena [g,] odre-
dene svim (F?)  (MF?) i pridruZene jednoj totki pravca g; totke jedne krivulje
25 odredene su jednim pramenom (F2) = (MF?) i priduZene su nizu (g), dok
ne postoje dvije tolke iste krivulje k7 koje su odredene istim pramenom (F*) =
< (MF?) odnosno koje su pridruZene istoj tocki niza (g).

Na plohi (Z, I,) nalazi se osim jednostruke krivulje g* 3. reda i &etverostruki
pravac g kao skup Cetverostrukih to¢aka Z. Na krivulji g° leZe Cetiri kruZne totke
te plohe i osam sjecidta s krivuljom k€. Na pravcu g nalaze se takve dvije tocke
K, (i =1, 2) plohe (Z, I,), koje su vrhovi pramenova onih zraka kongruencije
(K. 1), kojima tocke I i Z padaju zajedno u vrh K; (i = 1, 2) pramena.

Beskonaéno daleka krivulja plohe (Z, I,) raspada se u apsolutnu koniku i u
&etiri pravca, koji sijeku pravac g;.

U C b) nalaze se tocke I zraka kompleksa (VN) na pravcu gy. Pokazuje se da
sve takve zrake odredene nizom pramenova (F2) = (MF?) &ine kongruenciju (K,
I,,) 4. reda i 2. razreda. Po &etiri od tih zraka, koje sadrZe istu to¢ku odnosno po
dvije koje leZe u istoj ravnini, odredene su razli¢itim pramenovima (F?) = (MF?).
Totke Z svih zraka te kongruencije &ine dvostruku ravninu (M, g), a pravac g
je kao skup todaka I co!-znadan. Totka M eg, A M € k® smatrana je regularnom
to¢kom pravca gi.

U C ¢) promatran je pravac g kao skup tofaka Z zraka kompleksa (VN) odre-
denih pramenovima (F?) < (MF?). Pokazano je da takve zrake tvore kongruenciju
(K, Z,) 10. reda i 4. razreda. Pravac g je Cetverostruka zraka i te kongruencije.
Neprekinuto povezane totke I tih zraka &ine neku plohu (7, Z;) 6. reda, koja se
sastoji iz:

a) oo! krivulja 4. reda, koje leZe u ravninama pramena [g:], a svaka je totka
pravca g, dvostruka;

b) oo krivulja i7 7. reda na hiperboloidima H? < [H?/ [13], [21]. Krivulja
g® je na plohi (I, Z,) jednostruka, a pravac g, dvostruk. Pravac g je kao skup to-
&aka I zraka kongruencije (K, Z,) 3 - oco!-znadan.

U C d) pravac g, je skup tofaka Z zraka kompleksa (VN). Sve takve zrake
kojin:a se tocke Z nalaze u po volji odabranoj toki Gy € g @ odredene su nizom
(F?) = (MF?) &ne stoZastu plohu 4. stupnja s vrhom u togki Gy, dok tocke I
tih zraka &ine krivulju #* 4. reda u ravnini (M, g).

Sve zrake kompleksa (VN) odredene nizom (F2) = (MF?) kojima se totke Z
nalaze du pravca g, &ne kongruenciju (K, Z,,) 10. reda i 4. razreda. One od tih
zraka kojima se totke Z nalaze u toéki M e g, A M € kS &ine pritom kongruenciju
4 reda i 0. razreda, a njihove toke I odreduju plohu £y, 4. reda [20] Stavak D 7.
Preostale zrake &ine kongruenciju 6. reda i 4. razreda, a njihove tocke I &ine dvo-
struku ravninu (M, g).

Primljeno u Il. razredu
10. 11. 1989.
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