JUGOSLAVENSKA AKADEMIJA ZNANOSTI I UMJETNOSTI

VLASTA SCURIC-CUDOVAN
DER ORIENTIERTE NICE-SCHE STRAHLKOMPLEX EINES

FLACHENBUSCHELS 2. GRADES

ORIJENTIRANI NICEOV KOMPLEKS ODREDEN PRAMENOM PLOHA
2. STUPNJA

Poseban otisak iz: »RADA« knjiga 367

ZAGREB 1974.



VLASTA S¢urié-CuDOVAN

DER ORIENTIERTE NICE-SCHE
STRAHLKOMPLEX EINES FLACHENBUSCHELS
2. GRADES

1. TEIL
A. DEFINITION UND GRUNDEIGENSCHAFTEN

In einem projektiven Raum, bzw. auf dem Modell des projektiven
Raumes das in einem erginzenden Euklidischen Raum gebaut ist, ist ein
Flichenbiischel /F2/ 2. Grades gegeben, und durch ihm das Biischel (F?)
der Polarraume dieser Flichen bestimmt.

Schon T. Reye wies hin, dass durch jeden Flichenbiischel 2. Grades
ein »Tetraedraler Komplex« gegeben ist ([5], Bd. IIL), und V. Nige,
dass durch jeden solchen Flichenbiischel auch ein »Majcensche Kom-
plex« [8], ein »Normalenkomplex« [4], und ein »T angentialkurzwege-
komplex eines Flichenbiischels 2. Grades« [1], [2], bestimmt ist.

Jeder beliebiger Raumpunkt befindet sich auf je einer Fliche des /F?/
Biischels. Ein so angenommener Punkt 7, soll sich auf der Fliche F
dieses Biischels befinden. Die Berithrungsebene R dieser Fliche im Punkt
T, enthilt einen, dem Punkt T zugeordneten Strahl ¢, des, durch
dieses Biischel /F?/ bestimmten, tetraedralen — oder kiirzer-des (TK)
Komplexes. Dieser Strahl ¢, ist wie bekannt, die Schnittgerade der Po-
larebenen des Punktes 7, beziiglich aller Flichen des Flichenbiischels
/F?/. Die ein-eindeutige Abbildung, die einem beliebigen Raumpunkt T
einen Strahl ¢ des (TK) Komplexes zuordnet, nennen wir @-Abbildung
und bezeichnen sie mit

t=o(T) bzw. T = ¢7(t).

Die den Punkt T enthaltende Normale der Ebene R, ist ein Strahl des
Normalenkomplexes, oder (NK) Komplexes 8. Grades des Flichenbii-
schels /F?/. [4]. Die Geraden des Biischels (7), in der Ebene R, beriihren
die Fliche F im Punkt 7, wihrend sich die zweiten Berithrungspunkte
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dieser Geraden, mit noch je einer Fliche des Bischels /F?/, in deren
Schneidepunkten mit dem Strahl ¢ befinden. Zwischen allen Geraden
dieses Biischels (T) nimmt eine besondere Stelle diejenige Gerade, die
parallel mit dem Strahl ¢ ist, den Strahl ¢ in seinem Fernpunkt schneidet,
und als ein Strahl des Majcenschen-, oder (MK) Komplexes bekannt ist
[3]; und dann diejenige Gerade, auf die die Entfernung zwischen den
Beriihrungspunkten die kiirzeste ist. Diese Gerade enthilt den Punkt T
und liegt auf dem Strahl
t=g¢(T)

senkrecht.

Alle solche Senkrechte, die aus jeden Raumpunkt T auf den zuge-
ordneten Strahl
= ¢ (1)

gelegt sind, bilden eine stitige Menge vond co® Geraden, also einen
Komplex, den V. Nile in Arbeiten [1] und [2] definiert, und eine Reihe
seiner Eigenschaften bestimmt hat. Jedem Strahl dieses Komplexes wird,
wie wir spiter zeigen werden, auf die natiirliche Weise seine Orienta-
tion zugeordnet, und so werden wir ihn als: »Der orientierte Niée-sche
Strahlkomplex eines Flichenbiischels 2. Grades« oder kiirzer »(ON)
Komplex« nennen. g

DEFINITION 1.

Die Abbildung die einem beliebigen Raumpunkt T, eine Senk-
rechte o zuordnet, die aus dem Punkt T auf dem Strahl

t=¢(7)
gezogen ist, nennen wir als eine y-Zuordnung, und bezeichnen sie
mait

o=vy(T).

DEFINITION 2. _
Der (UN) Komplexstrahl ist jede Raumgerade die durch die Ab-
bildung
o=y (T)

bestimmt ist.
V. Ni¢e nannte in [1] dem Punkt
T =y (0

als einen Ausgangspunkt des Strahles o, und den Schnittpunkt
der Strahlen £ /N\ o, wo
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t=¢(T) und o=y (1) ist,

als ¢éinen Eingangspunkt dieses Strahles. Wir werden dieselben
Punkte als / Punkt und Z Punkt des Strahles o nennen.!

DEFINITION 3. - :
Ein Z Punkt des (UN) Komplexstrahles o ist

Def.
Z —i—t/\o fir

t=9(l) und o= y(l)
Hieraus folgt, fur den (UN) Komplex die charakteristische

FOLGERUNG 1.

Jedem (ON) Komplexstrahl sind zwei Roumpunkte zugeordnet,
die sich auf diesem Strahl als seine I- und Z Punkt befinden.

DEFINITION 4.

Zwischen den Raumpunkten besteht cine y Abbildung die einem
beliebigen Punkt 1 ein-eindeutig den Punki Z zuordnet, uzw. so,
dass

Z=x() fur Z=e Ny ist.

Wenn auch die Punkte /<o und Z& o, die Beriihrungspunkte des
Strables o mit zwei Flachen des Bischels /F?/ sind, sind sie auf diesem
Strahl nicht gleichberechtigt. Es soll

Z,=t;No, fir t,=¢(;), o= vy (I}) sein.
Nehmen, wir jetzt an, dass

Z, =1, wo Z,o0, aber

L< o, fir o, =y (l,) ist
Aus Zy=q(l,) fur Z,=t, =9 () und I, <t
folgt dann im allgemeinen 4

Ly # .71 , was auch bedeutet, dass 0, # 0,  gilt.

Offenbar ist, dass der I- und Z Punkt eines (UN) Komplexstrahles ein
eingerichtetes Punktpaar bilden. Einem beliebigen (UN) Komplexstrahl

! Diese abgekiirzten Namen stammen von kroatischen Benennungen ab.
Ausgangspunkt — Izlazna totka
Eingangspunkt — Zalazna tofka
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konnen wir, wie schon bemerkt, deshalb auf die natiirliche Weise die
Orientation zuordnen, die durch seine Punkte 7 und Z bestimmt

1st.

Die Tatsache, dass zwei Geraden untereinander senkrecht dann und
nur dann stehen, wenn jede von ihnen in der Ebene liegt, die senk-
recht auf die andere Gerade gelegt ist, erméglicht uns systematische
Untersuchungen verschiedener Mengen der (UN) Komplexstrahlen, wie
auch die Orter der diesen Strahlen zugeordneten I bzw. Z Punkte, wenn
sich die Z bzw. I Punkte dieser Strahlen auf den Geraden, Kurven, Ebe-
nen oder Flichen befinden.

1. (UN) KOMPLEXSTRAHLEN, DENEN SICH DIE I PUNKTE
AUF EINER GERADEN BEFINDEN

Die Idee, der sich V. Nite bei der Bestimmung des Grades jener
Fliche der (UN) Komplexstrahlen bediente, welche die I Punkte auf
einer beliebigen Geraden haben, wird auch uns, nebst kleinen Modifika-
tionen, in fast allen Aufgaben dhnlicher Art dienen. Diese Idee besteht
in folgendem:

Wenden wir ¢ Abbildung auf die Punkte einer beliebigen Geraden s,
an. Die erhaltenen (TK) Komplexstrahlen bilden, wie bekannt, ein Er-
zeugendensystem eines Hyperboloides H;, den die Fernebene in Punkten
einer Kurve 2. Ordnung schneidet. Diesen Punkten zugeordnete Pola-
ren beziiglich des absoluten Kegelschnittes bilden eine Fernkurve 2.
Klasse. Jedem Punkt 7 €= 5 ist also eine Erzeugende

= ¢ (T)< Hs

und je eine Polare p der Kurve 2. Klasse, zugeordnet. Fiir Ebenen (7, ¢)
und (7, p) gilt:

(T, )\ (T, p) = o< (UN) Komplexes,

uzw. so, dass der Punkt 7 ein / Punkt des Strahles o ist, dem sich der
Z Punkt in

t N\ (T, p) befindet.

Mit Punkten der Geraden s und mit den ihnen ein-eindeutig zuge-
ordneten Strahlen

t=o(T) fir TEJ

bestimmte Ebenen, geben eine Torse 7, . Diese Torse ist, der bekannten
Chasles-Relation nach, 8. Klasse. Dieselbe Punkte der Geraden s, und
die ihnen ein-eindeutig zugeordneten erwihnten Polaren p der Kurve 2.
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Klasse, bilden die andere Torse 7, 3. Klasse. Je zwei Ebenen dieser Tor-
sen, die demselben Punkt der Geraden s zugeordnet sind, schneiden sich
im Strahl

o< (UN) Komplexes.

Da zwischen den Ebenen dieser Torsen eine ein-eindeutige Zuordnung
besteht, konnen wir schon wieder, auf Grund der Chasles-Relation be-
haupten, dass alle diese o Strahlen cine Regelfliche 6. Grades bilden,
auf der die Gerade s eine einfache Leitgerade ist. Die Ebenen der Torse
7, 3. Klasse schneiden, nach Chasles, die ihnen ein-eindeutig zugeord-
nete (TK) Komplexstrahlen, die die Erzeugenden des Hyperboloides H;
9. Gradeds sind, in Punkten einer Kurve 5. Ordnung. Diese Kurve bil-
den die Z Punkte der (UN) Komplexstrahlen, denen sich die I Punkte
auf der Geraden s befinden. Damit haben wir, den in [1] bekannten,
aber wichtigen Satz erhalten:

SATZ A 1.

Die (UN) Komplexstrahlen, denen sich ihre 1 Punkte auf einer
beliebigen Geraden befinden, bilden eine Regelfliche 6. Grades, auf
der die erwihnte Gerade die einfache Leitgerade ist, wihrend die
Z Punkte dieser Strahlen eine Kurve 25 5. Ordnung bilden.

9. (UN) KOMPLEXSTRAHLEN, DIE EINEM RAUMPUNKT
ZUGEORDNET SIND

DEFINITION 5.

Ein (UN) Komplexstrahl ist. einem Raumpunkt zugeordnet,
wenn sich in diesem Punkt sein I- oder sein Z Punkt befindet.

Wihlen wir im Raum einen beliebigen Punkt 7 und ordnen die Num-
mer der (UN) Komplexstrahlen, die im Sinn der Definition 3, diesem
Punkt zugeordnet sind.

Es soll t = @ (T) sein.

Die Strahlen

tn =@ (T) fir jeden Tact

sind die Erzeugenden des Kegels 72 2. Grades, mit dem Scheitelpunkt 7.
Befinden sich die / Punkte der (UN) Komplexstrahlen lings des Strahles
- t, miissen sich die Z Punkte dieser Strahlen auf den Erzeugenden des
Kegels 72 befinden. Behaupten wir es jetzt so, wie wir es in (A 1) getan
haben. Die erhaltenen Torsen 7, und 7, sind wieder 3. Klasse, und die
" Fliche der (UN) Komplexstrahlen, denen sich die / Punkte auf dem
Strahl ¢ befinden, hat den Grad sechs. Auch die Z-Punktkurve dieser
Strahlen ist 5. Ordnung und die Ebene (7, ) schneidet sie in funf
Punkten. Da sich diese Punkte nur auf den Erzeugenden des Kegels T°
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befinden koénnen, und die Ebene (7, ¢) diesen Kegel in zwei Erzeugenden
schneidet, kann auf jeder von ihnen nur je ein Z Punkt liegen, wahrend
sich die ibrigen drei Punkte im Punkt 7 befinden miissen. Offenbar
sind die drei (ON) Komplexstrahlen, denen sich die I Punkte auf dem
Strahl ¢, und die Z Punkte im Punkt ¢ befinden, solche, dass sie senkrecht
auf drei Erzeugenden des Kegels 72 stehen, die nicht in der Ebene (7, ¢)
liegen. Da der Punkt 7 gleichzeitig der I Punkt jenes (UN) Komplex-
strahles ist, der senkrecht auf dem Strahl # liegt, und der Punkt T ein
beliebiger Raumpunkt ist, folgt:

SATZ A 2.

Einem beliebigen Raumpunkt sind vier komplandire (UN) Kom-
plexstrahlen zugeordnet, von denen einer in diesem Punkt den 1
Punkt, und die drei anderen die Z Punkte haben.

Bzw.

SATZ A 2a.

Einem beliebigen Raumpunkt T, als dem I Punkt des (ON) Kom-
plexstrahles ist ein Z Punkt dieses Strahles zugeordnet: nehmen
wir diesen Punkt T als Z Punkt an, dann sind ihm dre1 I Punkte
dreter (UN) Komplexstrahlen zugeordnet, die die Z Punkte im
Punkt T haben. Alle, auf diese Weise, dem Punkt T zugeordneten
Punkte befinden sich auf dem Strahl

t=o(T).

Die Eigenschaften des (UN) Komplexes die in der Folgerung 1. und
im Satz A 2. gegeben sind, treten in keinem der {ibrigen drei Komplexe
auf, die durch den Flichenbiischel /F?/ bestimmt sind. Diese Eigenschaf-
ten ermoglichen uns verschiedene Untersuchungen iiber die gegenseitige
Abhingigkeit der Menge der (UN) Komplexstrahlen, und der Menge
der I Punkte bzw. Z Punkte dieser Strahlen annehmen.

3. (UN) KOMPLEXSTRAHLEN, DENEN SICH DIE Z PUNKTE
AUF EINER GERADEN BEFINDEN

Eine beliebige Gerade s soll eine Menge der Z Punkte der (UN) Kom-
plexstrahlen sein. I Punkte dieser Strahlen konnen sich nur auf dem
Hyperboloid H; befinden, dem die Erzeugenden die Strahlen

t =@ (T) fir jeden T&s
sind. Auf jeder diesen Erzeugenden befinden sich drei /I Punkte dreier
(UN) Komplexstrahlen mit gemeinsamen Z Punkt in jenem Punkt der

Geraden s, dem die betreffende Erzeugende — der (TK) Komplexstrahl,
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zugeordnet ist. /Satz A 2 a/. Alle I Punkte, denen sich die zugeordnete Z
Punkte auf der Geraden s befinden, bilden auf dem Hyperboloid H;
eine stitige Kurve i".

Da die Ordnung einer Raumkurve der Zahl der Durchstosspunkte mit
einer beliebigen Ebene gleich ist, werden wir die gesuchte Kurve i* mit
jener Ebene schneiden, die eine Erzeugende ¢ der Flache H; enthilt. Wie
bekannt, in jeder Ebene des Biischels ¢ befindet sich, ausser der Erzeu-
genden ¢, noch cine Erzeugende des Hyperboloides Hs des anderen Sy-
stems, dem die konjugierte Polaren 7. der Geraden s, beziiglich aller
Flichen des Fldchenbuschels (F?), bilden. Die ausgewahlte Ebene des
Biischels {t] soll die Fliache H; in ihren Erzeugenden ¢ und r schneiden,
und zwar so, dass sich die Durchstosspunkte mit der Kurve i nur in
Punkten dieser Kurve befinden konnen. Da sich auf ¢ drei Punkte dieser
Kurve befinden, kénnen alle tbrigen Punkte nur auf der Geraden r
liegen.

Betrachten wir deshalb die Polare r als eine Menge der / Punkte der
(UN) Komplexstrahlen und bestimmen wir, wie viele dieser Strahlen
den Z Punkt auf der Geraden s haben. Die den Punkten der Geraden r
zugeordneten (7K) Komplexstrahlen bilden ein System der Erzeugenden
eines neuen Hyperboloides H;, dem die Gerade s eine Erzeugende des
anderen Systems ist, weil die Polare » in jedem Punkt je einen (TK)
Komplexstrahl schneidet, der dem Punkt der Geraden s zugeordnet ist.
Die Z-Punktkurve z* der (UN) Komplexstrahlen, denen sich die / Punkte
auf der Geraden r befinden, ist 5. Ordnung /Satz A 1./. Jede Ebene, also
auch die Ebene der Geraden s, schneidet diese Kurve in fiinf Punkten.
Jede Ebene des Biuschels [s] schneidet das Hyperboloid H,, ausser in
der Geraden s, nur noch in. je einem (7K) Komplexstrahl, der einem
Punkt der Geraden r zugeordnet ist. Auf diesem Strahl befindet
sich der Z Punkt eines Strahles des (UN) Komplexes, dem sich der /
Punkt in dem erwidhnten Punkt der Geraden r befindet, wihrend sich
auf der Geraden s die iibrigen vier Durchstosspunkte der ausgewihlten
Ebene mit der Kurve 25 befinden miissen. Auf der Geraden r befinden
sich, also, vier I Punkte der vier (UN) Komplexstrahlen, denen die zu-
geordneten Z Punkte auf der Geraden s liegen. Hieraus folgt, dass die
Ebene (¢, 7) die gesuchte I-Punktkurve i” in sieben Punkten schneidet,
von denen sich drei auf der Geraden ¢ befinden.

Da diese Behauptungen in allgemeinen gelten, folgt, dass die /-Punkt-
kurve der (UN) Komplexstrahlen, denen sich die Z Punkte auf einer Ge-
raden befinden, eine Raumkurve i7 7. Ordnung bildet.

Die (UN) Komplexstrahlen, denen sich die Z Punkte auf einer be-
liebigen Geraden s befinden, und denen die / Punkte eine Kurve 7 7.
Ordnung bilden, sind stitig im Raum verbunden und eine Regelfliche
bilden. Da jedem Punkt der Kurve i? durch y Abbildung nur ein Punkt
der Geraden s gehort, aber jedem Punkt dieser Geraden drei Punkte

. der -Kurve 7 zugeordnet sind, folgt nach Chasles, dass der Grad der

gesuchten Regelflache gleich zehn ist, wihrend die Gerade s auf ihr eine
dreifache Leitgerade ist.
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SATZ A 8.

Die (ON) Komplexstrahlen, denen sich dic Z Punkte auf einer
beliebigen Geraden befinden, bilden eine Regelfliche 10. Grades,
auf der diese Gerade eine dreifache Leitgerade ist, und die I Punkte
dieser Strahlen eine Raumkurve i 7. Ordnung bilden.

SATZ A 4.

Den Punkten einer beliebigen Geraden, die eine Menge der Z
Punkte der (ON) Komplexstrahlen bilden, die zugeordnete (TK)
Komplexstrahlen sind Trisekanten der I-Punktkurve i 7. Ordnung
dieser (UN) Komplexstrahlen, wihrend konjugierte Polaren dieser
Geraden, beziiglich je eine der Flichen des Biischels (F2), Kvadri-
sekanten der Kurve 17 sind.

4. ERZEUGENDEN DER FLACHEN DES /F?/ BUSCHELS,
ALS (UN) KOMPLEXSTRAHLEN

V. Nile hat in [1] gezeigt, dass jede Erzeugende jeder Regelfliche
des Biischels /F?/, auch ein zweifacher (UN) Komplexstrahl ist. Den
Punkten einer beliebigen Erzeugenden d einer Regelfliche F des Bii-
schels /F2/ zugeordnete (TK) Komplexstrahlen, bilden ein Erzeugenden-
system eines Hyperboloides H, dem die Gerade d in anderen Erzeugen-
densystem gehort. Da es immer zwei solche Erzeugenden (reele oder
konjugiert imaginire) des Hyperboloides H bestehen, die senkrecht auf
der Erzeugenden d sind, folgt:

SATZ A 5.
Jede Erzeugende jeder Regelfliche des Biischels /1F?/ ist ein zwei-

facher (ON) Komplexstrahl, mit zwei verschiedenen 1 Punkten und
zwei verschiedenen Z Punkten.

SATZ A 6.

Die (UN) Komplexstrahlen, denen sich die | Punkte auf der Er-
zeugenden d der Fliche des Biischels [F?/ befinden, bilden eine Re-
gelfliche 6. Grades, auf der die Erzeugende d zweifach, und fiir die
Z- Punktkurve 25 dieser Strahlen diese Erzeugende eine Bisekante
ist.

5. DER GRAD DES (UN) KOMPLEXES

Um den Grad eines Komplexes zu bestimmen, geniigt es, wie bekannt,
entweder seine Ordnung oder seine Klasse zu finden, weil sie bei einem
Strahlkomplex immer gleich sind. Es ist weiterhin bekannt, dass die
Ordnung eines Komplexes gleich der Ordnung jenes Kegels ist, den alle
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cihen Raumpunkt enthaltende Strahlen dieses Komplexes bilden, wih-
rend die Klasse des Komplexes gleich der Klasse jener Kurve ist, die
seine Strahlen in einer Ebene einhiillen.

Da sich auf jedem (UN) Komplexstrahl zwei ihm zugeordnete Punkte
befinden, die sich auf dem Ordnungskegel, wie auch auf der Klassen-
kurve dieser Strahlen befinden miissen, so geben uns die Untersuchun-
gen der Ordnung und der Klasse dieses Komplexes die Moglichkeit, auch
andere seine Eigenschaften kennenzulernen.

a) Die Ordnung des Komplexes

Die Idee von Nile, der [2] die Ordnung des (UN) Komplexes be-
stimmte, besteht in folgendem:

Wihlen wir in Raum einen beliebigen Punkt 7. Das Geradenbiindel
des Punktes T beriihrt, wie bekannt, alle Flachen des Buschels /F?/ in
Punkten einer Flache 2 3. Ordnung, die die Berithrungspunkte jener Be-
‘rihrungskegel bilden, die aus dem Punkt 7 auf jede der Flachen des
Biischels /F?/ gelegt sind. Zwischen allen Erzeugenden dieser Beriih-
rungskegel 2. Grades bestehen offenbar auch die (UN) Komplexstrahlen,
die einen Kegel n-ter Grades bilden. Der Strahl

t=o(T)

ist die Achse des Polarebenenbiischels [t] des Punktes T beziiglich aller
Flichen des Buschels /F?/, und jede diese Polarebene schneidet die
Fliche 2, ausser in der Geraden ¢, noch in je einer Kurve ¢? 2. Ord-
nung, die sich ganz auf je einer Flache des Biischels /F?/ befindet. Des-
halb geniigt es, dass wir die Zahl jener (UN) Komplexstrahlen bestim-
men, die den Punkt 7 enthalten, und die / Punkte lings einer der
Schnittkurven ¢2 2. Ordnung haben. Die erhaltene Behauptungen kén-
nen wir auf jede der Schnittkurven c.? Gibertragen. Offenbar schneidet
jede diese Kurve c.? die Gerade ¢ in je zwei Punkten, die aber fiir jede
Ebene des Biischels [¢] verschieden sind.

Wihlen wir im Ebenenbiischel [¢] die Ebene R, die die Polarebene des
Punktes T beziiglich einer Fliche F des Biischels /F?/ ist und die diese
Fliche langs der Kurve ¢* schneidet.

V. Nile hat gezeigt, dass sechs solche Geraden bestehen, die ausser
den Punkt 7, auch den Punkt T, (n = 1, 2, . .. 6) der Kurve ¢? enthalten,
und die senkrecht den Strahl

ta=@(Tn) fir The=c® (n=1,2,...6)

 schneiden. Auf Grund dessen folgt, dass diese Geraden auch (UN) Kom-
' plexstrahlen sind, die die / Punkte auf der Kurve ¢? haben, denen aber

der Z Punkt, im allgemeinen, nicht im Punkt 7 liegt. Wir wissen nam-
lich, dass sich auf der Geraden ¢ drei Punkte befinden, die die I Punkte
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fir drei (UN) Komplexstrahlen sind, und fir die der Punkt 7, der ge-
meinsame Z Punkt ist. Damit sind auch alle solche (UN) Komplexstrah-
len in Betracht genommen.

Die Ebene R, wie auch jede andere Ebene des Biischels [¢], schneidet
demgemiss die I-Punktkurve der (UN) Komplexstrahlen, die den Punkt
T enthalten, in neun (3 + 6) Punkten. Davon folgt, dass die gesuchte
[-Punktkurve dieser Strahlen 9. Ordnung ist. Der Punkt 7 befindet sich
auf der Kurve ® dieser I Punkte, aber da er der I Punkt nur fiir einen
(UN) Komplexstrahl ist, folgt, dass alle Bisekanten dieser Kurve, die den
Punkt 7 enthalten, auch (UN) Komplexstrahlen sind, und ¢inen Kegel 8.
Grades bilden. Dies bedeutet, dass auch die Ordnung des (UN) Kom-
plexes gleich acht ist.

Auf dem Kegel T8 8. Grades der (UN) Komplexstrahlen befindet sich
ausser der I-Punktkurve # 9. Ordnung, auf der der Punkt T einfach ist,
auch die Z-Punktkurve z!! dieser Strahlen, fiir die V. Nite gezeigt hat.
dass sie die 11. Ordnung hat, und auf ihr der Punkt 7 ein dreifacher ist.

SATZ A 7. .

Die (ON) Komplexstrahlen, die einen Raumpunkt enthalten, bil-
den einen Kegel 8. Grades, was bedeutet, dass der (UN) Komplex 8.
Ordnung, und damit auch 8. Grades ist. Die I-Punktkurve dieser
Strahlen ist 9. Ordnung, und die Z-Punktkurve 11. Ordnung, einen
dreifachen Punkt im Scheitelpunkt des Komplexkegels hat.

b) Die Klase des (UN) Komplexes und einige daraus
hervorgehende Sditze

Alle (UN) Komplexstrahlen die in einer beliebigen Ebene R liegen,
hiillen eine Kurve ein, die, wie schon gesehen, 8. Klasse ist. Das werden
wir aber, wegen der erwihnten Griinden auf eine andere Weise be-
haupten.

Die I-Punktkurve jener (UN) Komplexstrahlen, die in einer beliebigen
Ebene R liegen, ist 5. Ordnung. Wir haben némlich gezeigt /Satz 4 1./,
dass die Z Punkte, die wir durch die Abbildung

Z=yx() firjeden Ie&s

bekommen haben, und wo s eine beliebige Gerade der Ebene R ist, eine
Raumkurve z% 5. Ordnung bilden, die die Ebene R in fiinf Punkten

schneidet. Hieraus folgt, dass sich auf jeder Geraden s der Ebene R fiinf
I Punkte jener (UN) Komplexstrahlen befiden, die in der Ebene R lie-
gen, bzw. dass die gesuchte I-Punktkurve # 5. Ordnung ist.

Die Ordnung der Z-Punktkurve z* der (UN) Komplexstrahlen, die in
der ausgewihlten Ebene R liegen, werden wir auch durch die Zahl der
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Schneidepunkte dieser Kurve z* mit einer beliebigen Geraden s, dieser
Ebene bestimmen. Die (UN) Komplexstrahlen, welche die Z Punkte auf
der Geraden s haben, konnen die I Punkte nur auf den Strahlen

t=¢@ (1) fir jeden (s

haben. Alle solche (7K) Komplexstrahlen bilden, wie bekannt, ein Er-
zeugendensystem des Hyperboloides Hs, dem die Ebene R in einer Kur-
ve k2 2. Ordnung schneidet. Alle diese Erzeugenden, sind weiterhin, die
Bisekanten der Raumkurve k3 3. Ordnung, die die Pole der Ebene R,
beziiglich aller Flichen des Fliachenbiischels (F2) bilden. Die Ebene R
schneidet diese Kurve k3 im Eckpunkten [, (n = 1, 2, 3) des Polar-
dreiecks jenes Schnittkurvenbiischels, in dem die Ebene R das Flachen-
biischel (F2) schneidet. Auf Grund dessen folgt, dass der dem Schnitt-
punkt, z. B. Verbindungsgeraden J,J; mit der Geraden s, zugeordnete
(TK) Komplexstrahl, den Punkt J, enthalten muss. Ahnlich kénnte man
auch fur die Verbindungsgeraden J,;J,, J,J, und fiir die Punkte J, und
Js sagen. Von hier aus folgt, dass auch die Punkte J;, J, und J; auf der
Kurve A2 liegen.

Die in der Ebene R liegenden (UN) Komplexstrahlen, die die Z Punkte
auf der Geraden s haben, konnen die I Punkte nur auf der Kurve A% ha-
ben. Die Strahlen.

= @ (T) fiir jeden T & h?

missen die Gerade s schneiden und als Erzeugende eine Regelfliche P*
4. Grades /1(1 + 38)/, III. Sturmscher Art bilden, der die Gerade s eine
einfache Leitgerade ist. Die (UN) Komplexstrahlen die die / Punkte auf
der Kurve A2 haben, und denen die Z Punkte auf den Erzeugenden der
Fliche P* liegen, konnen wir auf die schon bekannte Weise bestimmen.
Die Ebenen, die durch die Punkte der Kurve %2, und durch die mit ihnen
ein-eindeutig zugeordneten Erzeugenden der Fliche P* bestimmt sind,
bilden, nach Chasles, eine Torse 7, 6. Klasse. Die Erzeugenden der
Fliache P* dringen die Fernebene in Punkten einer Kurve 4. Ordnung
durch, deren Punkten die zugeordnete Polaren beziiglich des absoluten
Kegelschnittes, eine Kurve 4. Klasse einhiillen. Die Ebenen, die durch
die Tangenten dieser Klassenkurve und durch die ihnen ein-eindeutig
zugeordneten Punkte der Kurve 42 bestimmt sind, bilden eine neue Torse
7, 6. Klasse. Die ein-eindeutig zugeordneten Ebenenpaare dieser zwei
Torsen, die demselben Punkt der Kurve %? zugeordnet sind, schneiden
sich in den (UN) Komplexstrahlen und bilden (dem Chasles nach), eine
Fliche 12. Grades. Die Ebene R schneidet diese Flache in einer Kurve
k2 12. Ordnung, die in eine Kurve 42 2. Ordnung und in zehn (UN)
Komplexstrahlen mit den / Punkten auf der Kurve A2, zerfallt. Die Ebe-
ne R schneidet auch die Fliche P* in vier Geraden u. zw.: s, J; /5, J1J3 und
JoJs. Da sich auf der letzten drei Geraden die Z Punkte dreier (UN)
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Komplexstrahlen befinden, denen die I Punkte in Punkten Jy, J, und J,
auf der Kurve A2 liegen, folgt, dass auf der Geraden s siecben Z Punkte
der iibrigen sieben (UN) Komplexstrahlen bestehen, die die  Punkte auf
der Kurve A? haben.

Da wir die gleiche Behauptung fir jede Gerade s der beliebigen Ebene
¢ durchfilhren konnen, gelten sie in allgemeinen. Die I Punkte, der in

einer Ebene liegenden (U&) Komplexstrahlen, bilden also, eine Kurve
i’ 7. Ordnung.

Die Kurve 8. Klasse der (UN) Komplexstrahlen in der Ebene R, kon-
nen wir auf Grund der ein-eindeutigen Zuordnung der Punkte der Kur-
ven 7. und 5. Ordnung erhalten, die die Reihen der I- und der Z Punkte
dieser Strahlen sind. Doch, wir wissen, dass der Chasles-Relation nach,
wir vom Erzeugnis die Zahl der gemeinsamen sich selbst zugeordneten
Punkte dieser zwei Kurven abrechnen miissen. Da die Grundkurve k%
4. Ordnung des Biischels /F?/ die Ebene R in vier Punkten schneidet,
fur die es in /B 2./ bewiesen wird, dass in thnen die I- und die Z Punkte
der (UN) Komplexstrahlen zusammenfallen, folgt, dass alle (UN) Kom-
plexstrahlen in der belicbigen Ebene R eine Kurve 8. Klasse einhiillen.

SATZ A 8.

Die I-Punktkurve jener (UN) Komplexstrahlen, die in einer Ebe-
ne liegen und eine Kurve 8. Klasse einhiillen, ist eine Kurve 5. Ord-
nung, wihrend die Z-Punktkurve dieser Strahlen 7. Ordnung hat.

Da wir auf dieselbe Weise behaupten konnen, dass die Erzeugenden
der Flache P* die ihnen ein-eindeutig zugeordneten Ebenen der Torse 1z,
in einer Kurve 10. Ordnung durchdringen, folgt:

SATZ A 9.

Die (UN) Komplexstrahlen, die die 1 Punkte auf einer Kurve h?
2. Ordnung haben, bilden ein Erzeugendensystem einer Regelfliche
12. Grades, auf der sich die Kurve h® als einfache befindet, wihrend
die Z Punkte dieser Strahlen eine Raumkurve 10. Ordnung bilden.

Es kann weiterhin durchgefithrt werden, dass die (UN) Komplex-
strahlen, mit den Z Punkten auf der Kurve A2 2. Ordnung, die / Punkte
auf der Erzeugenden der Fliche P* 4. Grades haben miissen. Schneiden
wir die Flidche P* mit einer beliebigen Ebene der Geraden s, zerfallt die
Schnittkurve in die Gerade s, und in drei Erzeugenden dieser Fliche,
- fir die gilt:

h= @ (Tn), Tn Ehg (n = ]., 2, 3).
Auf jeder diesen Erzeugenden befinden sich je drei I Punkte fiir je drei
(ON) Komplexstrahlen mit gemeinsamen Z Punkt im Punkt 7, (n = 1,

2, 3) der Kurve k2, wihrend sich auf der Geraden s selbst, fiinf / Punkte
jener (UN) Komplexstrahlen befinden, denen die Z Punkte in den
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A e n e

Punkten der Kurve 42 sind /wegen A 2./. Da jede Ebene des Ebenenbu-
schels [s] die gesuchte I-Punktkurve i* in vierzehn Punkten (3-3 + 5)
schneidet, folgt, dass sie die 14. Ordnung hat.

Zwischen den Punkten der Kurve A% 2. Ordnung, die wir als eine
quadratische Reihe der Z Punkte der (UN) Komplexstrahlen betrachten,
und den Punkten der I-Punktkurve i14 14, Ordnung dieser Strahlen, be-
steht eine (1, 3)-Korrespondenz. Auf Grund der Chasles-Relation folgt,
dass alle (UN) Komplexstrahlen, denen sich die Z Punkte auf einer Kur-
ve 2. Ordnung befinden, eine Regelfliche 20. Grades bilden.

SATZ A 10. ;

Die (UN) Komplexstrahlen, die die Z Punkte auf einer Kurve 2.
Ordnung haben, bilden die Erzeugenden einer Regelfliche 20. Gra-
des, auf der diese Kurve 2. Ordnung dreifach ist, wihrend die 1
Punkte dieser Strahlen eine Raumkurve 14. Ordnung bilden.

6. AUSSERORDENTLICHE KONGRUENZEN DER (VN) KOMPLEXSTRAHLEN
UND DIE FLACHEN DER IHNEN ZUGEORDNETEN
I- BZW. Z PUNKTEN

Alle (UN) Komplexstrahlen, denen sich die I Punkte auf einer Gera-
den befinden, bilden eine Regelfliche 6. Grades, und die Z Punkte dieser
Strahlen, eine Kurve 5. Ordnung /A4 2./. Alle (UN) Komplexstrahlen
aber, denen sich die Z Punkte auf einer Geraden befinden, bilden eine
Regelfliche 10. Grades, und die I Punkte dieser Strahlen, bilden eine
Kurve 7. Ordnung /A4 5./. Bei stetiger Bewegung dieser Geraden, so dass
sie in einer Ebene bleiben, oder eine Fliche bilden, bewegen sich stetig
auch die erwihnte Z-Punkt- bzw. I-Punktkurven dieser (UN) Komplex-
strahlen, denen sich die /- bzw. Z Punkte auf dieser Geraden befinden,
und einige Flichen bilden, wihrend die (UN) Komplexstrahlen selbst,
die Kongruenzen solcher Strahlen bilden.

a) Die (UN) Komplexstrahlen und die Flichen der zugeordneten Punkte
die mittels einer Ebene verbunden sind

Es sei die beliebige Ebene R eine zweidimensionale Menge der I-
(Z-) Punkte der (UN) Komplexstrahlen. Die diesen Punkten zugeordnete
/Satz A 2 a/ Z- (I-) Punkte bilden eine Fliche, der wir die Ordnung
oder durch die Zahl der Durchstosspunkte mit einer beliebigen Gera-
den, oder mitttels der Ordnung seiner Schnittkurve mit beliebiger Ebene,
bestimmen kénnen.

Nehmen wir eine beliebige Gerade s, als eine Menge der Z- (bzw. [ -)
Punkte der (UN) Komplexstrahlen. Die diesen Punkten zugeordnete I-
(bzw. Z-) Punkte bilden eine Raumkurve 7. (bzw. 5.) Ordnung, die die
Ebene R in sicben (bzw. fiinf) Punkten schneidet. Das bedeutet, dass sich
auf der Geraden s sieben (bzw. fiinf) Punkte befinden, die die Z Punk-
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te von sieben (bzw. die I Punkte von finf) (UN) Komplexstrahlen sind,
die die I- (bzw Z-) Punkte in der Ebene R haben. Hieraus folgt, dass
auch die Gerade s die Z-Punktfliche in sieben (bzw. die I-Punktfliche
in fiinf) Punkten durchdringt. Da diese Ausfithrungen fiir jede Gerade
s der beliebigen Ebene R gelten, folgt:

SATZ A 11.

Befinden sich die I- bzw. Z Punkte der (OUN) Komplexstrahlen in
einer Ebene, bilden die Z- bzw. I Punkte dieser Strahlen, eine
Fliche Z7 7. Ordnung, bzw. die Fliche I 5. Ordnung. Auf diese
Weise ist auch eine raumliche Abbildung 7. bxw. 5. Ordnung be-
stimmt.

Beweisen wir auch das folgende:

SATZ A 12,

Auf der Fliche Z7 (bzw. I°) die, im Sinn des Satzes A 2 a, den
Punkten einer Ebene zugeordnet ist, befindet sich die kubische
Raumkurve k3, die die Pole dieser Ebene beziiglich aller Flichen des
Flachenbiischels /F?/ bilden, als dreifache (bzw. als einfache).

Nehmen wir nun eine beliebige Ebene R, als eine Menge der I- bzw. Z
Punkte der (UN) Komplexstrahlen an. Die Z- bzw. I Punkte die den
Punkten dieser Ebene zugeordnet sind, bilden eine Fliche Z7 7. Ord-
nung, bzw. eine Fliche /* 5. Ordnung. Jeder Strahl

= @ (T) fiir beliebigen T &< R

ist eine Bisekante der kubischen Raumkurve k3, der Pole der Ebene R,
beziiglich aller Flachen des Biischels /F?/. Die den Punkten eines beliebi-

gen Strahles
t=¢(T) fuir T<R

zugeordnete (TK) Komplexstrahlen bilden die Erzeugenden eines Ke-
gels T2 2. Grades mit dem Scheitelpunkt in 7. Die Ebene R schneidet
diesen Kegel in zwei Erzeugenden

Auf dem Strahl ¢ befinden sich, ausser der erwidhnten Punkte 7, auch
die Punkte K, L und M, die die / Punkte fiir drei (UN) Komplexstrahlen
mit gemeinsamen Z Punkt in 7 sind, wihrend die Punkte 7, (n = 1, 2)
die ] Punkte jener (UN) Komplexstrahlen sind, denen sich die Z Punkte
auf den Strahlen ¢, (n = 1, 2), befinden, Die Gerade ¢ dringt deshalb
die I-Punktflache I°, denen sich die zugeordnete Z Punkte in der Ebene
R befinden, in fiinf Punkten. Zwischen diesen Punkten befinden sich

auch zwei Schnittpunkte mit der Kurve k3, als einfache Punkte dieser
Fliche.
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Auf der Geraden ¢, (n = 1, 2) befinden sich drei Punkte K», L, und
M. (n = 1, 2), die die I Punkte fir drei (UN) Komplexstrahlen mit ge-
meinsamen Z Punkt in Punkt 7, (n = 1, 2) sind, wahrend der Punkt 7,
der [ Punkt fiir noch einem (UN) Komplexstrahl ist, der den Z Punkt
auf dem Strahl ¢ hat. Die Gerade ¢ dringt deshalb die erwahnte Z-Punkt-
fliche Z7 in sieben Punkten so durch, dass sich in Schneidepunkten 7
(n =1, 2) mit der Kurve %3, je drei diese Punkte befinden.

Da wir gleiche Behauptungen fiir jeden (7K) Komplexstrahl durch-
fiihren konnen, der einem beliebigen Punkt der beliebigen Ebene R zu-
geordnet ist, folgt das in Satz A 12. Ausgesprochene.

Wir konnen weiterhin festsetzen, dass alle (UN) Komplexstrahlen,
denen sich die I- bzw. Z Punkte in einer Ebene befinden, eine Kongruenz
dieser Strahlen bilden.

Die Ordnung einer Kongruenz ist, wie bekannt, durch die Zahl der
einen beliebigen Raumpunkt enthaltenden Kongruenzstrahlen bestimmt.
Alle (UN) Komplexstrahlen, die einen beliebigen Raumpunkt enthalten,
bilden einen Kegel 8. Grades, auf dem sich die /-Punktkurve 7% 9. Ord-
nung und die Z- Punktkurve z!! 11, Ordnung befindet. Da jede Ebene
diese Kurven in neun bzw. elf Punkten schneidet, folgt, dass dem be-
liebigen Punkt T neun jener (UN) Komplexstrahlen enthalten, die die
I Punkte in der beliebigen Ebene R haben, und elf solcher Strahlen, die
in dieser Ebene die Z Punkte haben. [2.]

Die Klasse einer Kongruenz ist der Zahl seiner, in einer Ebene liegen-
den Strahlen, gleich. Da die I-Punktkurve der (UN) Komplexstrahlen,
die in einer beliebigen Ebene S liegen, 5. Ordnung, und die Z-Punktkur-
ve dieser Strahlen 7. Ordnung ist, schneidet jede Ebene R diese Kurven

in fiinf bzw. sieben Punkten. In der Ebene § befinden sich also fiinf
(UN) Komplexstrahlen, die in der Ebene R die I Punkte, bzw. sieben
solcher (UN) Komplexstrahlen, die in der Ebene R die Z Punkte, haben.

SATZ A 13.

Die Kongruenz der (UN) Komplexstrahlen, die die I Punkie in
einer beliebigen Ebene haben, ist 9. Ordnung und 5. Klasse.

SATZ A 14.

Die Kongruenz der (UN) Komplexstrahlen die die Z Punkte in
einer beliebigen Ebene haben, ist 11. Ordnung und 7. Klasse.

- b) Die (ON) Komplexstrahlen und die Flichen der zugeordneten Punkte
die mittels einer Fliche 2. Grades verbunden sind

Es sei eine Ebene H 2. Grades die Menge der [- bzw. Z Punkte der
(UN) Komplexstrahlen. Die Z- bzw. I Punkte dieser Strahlen bilden
. wieder einige Flichen, und durch die zugeordnete (UN) Komplexstrah-
¢ len selbst, enstehen weitere neue Kongruenzen.
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Setzen wir voraus, dass die Flache H dem Biischel /F?/ gehort. Damit
haben wir nichts an der Allgemeinheit verloren, was inerhalb der Be-
handlung selbst sichtbar wire, aber so bekommen wir die Méglichkeit
einige interessante Sdtze iber die Erzeugenden der Regelflichen des
Flachenbiischels /F?/ auszufithren. Wir mussen nur als bekannte Eigen-
schaft anzunehmen, dass in jedem Punkt der Grundkurve k* des Flichen-
biischels /F?/, der I- und der Z Punkt desselben (UN) Komplexstrahles
zusammenfallen. /B 2./.

Waihlen wir unter den Erzeugenden des Hyperboloides H des /F?/
Biischels eine seine Erzeugende d, und nehmen sie als eine Menge der [
Punkte der (UX) Komplexstrahlen an. Die Z Punkte dieser Strahlen bil-
den, wie bekannt, eine Kurve 25 5. Ordnung, der die Erzeugende d eine
Quadrisekante ist. Wir wissen namlich, dass jede Erzeugende der Re-
gelflache des Biischels /F?/ ein zweifacher (UN) Komplexstrahl mit zwei
verschiedenen / Punkten ist. /Satz B 6/. Da ausserdem, jede dieser Er-
zeugenden die Bisekante der Grundkurve %* dieses Biischels ist, folgt,
auf Grund des Satzes B 6., dass sich auf jeder Erzeugenden auch zwei Z
Punkte befinden, die mit den zugeordneten I Punkten zusammenfallen.
Die gleichen Behauptungen gelten, wenn wir die Erzeugende d in einem
oder anderem Erzeugendensystem annehmen.

SATZ A 15

Die Erzeugende der Regelfliche des Biischels /F?/ ist die Quadri-
sekante der Z-Punktkurve 5. Ordnung jener (UN) Komplexstrahlen,
denen sich die I Punkte auf derselben Erzeugenden befinden.

Es handelt sich also um eine Kurve 5. Ordnung III. Art

In jeder Ebene des Ebenenbiischels [d], befindet sich, ausser der vier
Z Punkte auf der Erzeugenden d, noch je ein Z Punkt der Kurve 25, der
dem Beriithrungspunkt 7 der betreffenden Ebene mit der Fliche H, zuge-
ordnet ist, so das

Z=y() gilt.

Eine der Ebenen des Biischels {d] soll das Hyperboloid H, ausser in der
Erzeugenden d, noch in einer Erzeugenden r des anderen Systems
schneiden. Der Strahl

t=g(T) fir T=dN r,

befindet sich in der Ebene (d, r) und schneidet die Erzeugenden d und r.
in ihren Durchstosspunkten mit der Fliche H. Wiinschen wir jene (UN)
Komplexstrahlen bestimmen, dennen sich die /- und Z Punkte auf der
Fliche & befinden, dann bemerken wir das Folgende:

Der Punkt 7 = d N\ r soll ein solcher ] Punkt sein, dass sich ihm zu-
geordneter Punkt :

Z=x(
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auf der Flache H befindet. Da dieser Z Punkt
Z<1t sein muss, wo ¢ = @ (I) ist,

folgt, dass dieser Punkt nur im Durchstosspunkt des Strahles ¢ mit der
Fliche H liegen kann, bzw., dass der (UN) Komplexstrahl, der sich der
I- und der Z Punkt auf derselben Regelfliche des Buschels /F 2/ befindet,
die Erzeugende dieser Flache ist. ~

SATZ A 16.

Der (UN) Komplexstrahl, dem sich der 1 und der 7Z Punkt auf
derselben Fliache des |F?/ Biischels befindet, ist eine Erzeugende
dieser Fliche, aus einem oder aus anderen Erzeugendensystem. Die
Ausnahme stellen jene (UN) Komplexstrahlen, denen die [ und die
7 Punkte auf der Grundkurve des Biischels liegen, vor.

Nehmen wir die Erzeugende d einer Regelflache H 2. Grades, (unab-
hingig, ob diese Flache der Bestandteil des Biischels /F?/ ist), als eine
Menge der I Punkte der (UN) Komplexstrahlen an. Die zugeordnete Z
Punkte bilden, wie bekannt, eine Kurve 5. Ordnung. Wegen der stetigen
Verbindung der Erzeugenden auf der Fliche H, sind stetig auch die
zugeordneten Z-Punktkurven verbunden und bilden eine Flache Q. Die
Ordnung dieser Fliche werden wir mittels folgender Idee finden
konnen.

Setzen wir voraus, dass die gesuchte Ordnung der Fliche Q gleich x
ist. Die Durchdringungskurve g der Fliche H 2. Grades mit der Flache
Q, hat die Ordnung 2 x. Wenn wir die Ordnung_dieser Kurve bestim-
men, dann kénnen wir auch die Ordnung x der Fliche Q finden. Wie
bekannt, ist die Ordnung einer Raumkurve der Zahl der Durchstoss-
punkte dieser Kurve mit einer beliebigen Ebene gleich. Zwischen allen
Ebenen wihlen wir diejenige, die das Hyperboloid H in zwei ihren
Erzeugenden d und ds schneiden. Die Kurve ¢ kann die Ebene(d, ds) nur
lings dieser Erzeugenden der Fliche H durchdringen. Es sei die Er-
zeugende d cine Menge der Z Punkte der (UN) Komplexstrahlen. [
Punkte dieser Strahlen bilden eine Kurve 7. Ordnung, die das Hyper-
boloid H in vierzehn Punkten durchdringt. Es folgt, dass sich auf der
Erzeugenden d vierzehn Punkte befinden, die die Z Punkte fiir jene
(UN) Komplexstrahlen sind, denen sich die I Punkte auf der Flidche
H befinden. Die gleiche Ausfihrung kénnen wir auch fiir die Erzeu-
gende d; durchfithren. Die ausgewihlte Ebene schneidet, also, die Kurve
g in achtundzwanzig Punkten, was bedeutet, dass die Ordnung der ge-
" suchten Fliche Q gleich vierzehn ist.

Der Punkt T = d /\ds befindet sich in allgemeinen nicht auf der
Kurve g, da sich drei I Punkte der (UN) Komplexstrahlen, denen der

Punkt 7 der gemeinsame Z Punkt ist, in allgemeinen nicht auf der
Fliche H befinden.
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SATZ A 17.

Die Z-Punktfliche der (UN) Komplexstrahlen, denen sich die zu-
geordneten I Punkte auf einer Regelfliche 2. Grades befinden, hat
14. Ordnung.

Ist die Fliche H ein Bestandteil des Biischels /F2/, dann befindet sich
auf der Fliche Q auch die Grundkurve des Biischels [F?/, als eine ein-
fache Kurve. /B 2./.

Auf Grund der Siize A 16. und A 17. folgt weiter:

SATZ A 18.

Auf jeder Regelfliche des Biischels |F2/ bestehen je zehn ihrer
Erzeugenden desselben Erzeugendensystems, die, als die (UN ) Kom-
plexstrahlen, je eine der zwei zugeordneten Z Punkte auf derselben
Erzeugenden des anderen Systems haben.

Auf die dhnliche Weise kénnen wir auch folgendes behaupten:

SATZ A 19.

Die I Punktfliche der (UN) Komplexsirahlen, denen sich die zu-
geordneten Z Punkte auf einer Regelfliche 2. Grades befinden, ist
10. Ordnung.

SATZ A 20.

Auf jeder Regelfliche des /F2/ Biischels bestehen je sechs ihrer
Erzeugenden desselben Erzeugendensystems, die, als die (UN') Kom-
plexstrahlen, je eine der zwei zugeordneten 1 Punkte auf derselben
Erzeugenden des anderen Systems haben.

Alle diese (UN) Komplexstrahlen bilden auch eine Kongruenz. Be-
haupten wir dhnlich wie in /A. 6. a/, folgt:

SATZ A 21.

Die Kongruenz der (UN) Komplexstrahlen, denen sich die I- (bzw.
Z-) Punkte auf einer Fliche 2. Grades befinden, hat die Ordnung 18
(bzw. 22) und die Klasse 10 (bzw. 14).

Vergleichen wir die Sitze A: 1, 3., 9., 10, 11, 13., 14., 17, 18., 19.
und 21., so kénnen wir bemerken einige gewisse Gesetzlichkeiten und
Abhingigkeiten der /-, Z-Punktkurven und der /-, Z-Punktflichen der
(UN) Komplexstrahlen, wie auch der Flichen und Kongruenzen dieser .
Strahlen, von den Urtern seiner Z- bzw. I Punkte. Man kann leicht se-
hen, dass sich, z. B. die Ordnung des stetigen Ortes der Z- bzw. I Punkte
der (UN) Komplexstrahlen verdoppelt, wenn die Ordnung des Ortes der
I-, bzw. Z Punkte dieser Strahlen von linearen zum quadratischen iiber-
geht. Die dhnliche Behauptungen von der Verdoppelung der Ordnung und
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der Klasse des Ortes der (UN) Komplexstrahlen, d. h., der Fliachen bzw.
Kongruenzen dieser Strahlen bekommen wir, wenn der Ort der I- bzw.
7 Punkte dieser Strahlen eine Ebene, bzw. eine Fliche 2. Grades ist.

Es ist klar, dass sich diese Untersuchungen auch auf die Kurven und
Flichen, die grossere Ordnung als zwei haben, erweitern konnen, aber
das wiirde uns vorlaufig in eine ungewiinschte Breite fithren.

B. SINGULARE PUNKTE

Irgendeiner Raumpunkt 7 ist ein / Punkt fir einen, und ein Z Punkt
fiir drei Strahlen des (UN) Komplexes, die alle vier in einer Ebene
liegen. /Satz A 2 a/. Einen Punkt der diese Eigenschaften nicht erfillt,
nennt man ein Singuldrpunkt des (UN) Komplexes.

Wegen der spezifischen Eigenschaften dieser Punkte, wird es interes-

"sant festzustellen, was jene (UN) Komplexstrahlen bilden, die einigen
Singulirpunkten, in Sinn der Definition 5, zugeordnet sind, wie auch
die Mengen dieser Singuldrpunkte bestimmen.

1. FLACHENMITTELPUNKTE

a) Allgemein

Alle Mittelpunkte O, der Flichen des Flichenbiischels /F?/ bilden,
wie bekannt, eine Raumkurve k3 3. Ordnung. Jeder Strahl

to= @ (0) fiir jeden O kS

ist eine Ferngerade. Jedem Punkt O, der ein I Punkt eines (UN) Kom-
plexstrahles ist, muss der, durch ¥ Abbildung zugeordneter Z Punkt, auf
dem Strahl ¢, liegen. Da jede Gerade der Ebene »senkrecht« auf die
Ferngerade dieser Ebene liegt, ist es leicht zu sehen, dass wir jeden
Punkt des Fernstrahles ¢, , als ein Z Punkt jenes Strahles des (UN) Kom-
plexes annehmen konnen, dem sich der I Punkt im Mittelpunkt O be-
findet. Es folgt:

SATZ B 1.
Jeder Flichenmittelpunkt des Biischels /F?/ ist ein ool-deutiger
I Punkt der Straklen eines (ON) Komplexstrahlbiischels. Die Z
Punkte dieser Strahlen befinden sich auf dem Fernstrahl des (TK)
Komplexes, der diesem Mittelpunkt zugeordnet ist.

Jeder Raumpunkt ist ein Z Punkt fiir drei Strahlen des (UN) Kom-
plexes. Wiirde der Mittelpunkt O ein Z Punkt sein, sollen sich die /
. Punkte jeder der zugeordneten (UN) Komplexstrahlen auf dem Fern-
i strahle
L o = ¢@ (O)
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befinden. Um solche Strahlen des (UN) Komplexes zu finden, werden
wir versuchen, es auf die bekannte Art durchzufithren. Da die Raum-
kurve k3 der Ort der Pole der Fernebene, beziiglich der Flichen des
Biischels /F?/ ist, sind alle Strahlen :

t =@ (T) fir jeden T &b,
wo

to = @ (0) fiir irgendeinen O & k3 ist,

die Bisekanten dieser Kurve und bilden die Erzeugenden eines Kegels
02 2. Grades des Scheitelpunktes O. Die Fernebene schneidet diesen Ke-
gel in ciner Kurve 2. Ordnung, und die seinen Punkten zugeordneten
Polaren beziiglich des absoluten Kegelschnittes, hiillen in der Fernebene
eine Kurve 2. Klasse ein. Die Punkte des Strahles £, und die ihnen ein-
eindeutig zugeordneten erwihnten Polaren liegen immer in der Fern-
ebene. Es folgt, also, dass sich auch die Z Punkte der (UN) Komplex-
strahlen, deren I Punkte den Strahl ¢, bilden, im Fernpunkten der Er-
zeugenden des Kegels 02 befinden. Da es im allgemeinen Fall ein Raum-
punkt der I Punkt nur fiir einen (UN) Komplexstrahl sein kann, konn-
ten wir auf Grund bisheriger Erkenntnisse falsch schliessen, dass ein
Flichenmittelpunkt des Biischels /F2/ kein Z Punkt, fiir irgendeinen
(UN) Komplexstrahl sein kann. Dass jeder Mittelpunkt der Flichen des
Biischels (F?) mindestens auch ein dreifacher Z Punkt fiir mindestens
drei (UN) Komplexstrahlen ist, werden wir in /C 5. b/ durchfithren.

b) Mittelpunkte der hyperbolischen Paraboloide

Es ist bekannt, dass drei Fernpunkte der Kurve k. die Mittelpunkte
dreier hyperbolischen Paraboloide des Biischels /F?/ sind, aber dass sie
auch die Eckpunkte des gemeinsamen Polardreieckes des Fernkurven-
biischels f.2 2. Grades sind, in dem die Fernebene das Flichenbiischel
/F?/ schneidet.

Nennen wir diese Mittelpunkte U, U und Y. Da z. B. der dem Mittel-
punkt U zugeordnete Strah! des (TK) Komplexes die Verbindungsgerade
der Mittelpunkte U und Y ist, ist der Punkt U ein I Punkt fir Strahlen
cines Fernbiischels (U), die die Z Punkte lings der Geraden UY haben.
Wollen wir diejenige (UN) Komplexstrahlen bestimmen, die die Z Punk-
te im Punkt U haben, konnen wir auf die bekannte Weise behaupten,
dass der Mittelpunkt U ein Z Punkt auch fiir jene Strahlen des Fern-
biischels (U) ist, die die I Punkte lings der Geraden UY haben.

Auch fiir den Punkt U und die Gerade UY, wie auch fiir den Punkt Y
und die Gerade UU, gilt das Analoge.

Jeder Strahl des Fernbiischels (U), bzw. (U), bzw. (Y) ist ein Doppel-
strahl des (UN) Komplexes, u. zw. ein solches, der nur die Orientierung
indert, wenn an ihm die involutorisch zugeordneten /- und Z Punkte
ihre Stellung wechseln. Damit haben wir hier einen neuen Begriff er-
halten: die Involutorstrahlen des (UN) Komplexes.

170



S0T s SeIB

DEFINITION 6.

I- und Z Punkt desselben (UN) Komplexstrahles sind involu-
torisch zugeordnet, wenn gleichzeitig

Z=y) und 1= y(Z) git

DEFINITION 7.

Ein (ON) Komplexsirahl ist ein Involutorstrahl, und da-
mit auch ein Doppelstrahl dieses Komplexes, wenn scin I- und Z
Punkt involutorisch zugeordnet sind.

SATZ B 2.

Die Mittelpunkte der drei hyperbolischen Paraboloides des Bii-
schels /F2/ sind die Scheitelpunkte des Fernbiischels der Involutor-
straklen des (UN) Komplexes. Jeder solcher Mittelpunkt ist ein
ool-deutiger I Punkt und ein oo'-deutiger Z Punkt solches Biischels
der (UN) Komplexstrahlen, denen sich der andere iknen zugeord-
nete Punkt, auf der Uerbindungsgeraden der dibrigen zwei Mittel-
punkte befindet.

¢) Die Mittelpunkte der Singulirflichen des Biischels [F?/ bzw. die
Scheitelpunkte des Polartetraeders

Die Spezialpunkte der Kurve k.* sind auch die Eckpunkte des Haupt-
polartetraeders, die auch, wie bekannt, die Scheitel-mittelpunkte der
Singularflichen des Flichenbiischels /F?/ sind. Nennen wir diese Punkte:
A, B, Cund D und die ihnen zugeordnete Poralebenen in den Po-
larriumen aller Flachen des Biischels /F2/ mit: a, 8, y und 6. Es ist klar,
dass z. B. die Ebene « die Eckpunkte B, C und D enthilt, und deswegen
bezeichnen wir sie gewohnlich als eine (BCD) Ebene. Es ist weiterhin
klar, dass alles was wir iiber den Punkt A und die Ebene a behaupten
werden, gleichzeitig auch fiir drei iibrige Eckpunkte des Tetraeders, und
ihnen zugeordneten Polarebenen giit.

Jeder Punkt der Ebene « ist, dem Punkt A, beziiglich jede der Flachen
des Biischels /F2/ konjugiert, und deshalb konnen wir, wie bekannt,
jede Gerade der Ebene a als einen Strahl

t =g (4)

betrachten. Auf Grund der Definition 2 und der eben erwdhnten Eigen-
schaft folgt, dass jede Gerade des Eckpunktes A auch ein (UN) Kom-
plexstrahl ist, dem sich der / Punkt im Scheitelpunkt 4, und der Z Punkt
in der Ebene a befindet. Um das zu beweisen, wird es geniigen eine

beliebige Gerade des Punktes A4 als einen Strahl
o 0=y (4)
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zu betrachten und im Durchstosspunkt dieses Strahles mit der Ebene a,
einen Strahl
t =g (4)

stellen, fiir welchen ¢ _L o gilt. Man bekommt dann, dass die Ebene a
eine Menge der Z Punkte der (UN) Komplexstrahlen ist. Da alle diese
Strahlen die / Punkte im Eckpunkt 4 haben, folgt, dass der Punkt A4 ein
oo?-deutiger / Punkt eines (UN) Komplexstrahlbiindels ist. [1].

Sollte ein (UN) Komplexstrahl den Z Punkt im Scheitelpunkt 4 ha-
ben, muss sich sein I Punkt in der Ebene a befinden. Wihlen wir deshalb
in dieser Ebene eine belicbige Gerade

t = @ (A)

aus, und nehmen sie als eine Menge der I Punkte der (UN) Komplex-
strahlen an. Auf die ganz gleiche Weise wie im /4 2./, konnen wir be-
haupten, dass sich auf der erwidhnten Geraden ¢ drei I Punkte dreier
(UN) Komplexstrahlen befinden, die gemeinsamen Z Punkt im Eckpunkt
A haben. Da dasselbe fir jede Gerade ¢ der Ebene a gilt, folgt, dass sich
in dieser Ebene eine Kurve m,; 3. Ordnung befindet, die der Ort der
I Punkte der (UN) Komplexstrahlen ist, wihrend der Punkt 4 der ge-
meinsame Z Punkt fiir alle diese Strahlen bleibt. Es ist leicht zu ersehen,
dass die Kurve m; auch die Eckpunkte B, C und D des Tetraeders ent-
hallt. ‘

In allgemeinen konnen wir behaupten:

SATZ B 3.

Der Mittelpunkt - der Singulirfliche des Biischels [F?/ ist ein
oo?-deutiger I Punkt und ein ool-deutiger Z Punkt der (ON) Kom-
plexstrahlen. Jene dieser Strahlen, denen die 1 Punkte im einem
Mittelpunkt der Singuldrfliche sind, bilden ein Biindel solcher
Strahlen die die Z Punkte in der Ebene iibrigen drei Mittelpunkte
der Singuldrflichen haben. Die (UN) Komplexstrahlen, die im Mit-

~ telpunkt der Singuldrfliche die Z Punkte haben, sind die Erzeugen-
den eines Kegels 3. Grades, wihrend die I-Punkikurve 3. Ordnung
dieser Strahlen die iibrigen drei Mittelpunkie der Singuldrflichen
des Biischels /F?/ enthilt und in der Ebene dieser Mittelpunkte liegt.

Auf Grund des Satzes B 3. und der Definition 7., folgt weiter:

SATZ B 4.

Jene (UN) Komplexstrahlen, die im Mittelpunkt der Singuldr-
fliche des Biischels [F?/ den Z Punkt haben, sind die Involutor-
strahlen dieses Komplexes.
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Weiterhin konnen wir behaupten:

SATZ B 5.

Jede 1-Punktkurve 7. Ordnung jener (UN) Komplexstrahlen, de-
nen sich die Z Punkte auf beliebiger Geraden befindet, enthdlt alle
vier Mittelpunkte der Singulirflichen des Biischels [F*/. Z Punkte
dieser Strahlen, denen sich die I Punkte in erwihnten Kegelscheitel-
punkten befinden, sind im Durchstosspunkten der betreffenden Ge-
raden mit diesen Eckpunkten gegeniiberliegenden Seitenebenen des
Polartetraeders.

2. DIE GRUNDKURVE DES BUSCHELS /F*/

Jeder Punkt 7 der Grundkurve k* 4. Ordnung 1. Art, des Flachen-
biischels /F2/ befindet sich, wie bekannt, auf jeder der Flichen dieses
Biischels. Der Strahl

= @ (T) fir irgend einer T & k*

berithrt im Punkt T die Kurve &%, und ist, als die Bisekante dieser Kurve
auch die Erzeugende einer Regelfliche F des Biischels /F?/.

Jede Ebene beriihrt drei Flachen des Biischels /F?/, In jeder Ebene des
Biischels [¢], wo ¢ die erwihnte Berithrungsgerade der Kurve k* ist, fal-
len je zwei dieser Berithrungspunkte in den Punkte T, wahrend der dritte
Berithrungspunkt mit der Flache F, immer auf der Erzeugenden ¢ dieser
Fliche liegt. Jede Ebene des Biischels [¢] beriihrt demnach ausser der
Fliche F nur noch eine Fliche des Biischels /F2/ u. zw. so, dass das Bi-
schel [¢] der Berithrungsebenen mit dem Flachenbiischel /F?/ perspektiv
zugeordnet ist. Der Flache F ist jene Berithrungsebene des Biischels [¢]
zugeordnet, die die Schmiegungsebene der Kurve k¢ im Punkt 7T ist, und
die in diesem Punkt die Flache F beriihrt.

Stellen wir fest den Strahl

O = (T) fir irgend einen T & k%

" Der Z Punkt dieses Strahles o, muss sich auf dem Stfahl t so befinden,
dass die Verbindungsgerade des Punktes / = 7 mit dem Punkt Z, die
. infinitesimal nahe sind, senkrecht auf den Strahl

t = (1)

- steht. Auf Grund dessen folgt, dass ein Biischel (T) der o, Strahlen des

. (UN) Komplexes bestehen muss, fiir die die I- und Z Punkte im Punkt T
50 zusammen fallen, dass sich in jeder Ebene des Biischels [¢] je einer
; diescr Strahle befindet. Die Ebene E des erwihnten Biischels (T) der o,

- Strahlen, ist auf dem Strahl ¢ senkrecht gelegt.
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Wenn wir jene (UN) Komplexstrahlen bestimmen wiinschen, denen
der Punkt 7 der Grundkurve &% ein Z Punkt ist, werden wir auf die ge-
wohnte Weise vorgehen. Die I Punkte solcher Strahlen konnen sich nur
auf dem Strahl

t=¢ (1) fur Tk

befinden. Die, den Punkten des Strahles ¢ zugeordnete (T7K) Komplex-
strahlen, sind die Erzeugenden eines Kegels 72 2. Grades, mit dem Schei-
telpunkt in 7. Dem Punkt 7 (auf ¢) allein ist die Erzeugende t* (= ¢)
dieses Kegels zugeordnet. Die Ebene E schneidet den Kegel 72 in zwei
Erzeugenden ¢, (n = 1, 2). Da es fir die Strahlen

=@, wo Tt (n=1,2) ist,
tn Lt gilt, sofolgt T =yx(Ty) (@m=1, 2).

Die Tangente ¢t muss deshalb ein Doppelstrahl des (UN) Komplexes sein,
was wir auch zu erwarten haben, weil sie eine Erzeugende der erwahnten
Flache F des Biischels /F?/ ist.

Wir wissen, dass ein beliebiger Raumpunkt der Z Punkt fiir drei kom-
plandre (UN) Komplexstrahlen ist, /Satz A 2./, und man kann deshalb
erwarten, dass diese Eigenschaft auch die Punkte der Grundkurve k*
haben. In jeder Ebene des erwahnten Biischels [#] befindet sich ndmlich
der Punkt 7, wie auch der Strah!

t=¢(T)

und in jeder von diesen Ebenen muss sich noch auch der dritte Strahl
des (UN) Komplexes befinden, der den Z Punkt im Punkt 7 hat. Da der
I Punkt dieses Strahles sich nur im Punkt 7 befinden kann, folgt, dass
der gesuchte Strahl mit jenem o, Strahl des Bischels (7) in der Ebene
E {iberein stimmt, der in der erwidhnten Ebene des Buschels [¢] liegt. In
jeder Ebene dieses Biischels befindet sich also, ausser des Doppelstrahles
tauchein zweideutiger Strahl des (UN) Komplexes

o=y (T).

Ein o, Strahl im Biuschel (T) kann nicht als ein Doppel- oder Involu-
torstrahl betrachtet werden, weil im Gegenfall der Punkt 7 ein doppel-
deutiger I Punkt und vierdeutiger Z Punkt sein miisste. Die Unméglich-
keit dieses werden wir auf folgende Weise zeigen:

Jede Ebene R schneidet das Flichenbiischel /F?/ in einem Kurven-
biischel k,2 2. Grades, dem die Grundpunkte K, L, M und N die Durch-
stosspunkte der Kurve k* mit dieser Ebene sind. Drei zerfallene Kurven
dieses Biischels k.2 sind die Erzeugenden jener drei Flichen des Bi-
schels /F?/ die dic Ebene R im Eckpunkten J,, J, und J; des Polar-
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dreiecks des Biischels k.2 berithren. Eine dieser Erzeugenden, z. B. MN,
die auch den Berthrungspunkt /, enthilt, schneidet die /-Punktkurve
# und die Z-Punktkurve 27 jener (UN) Komplexstrahlen, die in der
Ebene R liegen. Es ist klar, dass in der Ebene R jene zwei (UN) Kom-
plexstrahlen liegen, die im Punkt M bzw. N ihre /-Z Punkte haben, und
senkrecht auf der Beriihrungsgerade der Kurve k* im Punkt M bzw. N
stehen. Mindestens je ein Schnittpunkt der Geraden MN mit der Kurve
i befindet sich, wie wir es sahen, in Punkten M bzw. N. Da jede Erzeugen-
de einer Regelflache des Biischels /F?/ ein Doppelstrahl des (UN) Kom-
plexes ist, miissen sich auf der Erzeugenden MN noch zwei I Punkte
befinden, die dieser Erzeugenden zugeordnet sind. Es ist weiterhin be-
‘kannt, dass auch der Punkt J, ein I Punkt firr jenen Komplexstrahl ist,
dem sich der Z Punkt auf der Verbindungsgeraden J,J; befindet. Wenn
wir die Punkte M und N, als die Doppel-I-Punkte betrachten méchten,
dann miisste die Gerade MN die Kurve #3 5. Ordnung im sieben Punkten
schneiden, was nur dann méglich wire, wenn die Gerade M\ ein Be-
standteil der Kurve # ist. Da wir dasselbe fiir jede der sechs erwihnten
Erzeugenden, die in der Ebene R liegen, behaupten konnen, ist offen-
sichtlich, dass wir die Punkte der Grundkurve k* nicht als die doppel
I-Punkte betrachten konnen.

Auf dhnliche Weise konnen wir behaupten, dass die Erzeugende MN,
die Z-Punktkurve 77, in sieben Punkten nur dann schneidet, wenn die
Punkte M und N als Z Punkte der Strahlen des (UN) Komplexes in der
Ebene R, einfach sind.

SATZ B 6.

Jeder Punkt T der Grundhurve k* des Biischels /F?/ ist ein
ool-deutiger I Punkt und ein co'-deutiger Z Punkt der Strahlen des
(ON) Komplexes. Alle (UN) Komplexstrahlen, die in derselben
Punkt T der Kurve k* die I- und Z-Punkte haben, bilden ein Biischel
solcher Strahlen in der Ebene, die senkrecht auf der Tangente t der
Kurve k* im Punkt T, steht.

SATZ B 7.

Die Tangente t der Grundkurve k* des Biischels /F?/ befindet sich
in jeder Ebene des Biisches [t] als ein Doppelstrahl des (UN) Kom-
plexes, mit zwei verschiedenen I Punkten und dem gemeinsamen
Z Punkt im Beriihrungspunkt T der Tangente t mit der Kurve k*.
In jeder Ebene des Biischels [t] befindet sich je einer 2weideutiger
(UN) Komplexstrahl, dem I- und Z Punkt in denselben Punkt T
fallen.

SATZ B 8.

In jeder beliebigen Ebene befinden sich vier jene (UN) Komplex-
strahlen, denen die I- und Z Punkte zusammen fallen. Diese vier
- Punkte befinden sich in Durchstosspunkten der erwihlten Ebene mit
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der Grundkurve k* des Biischels [F?/, aber diese Strahlen sind in
betrachteter Ebene einfach (also diese Strahlen sind weder zwei-
deutig, noch zweifillig und am mindesten involutorisch).

Vergleichen wir diese Untersuchungen mit der Arbeit V. Nice (4],
kann man leicht ersehen, dass jeder Strahlen des (UN) Komplexstrahl-
biischels, aus dem Satz B 6., der gemeinsame /- und Z-Punkte in dem-
selben Punkt der Grundkurve k* hat, als ein Strahl des Strahlbiischels
des Normalkomplexes, oder kiirzer (NK) Komplexes, betrachtet werden
kann, der den Fusspunkt in demselben Punkt der Grundkurve k* hat.

Alle Strahlen des (NK) bzw. (UN) Komplexes, die die Fusspunkte,
bzw. I- und Z Punkte in Punkten der Grundkurve k* des Biischels /F?/
haben, bilden eine Strahlkongruenz. V. Nile hat in [4] gezeigt, dass je-
der Raumpunkt zwolf solche Strahlen des (NK) Komplexes enthalt, und
wir behaupten, dass die Kongruenz solcher Strahlen die Ordnung 12 hat.
Auf Grund des Satzes B 8. folgt, dass diese Kongruenz 4. Klasse ist.
Wir schliessen: ‘

SATZ B 9.
Die Kongruenz der Strahlen des (UN) Komplexes, die die I- und

Z Punkte auf der Grundkurve k* des Flichenbiischels /F?/ haben,
ist 12. Ordnung und 4. Klasse.

Anmerkung. Ausser den erwiahnten Kurven k.2 und k¢ im Endlichen,
gibt es in der Fernebene noch zwei Kurven, denen die Punkte singular
fir den (UN) Komplex sind, aber davon wird es in C 5. a) und C 5. b)
gesprochen.

C. (UN) KOMPLEXSTRAHLEN DIE
DIE ZUGEORDNETE PUNKTE AUF
SONDERGERADEN UND EBENEN HABEN

Es ist gezeigt, dass die (UN) Komplexstrahlen die die / Punkte auf
einer Geraden haben, eine Regelfliche 6. Ordnung bilden, auf der diese
Gerade eine einfache Leitgerade ist, und die zugeordnete Z-Punktkurve
die Ordnung 5 hat. Weiterhin ist es bekannt, dass die (ON) Komplex-
strahlen mit den Z Punkten auf einer Geraden, eine Regelfliche 10.
Ordnung bilden, auf der diese Gerade eine dreifache Leitgerade ist,
wihrend dic entsprechenden I Punkte eine Kurve 7. Ordnung bilden.

Enthiilt eine Gerade, die als die Menge der I Punkte bzw. Z Punkte
der (UN) Komplexstrahlen angenommen ist, einen oder mehr Singular-
punkte dieses Komplexes, dann iibertragen sich die Eigenschaften dieser
(UN) Komplexstrahlen, die diesen Punkten, in Sinne der Definition 3,
zugeordnet sind, auf die erwdhnten Komplexstrahlfliche, wie auch auf
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die zugeordnete Z-Punkt- bzw. I-Punktkurven. Das erméglicht uns, noch
eine ganze Reihe neuer Eigenschaften dieses Komplexes zu bestimmen.

Als ein der einfachsten Beispiele, soll uns diejenige Gerade dienen, die
eine Unisekante der Flichenmittelpunktkurve &k 3. Ordnung des Fla-
chenbiischels /F?/ ist.

1. DIE UNISEKANTE DER KURVE k2

Fine Unisekante & soll den Mittelpunkt O der Fliche F des Flachen-
biischels /F2/ enthalten. Nehmen wir diese Gerade & als eine Menge der
I Punkte der (UN) Komplexstrahlen an. Auf die gewohnte Weise kon-
nen wir bestimmen, dass die Strahlen

t=q(T) firjeden Te&h

ein Erzeugendensystem des hyperbolischen Paraboloides bilden, so dass
die Torse 7, (nach dem Arbeitslauf in 4 1.) 3. Klasse ist, wihrend die
Torse 7, 2. Klasse ist. Auf bekannte Weise konnen wir beweisen, dass
sich je zwei ein-eindeutig zugeordnete Ebenen dieser zwei Torsen in
Strahlen des (UN) Komplexes schneiden, die eine Regelflache 5. Grades
~ bestimmen. Die Z Punkte dieser Strahlen bilden eine Kurve 4. Ordnung.
Der Erginzungsteil bis zum Grad 6 der Fliche der (UN) Komplexstrah-
len, und der Z-Punktkurve 5 .Ordnung dieser Strahlen, bilden die Strah-
len des Komplexstrahlbiischels denen der gemeinsame / Punkt im Mit-
telpunkt O ist, und die 7 Punkte dieser Strahlen, sich auf dem Fernstrahl

to = ¢ (0)
befinden.

SATZ C 1.

Die Strahlen des (UN) Komplexes, die die I Punkte auf der Uni-
sekanten der Kurve k3 haben, bilden eine Regelfliche 6. Grades,
die in eine Regelfliche 5. Grades und ein Strahlbiischel zerfillt. Die
7 -Punktkurve dieser Strahlen zerfillt in e¢ine Raumkurve 4. Ord-
nung und in die Ferngerade.

Zwischen allen Unisekanten der Kurve k® haben eine besondere Stelle
_ diejenigen, die den Mittelpunkt der Singuliirfliche des Biischels /F*/,
resp. einen Eckpunkt des Polartetraeders dieses Biischels, enthalten.

a) Die Gerade die einen Eckpunkt des Polartetraeders enthdlt

Wihlen wir im Raum irgend eine Gerade, die einen Eckpunkt des
Polartetraeders ABCD enthilt. Diese ausgewihlte Gerade g, die den
Scheitelpunkt A dieses Tetraeders enthalten soll, schneidet die Ebene
a = (BCD) im Punkt 4,. Die Fliche 2. Grades, die die Strahlen
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t=¢(T) firjeden T<a

bilden, zerfillt in zwei Strahlbiischel mit gemeinsamen Scheitelpunkt.
Wir konnen niamlich die Gerade 4, genau so wie jede andere Gerade des
Scheitels A, als einen Strahl des (TK) Komplexes annehmen, die irgend-
cinem Punkt K der Ebene a zugeordnet ist. Da der Punkt A gleichzeitig
auch ein Scheitelpunkt des Kegels A2 2. Grades des Biischels /F?/ ist,
bilden die allen Punkten der Geraden a zugeordnete Strahlen des (TK)
Komplexes, ein Biischel (K) solcher Strahlen in einer Ebene K*, die den
Punkt A enthilt. Diese Ebene ist die gemeinsame Polarebene aller Punk-
te der Geraden a, beziiglich des Kegels A2, wihrend dem Punkt A4 allein,
die Polarebene a, beziiglich aller Flichen des Fliachenbiischels /F?/ zu-
geordnet ist. In dieser Ebene a befindet sich der andere Biischel (K) der
(TK) Komplexstrahlen die dem Punkt A der Geraden a, zugeordnet sind.

Wenn wir die Strahlen
o=vw(l) furjeden I a

bestimmen wiinschen, dass miissen wir die Strahlen dieser zwei Biischel
des (TK) Komplexes getrennt beobachten. Auf die gebrduchliche Weise
konnen wir erhalten, dass die (UN) Komplexstrahlen, die die I Punkte
auf der Geraden a, und die Z Punkte auf den Strahlen des Biischels (K)
in der Ebene K* haben, eine Regelfliche Q* 4. Grades bilden, auf der
die Z-Punktkurve eine Zirkulirkurve 3. Ordnung ist. Die Ebene K~
schneidet nihmlich den absoluten Kegelschnitt in zwei konjugiert ima-
ginire Punkte die die zwei konjugiert imagindre Strahlen des (TK) Kom-
plexstrahlbiischels (K) enthalten, also diese Punkte sich auch auf der
Z-Punktkurve befinden. Ausser des Erwihnten, konnen wir leicht be-
merken, dass in jeder Ebene der Geraden @ drei Strahlen des ( UN)
Komplexes sich befinden, die die I Punkte auf der Geraden a, und die
Z Punkte auf der erwihnten Zirkuldrkurve 3. Ordnung haben.

Betrachten wir nun den Punkt A als ein Bestandteil der Geraden a,
aber auch als einen Eckpunkt des Tetraeders, dann bilden alle Strahlen

t = p(4)

cinen Strahlbiischel (K) in der Ebene a. Die Senkrechte-Strahlen des (UN)
Komplexes die durch den Punkt A auf die Strahlen dieses Biischels (K)
gelegt sind, sind die Erzeugenden eines Komplexkegels 2. Grades. Die
Z-Punkte dieser Strahlen bilden eine Zirkularkurve 2. Ordnung, also
einen Kreis in der Ebene a.

Da wir dhnliche Betrachtungen auch fiir irgendeine Raumgerade, die
einen Eckpunkt des Polartetraeders enthalt, ausfithren konnen, gilt:

'SATZ C 2.

Die (UN) Komplexstrahlen, mit den I Punkten auf einer Geraden,
die einen Scheitelpunkt des Polartetraeders des Biischels (F?) ent-
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hilt, bilden eine Regelfliche, die in eine Fliche 4. Grades und in
einen Kegel 2. Grades zerfdllt, dem sich der Scheitelpunkt im be-
treffenden Eckpunkt des Haupttetraeders befindet. Die Z-Punkt-
kurve 5. Ordnung dieser Strahlen zerfdllt in zwei Zirkuldrkurven
3. und 2. Ordnung. Die Ebene der Kurve 3. Ordnung enthdilt den
erwihnten Eckpunkt des Tetraeders, wahrend sich der Kreis in je-
ner Seitenebene des Tetraeders befindet, die gegeniiber diesem
Scheitelpunkt liegt.

Betrachten wir die allgemeine Unisekante der Kurve k® als eine Men-
ge der Z Punkte der (UN) Komplexstrahlen. Die Flache dieser Strahlen,
wie auch die /-Punktkurve, bekommen wir so wie wir es im allgemeinen
Fall getan haben, der im A 3. gegeben ist. Dieses Problem wird interes-
sant, wenn die angenommene Gerade den Mittelpunkt einer Singuldr-
flache des Biischels /F?/ enthalt.

Die Strahlen des (UN) Komplexes, die die Z Punkte auf der erwdhn-
ten Geraden a haben, konnen, wie bekannt, die I Punkte, oder auf den
(TK) Komplexstrahlen des Buschels (K) in der Ebene K*, oder auf sol-
chen Strahlen des Biischels (K) in der Ebene o, haben. Die Ausfiihrung
fir jeden dieser Buschel miissen wir getrent durchfithren.

Die Ordnung der /-Punktkurve jener (UN) Komplexstrahlen, die
die Z Punkte auf der Geraden @ haben, ist der Zahl der Durchstoss-
punkte irgend einer Geraden s der Ebene K* mit dieser Kurve, gleich.
Da jeder Punkt der Geraden s auf je einer Strahl des (TK) Komplex-
strahlbiischels (K) in der Ebene K* liegt, und jeder Strahl je einen Punkt
der Geraden a zugeordnet ist, bilden auch die, den Punkten der Geraden
s zugeordneten, Strahlen des (TK) Komplexes ein Erzeugendensystem
des Hyperboloides H, dem die Gerade a eine Erzeugende des anderen
Systems ist. Die (UN) Komplexstrahlen, die die / Punkte auf der Gera-
den s haben, bilden wieder eine Regelfliche 6. Grades, auf der die Z
Punkte ihrer Strahlen auf einer Raumkurve 25 5. Ordnung liegen. Es in-
teressiert uns, in wie vielen Punkten die Gerade s diese Kurve 5. Ord-
nung schneidet. Resonierend wie in (4 8.) konnen wir behaupten: Jede
Ebene der Geraden a schneidet die Kurve 2% in fiinf Punkten und das
Hyperboloid H ausser in der Erzeugenden a, noch in je einer Erzeu-
genden

t=¢(T) wo T st
" Auf dem Strahl ¢ befindet sich nur ein Punkt

Z=T).

Es folgt also, dass sich die iibrigen vier Schnittpunkte mit der Kurve 25
auf der Geraden a befinden miissen. Hieraus folgt, dass auf ieder Ge-
. - raden s der Ebene K* sich vier Punkte befinden. die die I Punkte vierer

. Strahlen des (UN). Komplexes sind, mit den Z Punkten auf der Geraden
©._a, also dass die gesuchte I-Punktkurve i* 4. Ordnung ist.
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Die Strahlen des (UN) Komplexes, denen sich die I Punkte auf der
Kurve #* 4. Ordnung in der Ebene K* befinden, und die Z Punkte auf
der Geraden a liegen, bilden eine Fliache. Auf Grund der ein-eindeutli-
chen Zuordnung der Punkte dieser zwei Kurven folgt, dass der Grad der
gesuchten Flache sieben ist, und die Gerade a eine dreifache Leitgerade
dieser Flache ist.

Auf Grund des Satzes B 3. konnen wir behaupten, dass auch ein ku-
bischer (UN) Komplexstrahlkegel besteht. Die / Punkte seiner Strahlen
bilden in der Ebene a eine Kurve 8. Ordnung, wahrend sie den gemein-
samen Z Punkt im Punkt A4 haben.

Schon wieder konnen wir im allgemeinen behaupten:

SATZ C 3.

Die Strahlen des (UN) Komplexes mit Z Punkten auf der Gera-
den, die einen Eckpunkt des Polartetraeders des Biischels [F?/ ent-
hélt, bilden eine Regelfliche 10. Grades, die in eine Fliche 7. Gra-
des zerfillt, der diese Gerade eine dreifache Leitgerade ist, und in
einen Kegel 3. Grades, dem sich der Scheitelpunkt im erwdihnten
Eckpunkt des Polarietracders befindet. Die I-Punktkurve dieser
Strahlen zerfdllt in zwei ebene Kurven 4. und 3. Ordnung. Die Ebe-
ne der Kurve 4. Ordnung enthdlt den betreffenden Eckpunkt des
Tetraeders, wihrend die Ebene der Kurve 3. Ordnung die iibrige
drei Tetraedereckpunkte enthilt.

2. BISEKANTEN DER KURVE k3

Alle Bisekanten der Raumkurve k:* 3. Ordnung bilden die bekannte
Kongruenz 1. Ordnung und 3. Klasse. Es ist weiterhin bekannt, dass je-
der Strahl dieser Kongruenz auch ein (7K) Komplexstrahl ist, der jenem
Punkt der Fernebene zugeordnet ist, in dem sich die fern (TK) Komplex-
strahlen schneiden, die jenen zwei Punkten der Kurve k. zugeordnet
sind, die diese Bisekante enthilt.

Wihlen wir eine beliebige Bisekante & der Kurve k.2, die die Mittel-
punkte O, und O; der Flichen F, und F; des Biischels /F?/ enthalten soll.
Da die Strahlen

= @(T) firjeden Te&b

die Erzeugenden eines Zylinders P? bilden, dem sich der Scheitelpunkt
in der Fernebene befindet, und wo

P = tor /\ tos fur
tor = (P(Or) und tos = (p(Os)

ist, folgt, dass die Torse 7, (siehe A 2). 3. Ordnung ist, wihrend sich die
Torse 7, in ein Biischel parallelen Ebenen zusammenzieht. Auf Grund
dessen, und der bekannten Chasles-Relation folgt, dass die Strahlen des

180



(UN) Komplexes, die die I Punkte auf der Geraden b haben, ein Konoid
4. Grades bilden, da alle seine Erzeugenden parallel mit einer Ebene
sind. Die Z Punkte dieser Strahlen bilden auf diesem Konoid eine Kurve
3. Ordnung.

Als ein Bestandteil der gesuchten Fliche 6. Grades, miissen wir auch
zwei Strahlbiischel (O,) und (O,) annehmen, die in der Ebenen (O, tor)
und (Os, tos) liegen und die Z Punkte lings des Strahles for bzw. tos
haben.

SATZ C 4.

Die Strahlen des (UN) Komplexes die die 1 Punkte auf einer Bi-
sekante der Flichenmittelpunktraumkurve des Biischels /F?/ haben,
bilden ¢in Konoid 4. Grades und die Z Punkte dieser Strahlen eine
Raumkurve 3. Ordnung. Den Erginzteil bis zum Grad sechs der
betreffenden Fliche und bis zu der Ordnung fiinf der Z-Punktkurve,
bilden nock zwei (ON) Komplexstrahlbiischel, denen sich die I Punk-
te in der erwihnten Flichenmittelpunkte befinden, und die die Z
Punkte der diesen Mittelpunkten zugeordneten Fernstrahlen des
(TK) Komplexes, enthalten.

Wenn wir die Bisekante & als eine Menge der Z Punkte der (UN)
Komplexstrahlen annehmen, ist es leicht zu ersehen, dass weder die Fla-
che 10. Grades der (UN) Komplexstrahlen, noch die I-Punktkurve 7.
Ordnung dieser Strahlen zerfillt.

a) Die Kante des Polartetraeders

Unter allen Bisekanten der Kurve kc, nehmen die Verbindungsgera-
den der Scheitelmittelpunkte der Singuldrflichen des Biischels /F?/ eine
besondere Stelle ein.

Die Gegenkanten des Polartetraeders ABCD sind, wie bekannt, dic
konjugierte Geraden beziiglich aller Flichen des Biischels /F?/. Jedem
Punkt der Geraden AB ist ein und derselbe Strahl des (7K) Komplexes
zugeordnet, u. zw. die Gegenkante CD des Tetracders ABCD. Die Strah-
* len des (UN) Komplexes mit den I Punkten lings der Kante AB, sind
die Senkrechten die aus den Punkten der Geraden AB auf die Gerade
CD gelegt sind, und die die Gerade CD als eine Menge der Z Punkte
dieser Strahlen haben. Alle solche (UN) Komplexstrahlen bilden ein Er-
zeugendensystem eines hyperbolischen Paraboloides H,, was leicht er-
sichtlich ist.

Es gibt in diesem Fall keinen Sinn zu untersuchen, wo sich der Rest-
~ teil der Fliche 6. Grades jener (UN) Komplexstrahlen befindet, die die
" I Punkte auf der Geraden AB haben. Betrachten wir die Punkte A und
‘B nur als die Punkte der Geraden AB, aber nicht gleichzeitig auch als
« die Eckpunkte des Polartetraeders, dann ist jedem von ihnen je eine Er-
. zeugende der Fliche H, zugeordnet. Nehmen wir inzwischen den Punkt
A, ausser dem, dass er sich auf der Geraden AB befindet, auch als einen
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Eckpunkt des Polartetraeders an. Dem Punkt A sind dann co! Biischel
der (TK) Komplexstrahlen in der Ebene a zugeordnet, denen sich die
Scheitelpunkte lings der Kante CD befinden. (Vergleich mit C I a!) Dies
bedeutet, dass dem Punkt A jede Gerade der Ebene q, als ein Strahl] des
(TK) Komplexes zugeordnet ist, und dem Punkt A, den wir als / Punkt
betrachten, ist jeder Punkt der Ebene a als ein Z Punkt der Strahlen des
(UN) Komplexes zugeordnet. Dieselben Betrachtungen kinnten wir auch
fir den Punkt B und die Ebene § des Polartetraeders durchfiihren.

Die Punkte der Kante AB konnen wir auch als Z Punkte der (UN)
Komplexstrahlen betrachten. Offensichtlich befinden sich die I Punkte
solcher Strahlen nur ldngs der Kante CD, und die (UN) Komplexstrah-
len selbst, bilden ein Erzeugendensystem eines neuen hyperbolischen
Paraboloides H,.

Da wir solche Betrachtungen auch fiir jede zwei Gegenkanten des Te-
traeders durchfiihren konnen, wo die Eckpunkte des Tetraeders nur als
allgemeine Punkte dieser Gegenkanten betrachtet werden, folgt:

SATZ C 5.

(ON) Komplexstrahlen, die die 1 Punkte auf der Kante t, des
Polartetraeders ABCD haben, bilden ein Erzeugendensystem eines
hyperbolischen Paraboloides, wihrend sich die Z Punkte dieser
Strahlen auf der Gegenkante t; dieses Tetraeders befinden. Befinden
sich die 1 Punkte der (UN) Komplexsirahlen auf der Kante ts, bil-
den die thnen zugeordneten Strahlen dieses Komplexes ein Erzeu-
gendensystem eines anderen hyperbolischen Paraboloides mit den Z
Punkten lings der Kante tr. Diese zwei Flichen dringen sich in vier
Geraden durch, u. zw. in der Erzeugenden t. und ts (des anderen
Erzeugendensystems) und in deren kiirzesten und deren Ferntrans-
verzale.

Man sicht nicht, aus diesen Betrachtungen, dass auch jeder Punkt 7,
z. B. der Geraden 4B, ein Z Punkt fir drei Strahlen des (UN) Komple-
xes ist. Offenbar muss:

1. T=7%(C)
2. T=yx(D)
8. T=y(T) wo T:<(CD) fir TT:< H,

sein.

3. DIE BISEKANTE DER GRUNDKURVE k* DES BUSCHELS /F?/

Es ist bekannt, dass jede Bisekante der Grundkurve k¢ des /F?/ Bii-
schels, eine Erzeugende d einer Regelflache dieses Biischels ist, und die
den Punkten dieser Erzeugenden zugeordneten Strahlen des (TK) Kom-
plexes ein Erzeugendensystem eines Hyperboloides bilden, dem die Ge-
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rade d eine Erzeugende des anderen Systems ist. Hieraus folgt, dass die
Torse 7, (siche A I). 8. Klasse ist, wihrend sich die Torse 7, in ein Ebe-
nenbiischel zusammenzieht. Alle Strahlen des (UN) Komplexes, die die
I Punkte auf der Erzeugenden d haben, bilden, Chasles nach, eine Regel-
fliche 4. Grades, auf der die Gerade d eine dreifache ist (als die Menge
der I Punkte der (UN) Komplexstrahlen und als der zweifache Strahl
dieses Komplexes). Z Punkte dieser Strahlen bilden eine Raumkurve 5.
Ordnung.

Der Erginzteil der Flache 6. Grades der (UN) Komplexstrahlen mit
den I Punkte auf der Erzeugenden d, bilden zwei Biischel jener Strahlen,
denen sich die I- und Z Punkte in Schnittpunkten der Geraden d mit der
Kurve %4, befinden. Die Ebenen E, und E, dieser Biischel sind senkrecht
auf den Tangenten der Kurve k¢ in dessen Schnittpunkten mit der Er-
zeugenden d gestellt. /B 2./.

Es sei die Erzeugende d als eine Menge der Z Punkte der (UN) Kom-
plexstrahlen angenommen. Hier ist es leicht festzustellen, dass jede Ebe-
ne des Biischels [d] die zugeordnete I-Punktkurve in sieben Punkten
schneidet, was weiter bedeutet, dass sie 7. Ordnung ist. Die Fliche dieser
(ON) Strahlen zerfillt in eine Flache 8. Grades (71 +1-8—2), auf
der die Gerade d eine fiinffache ist (dreifache als die Menge der Z Punk-
te und zweifache als die Erzeugende) und in die zwei bekannten Biischel
der (UN) Komplexstrahlen mit den Scheitelpunkten in den Schnittpunk-
ten der Erzeugenden d mit der Kurve k% /B 2./.

a) Die Tangente der Grundkurve k*

Die Tangenten der Grundkurve k* des /F?/ Biischels sind die ausser-
ordentlichen Bisekanten dieser Kurve, und deshalb sind sie auch die
Erzeugenden der Flichen dieses Biischels und die Doppelstrahlen des
(UN) Komplexes.

Auf Grund der bekannten Tatsachen wissen wir, dass den Punkten
der Tangente ¢ der Grundkurve k%, die wir als I Punkte betrachten, die
zugeordneten Punkte

Z=x(I
eine Kurve 5. Ordnung bilden, wihrend die Strahlen
O=vy(I) firjeden It

die Regelfliache 4. Grades und das bekannte Biischel der zweideutigen
(UN) Strahlen bilden, mit dem Scheitelpunkt in dem Beriihrungspunkt
der Tangente ¢ mit der Kurve &%, wo die Ebene dieses Biischels senkrecht
auf der Tangente ¢ steht. /Saiz B 7/.
" Wenn wir die Tangente ¢ als eine Menge der Z Punkte der (UN)
| Komplexstrahlen betrachten, gelten die gleichen Behauptungen fir die
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I-Punktkurve und fiir die Flache dieser Strahlen wie im Fall der Erzeu-
genden d, nur jetzt fallen die zwei Strahlbiischel des (UN) Komplexes in
ein zusammen, und jeder sein Strahl ist zweideutig.

b) Die Erzeugenden der Singulirflichen des /F?/ Biischels

Zwischen den Bisekanten der Grundkurve k* des /F?/ Flachenbiischels,
nehmen die Erzeugenden der Singulédrflichen dieses Biischels eine beson-
dere Stelle ein. Es ist bekannt, dass jede solche Erzeugende auch einen
Eckpunkt des Polartetraeders enthdlt. Die Fliche der (UN) Komplex-
strahlen, die auf einer solchen Erzeugende die I- resp. Z Punkte haben,
haben Eigenschaften, die von den Eigenschaften der Biseckanten der Kur-
ve k* und der speziellen Unisekanten der Kurve k:® abhingig sind.

Offensichtlich ist es ganz egal, welche Erzeugende der vier Kegel wir
wahlen. Diese Behauptungen gelten fiir jede Erzeugende jeder Singulir-
fliche des Buschels /F?/.

Waihlen wir die Erzeugende a (= AA,) des Kegels A2 2. Grades, der
die Singuldrfliche des Buschels /F?/ ist und der Scheitelmittelpunkt in
dem Eckpunkt 4 des Polartetraeders ABCD hat. Die Erzeugende a soll
die Ebene (BCD) des Tetraeders im Punkt 4, durchdringen. Die Strahlen

t=@(T) firjeden T< a(=AA)

hilllen eine Regelfldche ein, die in zwei Strahlbiischel, mit gemeinsamen
Scheitelpunkt K in der Ebene (BCD) zerfillt. /Vergleich C I a)/. Die
Ebene des einen Biischels ist die Bertihrungsebene des Kegels A2 liangs
der Erzeugenden a, wihrend sich der andere Biischel in der Ebene (BCD)
befindet. Die Strahlen dieses zweiten Biischels sind, wie bekannt, Strah-
len des (TK) Komplexes, die dem Punkt A, als dem Punkt der Geraden
a, aber auch als dem Eckpunkt des Tetraeders ABCD zugeordnet sind.
In diesem Fall ist der Punkt A der gemeinsame I Punkt der (V) Kom-
plexstrahlen, die die Erzeugenden eines Kegels 2. Grades mit dem Schei-
telpunkt A sind, wiahrend die Z Punkte dieser Strahlen einen Kreis in
der Ebene (BCD) bilden.
Uns werden jetzt die iibrigen Strahlen

o=vw() firjeden I<a(=AA)

interessieren, wo wir den Punkt A als einen Punkt der Geraden a be-
trachten werden. Da die Strahlen

t=¢@(l) firjeden I<a

in derselben Berithrungsebene (4 A,K) des Kegels A2, lings seiner Er-
zeugenden a liegen, setzt sich das rdumliche Problem des allgemeinen
Falls, in ein ebenes um. Es folgt, dass auch die erwahnte Strahlen

o=vw(l) fir jeden I<a
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in der Berihrungsebene (4 A;K) liegen und eine Kurve 2. Klasse ein-
hiillen, was leicht durch die gewohnte Behandlung ersichtlich ist. Die Z
Punkte dieser Strahlen bekommen wir als eine Menge der Schnittpunkte
der ein-eindeutig zugeordneten (UN) Komplexstrahlen, die die erwihnte
Kurve 2. Klasse einhiillen, und der (TK) Komplexstrahlen des Biischels
(K) in der Ebene (A A, K). Hier bekommen wir wieder, dass die Z-
Punktkurve dieser Strahlen, eine Zirkuldrkurve z* 3. Ordnung ist. (Satz
C 2). Die Ferngerade der Ebene (4 A, K) schneidet die Kurve z3 ausser
‘0 zwei absoluten Punkten noch in einem Punkt, der dem Fernpunkt der

_ Geraden A A,, als dem [ Punkt zugeordnet ist. Das bedeutet, dass die
Kurve 2. Klasse der (UN) Komplexstrahlen in der Ebene (A4 4, K), die
die I Punkte auf der Geraden A 4, haben, eine Parabel ist, da sie
eine Ferntangente hat.

Die Ebene (A A, K) beriihrt die Grundkurve k* des /F?/ Buschels in
zwei Punkten T, und T, der Geraden A 4, . Die, diesen Punkten zuge-
ordnete Strahlen

tn = (P(Tn) (n == 1,2)

sind, wie bekannt, die Tangenten der Kurve k¢ in denselben Punkten, so
dass diese Tangenten die Bestandteile des Bischels (K) der (TK) Strahl-
komplexes sind. Auf Grund der bekannten Polareigenschaften des Bu-
schels (F2) folgt, dass der Wert des Doppelverhiltnises

| (AA,T,T)=—1

gleich ist. Da die Punkte 7, und T, zweifache Punkte einer involutori-
b schen Reihe der konjugierten Punkte auf der Geraden a sind, ist es leicht
E méglich, irgend einem Punkt T dieser Reihe den ihm involutorkonjugier-
. ten Punkt 7. zu bestimmen, mittels dem Doppelverhdltnisse.

(TTT,Ts) =—1,

b wie auch das umgekehrte. Diese Figenschaft ermoglicht uns dass wir
E konstruktiv einem beliebigen Punkt 7 auf der Geraden a, den ihm konju-
€ giert zugeordneten Punkt 7. bestimmen konnen, aber ebenso den, dem
£ Punkt 7 zugeordneten Strahl

t=q(T)

t der die Verbindungsgerade ToK ist.

& Es soll die Berithrungsebene des Kegels A2 und die in ihr liegende Er-
zeugende a gegeben sein [Abb. 1.]. Auf dieser Erzeugenden sollen der
X egelscheitelpunkt A und die Punkte T, und T, bekannt sein, in denen
Ediese Ebene die Kurve k* beriihrt. Die Tangenten ¢, und £, 1n diesen
kten sollen sich im Punkt K schneiden. Den Punkt A,, der dem
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Punkt A konjugiert ist, konnen wir leicht als den vierten harmonischen
Punkt des Doppelverhiltnisses (4 4y 7,T,) = —1 konstruieren. Die
Verbindungsgerade A4, K ist die Schnittgerade der Ebene (BGD) mit der
erwihnten Beriihrungsebene (4 4, K). Auf die beschriebene Weise kon-
nen wir weiterhin jedem Punkt der Reihe (a) den zugeordneten Strahl
des (TK) Komplexes konstruieren. Die (UN) Komplexstrahlen, die den
Punkten der Reihe (g) als den I Punkten zugeordnet sind, sind die Senk-
rechten, die aus den Punkten der Reihe (a) auf die ihnen zugeordneten
(TK) Komplexstrahlen des Biischels (K) gestellt sind. Die Schnittpunkte
dieser ein-eindeutig zugeordneten Strahlen des (ON)- und (TK) Komple-
xes, sind die Z Punkte dieser Strahlen. Der dem Punkt T, bzw. T, als
dem I Punkt zugeordnete Strahl des (UN) Komplexes, ist auf der Tan-
%ente {(1 bzw. t, senkrecht, und in demselben Punkt befindet sich sein
Punkt.

Da die Reihe der konjugierten Punkte auf der Geraden a involutorisch
ist, folgt, dass auch die (TK) Komplexstrahlen des Biischels (K), ein Bi-
schel involutorisch zugeordneter Strahlen bilden, wo ¢, und ¢, die zwei-
fache Strahlen sind. Wie bekannt, besteht innerhalb eines Involutor-
strahlbiischels cin Paar zugeordneter Strahlen, die senkrecht sind. Die
Punkte der Reihe (), denen die Strahlen dieses senkrechten Paares zuge-
ordnet sind, sind die I Punkte der (UN) Komplexstrahlen, die den ge-
meinsamen Z Punkt in dem Punkt K haben. Die Z Punktkurve 2% 3.
Ordnung ist demnach 0-ten Geschlechtes.

Die Z-Punktkurve 2% schneidet die Erzeugende a (= A A,) ausser in
den Punkten 7, und T, noch in demjenigen Punkt, welcher der Z Punkt
der Erzeugenden g, als eines Strahles des (UN) Komplexes, ist. Wir wis-
sen inzwischen, dass die Gerade g, die die Erzeugende der Regelflache ist,
ein zweifacher Strahl des (UN) Komplexes sein muss. Auf dem Strahl @
muss sich deshalb noch ein Paar I-Z Punkte dieses Strahles befinden.
Dies ist tatsichlich erfiillt, aber wir mussen den Punkt A der Geraden a
auch als einen Eckpunkt des Tetraeders und einen I Punkt des Strahles a
betrachten, dem sich der Z Punkt im Punkt A, befindet. Die Z-Punkt-
kurve z° enthilt deshalb dem Punkt A, nicht.

In aligemeinen gilt also:

SATZ C 6.

Die Fliche 6. Grades der (UN) Komplexstrahlen, die die I Punkte
auf einer Erzeugenden einer Singuldrfliche des Biischels /F2[ haben,
zerfdllt:

1. in einen Kegel 2. Grades dieser Strahlen, dem der Scheitel-
punkt sich in jenem Eckpunkt des Polartetracders befindet, dessen
diese Erzeugende enthiilt,

9 in zwes solchen Strahlbiischel, denen sich die Scheitelpunkte in
Schnittpunkten dieser Erzeugenden mit der Grundkurve k* befinden,
so dass alle Strahlen desselben Biischels in dem betreffenden Schnitt-
punkt die I- und die Z Punkte haben, wihrend sich
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3. der Rest, d. h. die Fliche 2. Grades in eine Parabel 2. Grades,
in der Beriihrungsebene der Singuldrfliche, lings dieser Erzeugen-
den, zusammenzieht.

Die Z-Punkikurve 5. Ordnung dieser Strahlen zerfillt in den be-
kannten Kreis in der Ebene (BCD) und in die Zirkuldrkurve 8. Ord-
nung 0O.-tes Geschlechtes in der erwihnten Beriihrungsebene der
Stnguldrflache. ‘

Alle (UN) Komplexstrahlen, denen die Z Punkte auf der Erzeugenden
a liegen, miissen die / Punkte auch in der Ebene (4 A4, K) auf den (TK)
Komplexstrahlen des Biischels (K) haben. Die Ausnahme bilden jene
bekannte (UN) Komplexstrahlen, die einen Kegel 3. Grades bestimmen.
Die [ Punkte dieser Strahlen bilden die Kurve m,; 8. Ordnung in der
Ebene (BCD), und ihrer gemeinsame Z Punkt im Eckpunkt A des Tetra-
eders ABCD liegt. /B 1. ¢)/. Da die I Punkte jener (UN) Komplexstrah-
len, die die Z Punkte auf einer Geraden haben, eine Raumkurve 7. Ord-
nung bilden, erwarten wir, dass auf den tbrigen Strahlen dieses Kom-
plexes, die die Z Punkte auf der Geraden a haben, die I Punkte die auf
der (TK) Komplexstrahlen des Bischels (K) liegen, eine ebene Kurve 4.
Ordnung bilden missen. Dass das wirklich erfiillt ist, konnten wir es wie
in /C 1. a/ beweisen.

Die Flache der (UN) Komplexstrahlen, denen sich die Z Punkte auf
der Erzeugenden a der Singularfliche befinden, und die die I Punkte auf
der erwihnten Kurve 4. Ordnung haben, zieht sich in eine ebene Klas-
senkurve ein. Da die gemeinsame Punkte T, und 7T,, der I-Punkt- und
der Z-Punktkurve, sich selbst zugeordnet sind, und zwischen den Punk-
ten dieser Reihen der Z- und der I Punkte eine (3, 1)-Korrespondenz be-
steht, folgt auf Grund der bekannten Chasles-Relation, dass die gesuchte
Kurve der (UN) Komplexstrahlen in der Ebene (4 A, K) 5. Klasse ist.

Der (UN) Komplex ist 8. Grades, was bedeutet, dass alle seine Strah-
len, die in einer Ebene liegen, eine Kurve 8. Klasse einhiillen, bzw. dass
jeden Punkt dieser Ebene acht (UN) Komplexstrahlen, die in dieser

Ebene liegen, enthalten muss. Diese Figenschaft muss auch jeder Punkt
der Erzeugenden A A, haben. Jeder Punkt der Erzeugenden a (= 4 4,)
ist ein / Punkt fir einen, und ein Z Punkt fiir drei Strahlen des (UN)
Komplexes, die alle in der Ebene (4 A, K) liegen, wahrend diese Erzeu-
gende ein zweifacher Strahl des (UN) Komplexes ist. Da in der Ebene
(A Ay K) keine andere Strahlen des (UN) Komplexes, als diejenige be-
stehen konnen, die lings der Geraden e die I- oder die Z Punkte haben,
so finden wir die Losung des Problems in der Tatsache, dass die Erzeu-
gende a (= A A,) zweideutig in der Beriihrungsebene (4 A, K) ist.

SATZ C 7.

Die Fliche der (UN) Komplexsirahlen, denen sich die Z Punkte
lings der Erzeugenden der Singuldrflachen des Biischels [F?/ befin-
den, zerfdillt:
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1. in einen kubischen Kegel dieser Strahlen mit dem Scheitel-
pun’ftlin jenem Eckpunkt des Polartetraeders, der diese Erzeugende
enthdlt,

9. in zwei solche Strahlbiischel, denen sich die Scheitelpunkie in
der Schnittpunkien dieser Erzeugenden mit der Grundkurve k* be-
finden, wobei alle Strahlen desszlben Biischels in diesem Schnitt-
punkt die I- und die Z Punkte haben, wihrend sich

3. der Rest, d. h. die Fliche 5. Grades in eine ebene Kurve 5.
Klasse zusammenzieht, die sich in der Beriihrungsebene der Singu-
larflache lings gegebener Erzeugenden befindet.

Die I-Punktkurve dieser Strahlen zerfillt in eine Kurve 8. Ord-
nung, die in der Ebene des Polartetraeders die gegeniiber dem er-
wéhnten Eckpunkt liegt, und in eine Kurve 4. Ordnung in der Be-
rithrungsebene der betreffenden Singulirfliche lings seiner Erzeu-
genden, die eine Menge der Z Punkte ist.

SATZ C 8.

Die (ON) Komplexstrahlkurve 8. Grades in der Beriihrungsebene
der Singularfliche des /F?/ Biischels, lings der Erzeugenden a dieser
Flache, zerfallt

1. in eine Kurve 2. Grades (Parabel), deren Strahlen die zuge-

* ordneten 1 Punkte auf der Erzuegenden a der Singuldrfliche in
dieser Beriihrungsebene liegen, und die Z Punkte eine Zirkularkurve
3. Ordnung 0.-ter Geschlechtes bilden,

2. in eine Kurve 5. Klasse, deren Tangentssirahlen zugeordnete
I Punkie eine Kurve 4. Ordnung 8. Geschlechtes bilden, aber denen
jeder Punkt auf der Erzeugenden a ein dreifacher Z Punkt ist, und

3. in ein Biischel solcher Strahlen, mit gemeinsamen I-Punkt im
Eckpunkt des Polartetraeders, der die Erzeugende a enthdlt, und
dessen Z Punkte in der, diesem Eckpunkt gegeniiberliegender Ebene
des Polartetraeders liegen.

Zwischen allen Beriithrungsebenen des Kegels A2 bestehen je zwei, die
den Eckpunkt B, bzw. C oder D des Tetraeders ABCD, enthalten.

Eine Beriihrungsebene des Kegels A% soll auch den Mittelpunkt B
enthalten. Es ist leicht zu ersehen, dass dann der Scheitelpunkt K der
Strahlen

= @(T) fir jeden T<a,

sich in dem Punkt B befindet. Die (UN) Komplexstrahlen in einer sol-
chen Ebene benehmen sich dhnlich wie in der Ebene (4 4, K). Der Un-
terschied besteht nur in dem, dass jetzt die Kurve 5. Klasse der (UN)
Komplexstrahlen in ein Biischel dieser Strahlen des Scheitels B zerfillt,
mit gemeinsamen Z Punkt in B, und in eine Kurve 4. Klasse mit [ Punk-
ten auf der Kurve 4. Ordnung, 3.-tes Geschlechtes. Die Z Punkte aller

diesen Strahlen befinden sich wieder auf der gegebenen Erzeugenden a
des Kegels A2
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4. DIE GERADEN UND (UN) KOMPLEXSTRAHLEN IN DEN SEITENEBENEN
DES POLARTETRAEDERS

Waihlen wir eine beliebige Gerade s in der Ebene (BCD) des Polar-
tetraeders ABCD. Die, den Punkten dieser Geraden zugeordnete, (TK)
Komplexstrahlen bilden dann die Erzeugenden eines Kegels 2. Grades,
da sie alle den Punkt A enthalten miissen. Drei dieser Erzeugenden sind
die Verbindungsgeraden AB, AC und AD. Durch die schon bekannte
Behandlung konnen wir beweisen, dass hier so, wie im allgemeinen Fall,
alle Strahlen

o=wy(l) firjeden I[<s

eine Regelfliche 6. Grades bilden und ihre Z Punkte auf einer Kurve 5.
Ordnung liegen. Ebenfalls konnen wir zeigen, dass es auch fiir diejenige
(UN) Komplexstrahlen, die auf der Geraden @ die Z Punkte haben, kei-
nen Unterschied von allgemeinen Fall gibt.

Enthilt die Gerade s der Ebene (BCD) einen der drei Eckpunkte des
Tetraeders, dass bekommen wir den Fall, der dhnlich dem in /C 1. a/
ist.

Ist die Gerade s der Ebene (BCD) eine Kante, z. B. BC des Tetraeders,
die wir vorrecht als eine Gerade der Ebene (BCD) betrachten,
dann zerfillt die Fliche 6. Grades der (UN) Komplexstrahlen, denen
sich die / Punkte auf der Geraden BC befinden, in ein hyperbolisches
Paraboloid und in zwei Kegel 2. Grades dieser Strahlen mit dem Schei-
telpunkt B bzw. C. Die Z-Punktkurve 5. Ordnung dieser Strahlen zer-
fallt dann in die Gerade 4D und in zwei Kreise, von denen sich einer
in der Ebene (ACD) und der andere in der Ebene (ABD) dieses Tetra-
eders befindet /vergleiche mit C 2. a/, u. zw. so, dass jeder von ihnen
den Punkt A enthilt, aber in allgemeinen Fall des Biischels /F?/ enthalt
er die Punkte C und D bzw. B und D nicht.

Nehmen wir die Gerade CD der Ebene (BCD) als eine Menge der Z
Punkte der (UN) Komplexstrahlen an. Es ist leicht zu sehen, dass die
Fliche 10. Grades dieser Strahlen zerfallt

1. in zwei bekannte Kegel 3. Grades mit den Scheitelpunkten in C
bzw. D;

9. in zwei Strahlbiischel mit den Scheitel- und 7 Punkten in A4 bzw. B;

3. in die Erzeugenden des hyperbolischen Paraboloides.

Die I-Punktkurve 7. Ordnung dieser Strahlen zerfillt in die bekannte
Kurven 3. Ordnung in die, den Eckpunkten C bzaw. D gegeniberliegen-
den Seitenebenen des Tetraeders ABCD und in die Erzeugende AB.

Offenbar gelten dhnliche Behauptungen auch fiir andere Kanten des
Tetracders in der Ebene (BCD), wie auch im Fall, wenn wir in ihr die
beliebige Seitenebene des Tetraeders, und in ihr die beliebige Kante
dieses Tetraeders annchmen.
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Von sich selbst stellt sich die Frage auf, was jene der (UN) Komplex-
strahlen bilden, die sich in der Seitenebene des Polartetraeders befinden.
Auf die dhnliche Frage war es ganz spontan beantwortet in der Beriih-
rungsebene der Singuldrfliche langs seiner Erzeugenden. Offenbar sind
die Seitenebenen des Tetraeders, als auch die erwahnte Beriihrungsebe-
nen, die Singulirebenen des (UN) Komplexes. Wegen der grosseren An-
zahl der Gruppen der Singulirebenen, und noch mehr wegen dem
Woaunsch, dass die Arbeit nicht zu gross wird, sind die Singularebenen,
d. h. die Ebenen in denen die Kurve 8. Klasse der (UN) Komplexstrahlen
zerfillt, nicht systematisch bearbeitet. Zwei interessante Beispiele sollen
deshalb geniigen, weil sic offenbar hinweisen, wann und wegen was in
den betrachteten Singulirebenen es zum Zerfall kommt und zw. nicht
nur der Klassenkurve der (UN) Komplexstrahlen, sondern auch der I-
Punktkurve und der Z-Punktkurve auf diesen Strahlen.

Wihlen wir jene Seitenebene des Tetraeders ABCD, die seine Eck-
punkte B, C und D enthilt. Die diesen Punkten als / Punkte zugeord-
nete (UN) Komplexstrahlen in der Ebene (BCD), bilden die Biischel (B),
bzw. (C) bzw.(D) dieser Strahlen, mit dem gemeinsamen I Punkt in be-
treffendem Eckpunkt, und mit den Z Punkten lings diesem Eckpunkt
gegeniiberliegender Seite des Dreiecks BCD. :

Nehmen wir die Eckpunkte B, C und D als Z Punkte der (UN) Kom-
plexstrahlen in der Ebene dieser Punkte an, so kénnen wir leicht be-
haupten, dass z. B. der Punkt B, ein Z Punkt fir

1. B =% (0)
2. B= (D) und
3. B=y(T) ist,

wo sich der Punkt T im Durchstosspunkt der Geraden CD mit der Ebe-
ne befindet, die den Punkt B enthilt und auf der Geraden AB senkrecht
steht. Ahnlich konnen wir auch fiir die ibrigen zwei Eckpunkte C
und D des Tetraeders behaupten. Jeder von diesen Eckpunkten ist ein
cot-deutiger J Punkt und ein dreideutiger Z Punkt der (UN) Komplex-
strahlen in dessen Ebene.

Alle iibrigen Strahlen des (UN) Komplexes in dieser Ebene sollen sol-
che sein, dass sie auf den Seiten des Dreiecks BCD weder I Punkte, noch
Z Punkte haben.

Die I-Punktkurve der gesuchten (UN) Komplexstrahlen muss 5. Ord-
nung sein, da sie irgend eine Gerade s der Ebene BCD in finf Punkten
schneidet. Wir haben nimlich in /C 4./ gezeigt, dass die Raumkurve je-
ner (UN) Komplexstrahlen, die die / Punkte auf der Geraden s haben,
5. Ordnung ist, und weil die Ebene (BCD) diese Kurve in funf Punkten
schneidet, befinden sich auf der Geraden s fiinf Z Punkte derjenigen
fiinf (UN) Komplexstrahlen, die sich in der Ebene (BCD) befinden. Die
I-Punktkurve i5 hat zweifache Punkte in B, C und D, von wessen wir sich
iiberzeugen konnen, wenn wir diese Kurve i* mit der Geraden BC, bzw.
BD, bzw. CD, schneiden.
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Die Z-Punktkurve jener (UN) Komplexstrahlen, die in einer Ebene
liegen, ist, wie bekannt, 7. Ordnung. Im Fall der Seitenebene des Tetra-
eders, zerfallt sie in drei Seiten des Dreiecks BCD, und so erwarten wir
mit Recht, dass der Rest, eine Kurve 4. Ordnung sein muss. Um das zu
beweisen, miissen wir den Punkten der Geraden s der Ebene (BCD) die
Strahlen des (TK) Komplexes zuordnen, die die Erzeugenden eines Ke-
gels 2. Grades des Scheitelpunktes A smd und die die Ebene (BCD) in
den Punkten einer Kurve k2 2. Ordnung durchdringen. Die den Punkten
dieser Kurve, die auch die Punkte B, C und D enthalt, zugeordneten
Strahlen des (7K) Komplexes bilden, wie bekannt, eine Fliche 4. Gra-
des. Diese Flache zerfillt in vier Strahlbiischel des Scheitelpunktes A
u. zw. in den Ebenen (ACD), (ABD), (ABC) und (A4, s). Alle (UN) Kom-
plexstrahlen die die I Punkte auf der Kurve k2 haben, und in der Ebene
(BCD) liegen, konnen die Z Punkte nur auf der Schnittgeraden der er-
wahnten Ebene mit der Ebene (BCD) haben. Da wir das Problem der
ersten drei Bischel (B), (C) und (D) der (UN) Komplexstrahlen in der
Ebene (BCD) schon mit anderen Mitteln geldst haben, werden wir auf
die bisherige Behandlungsweise diejenige (UN) Komplexstrahlen bestim-
men, die die I Punkte auf der Kurve &2, und die Z Punkte auf den Strah-
len des (TK) Komplexes des Biischels (4) in der Ebene (4, s), haben.
Wir konnen beweisen, dass die Torsen 7, und 7, /aus A 1./ 8.-ter Klasse
sind; dies bedeutet, dass die gesuchte Flache der (ON) Komplexstrahlen
6. Grades ist, und die Z-Punktkurve auf dieser Fliche 4. Ordnung hat.
Die Gerade s schneidet diese Kurve 4. Ordnung in vier Punkten, da sich
alle vier Durchstosspunkte dieser Kurve mit der Ebene (BCD), auf der
Geraden s befinden miissen. Da die Gerade s irgend eine Gerade der
Ebene (BCD) ist, folgt, dass die gesuchte Z-Punktkurve z* der (UN)
Komplexstrahlen in der Ebene (BCD) 4. Ordnung haben muss.

Zwischen den Punkten der Kurve # 5. Ordnung und der Punkten der
Kurve z¢ 4. Ordnung ist eine ein-eindeutige Zuordnung hergestellt. Wei-
terhin wissen wir, dass jede Ebene die Grundkurve k* des /F?/ Biischels
in vier Punkten durchdringt, in denen der I Punkt und der Z Punkt des-
selben Strahles zusammengefallen sind. Deshalb, dem Chasles-Satze
nach, folgt, dass die iibrigen (UN) Komplexstrahlen in der Ebene (BCD)
eine Kurve 5.-ter Klasse einhiillen. '

Da wir dieselbe Betrachtungen auf jede der Seitencbenen des Polar-
tetraeders ABCD ibertragen konnen, folgt:

SATZ C 9.

In einer Seitenebene des Polartetraeders des Biischels 1F?/ zerfallt
die Kurve 8.-ten Grades der (UN ) Komplexstrahlen in drei Strahl-
biischel mit den Scheitelpunkten in den Eckpunkten des Tetraeders,
und in eine Kurve 5. Klasse. Die I-Punktkurve 5. Ordnung dieser
Strahlen enthalt auch die drei Eckpunkte des Tetraeders in der ge-
gebenen Ebene, die zweifache Punkte dieser Kurve sind, wihrend
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die Z-Punktkurve 7.-ter Ordnung dieser Strahlen, in drei Uerbin-
dungsgeraden der erwihnten Eckpunkie und in eine Kurve 4. Ord-
nung zerfdllt, die alle diese drei Eckpunkte, als einfache Punkte
enthdlt.

Vergleichen wir den Satz A 11. mit den Resultaten, die fiir die Kurve
k? 2. Ordnung in der Seitenebene des Polartetraeders enthalten sind,
konnen wir behaupten:

SATZ C 10.

Die (UN) Komplexstrahlen, die die I Punkte auf jener Kurve B?
2. Ordnung haben, die drei Eckpunkte des Polartetraeders enthdilt,
bilden die Erzeugenden einer Regelfliche 12. Grades, die in eine
Fliche 6. Grades und in drei Kegel 2. Grades zerféllt, denen die
Scheitelpunkte in den erwihnten Eckpunkten des Tetraeders sind.
Die Z-Punktkurve 10. Ordnung dieser Strahlen zerfdllt in eine
Kurve 4. Ordnung in der Ebene dieser Eckpunkte, welche sie auch
enthélt, und in drei Kurven 2. Ordnung (Kreise), von denen jede
in je einer der iibrigen Seitenebenen des Tetraeders liegt.

Vergleichen wir mit diesem, den Satz 4 12., folgt:

SATZ C 11.

Die (UN) Komplexstrahlen, die die Z Punkte auf jener Kurve k*
2. Ordnung haben, welche die drei Eckpunkte des Polartetraeders
enthiilt, bilden die Erzeugenden einer Regelfliche 20. Grades, die in
eine Fliche 11. Grades (2+ 3 + 5+ 1) und in drei Kegel 3. Grades
zerfdllt, von denen jeder den Scheitelpunkt in je einem der erwihn-
ten Eckpunkte des Tetraeders hat. Die I-Punktkurve 14. Ordnung
dieser Strahlen zerfillt in die Raumkurve 5. Ordnung und in drei
Kurven 8. Ordnung, von denen jede in je einer Seitenebene des Te-
traeders liegt, die verschieden von der Ebene der Kurve k? ist und
alle drei Eckpunkte des Tetraeders in der betreffenden Seitenebene
enthdlt.

Schon einige diese Beispiele weisen uns auf die Gesetzlichkeit des Zer-
falls hin, wie der Kurven und Flichen der (UN) Komplexstrahlen, so
auch der Kurven der denen zugeordneten Punkte, wenn die Menge der
I Punkte, bzw. Z Punkte dieser Strahlen einen oder mehr der Singular-
punkte im Endlichen enthlt. Obgleich sich die Untersuchungen auch in
diesem Sinn wie erweitern, so auch vertiefen konnen, werden wir sie bei
einen anderen Gelegenheit behandeln.
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5. DIE GERADEN DER FERNEBENE

Bei den Untersuchungen der Eigenschaften der (UN) Komplexstrahlen
meldet sich ein besonders wichtiges Problem, wenn wir den Punkten
einer belicbigen Geraden g der Fernebene, die zugeordneten (UN) Kom-
plexstrahlen bestimmen wiinschen, u. zw. so, dass sich oder I Punkte,
oder Z Punkte dieser Strahlen auf der ausgewihlten Geraden g befinden.

a) Die (UN) Komplexstrahlen mit den I Punkten auf der Ferngeraden

Eine belicbige Ferngerade ¢ werden wir als eine Menge der / Punkte
der (UN) Komplexstrahlen betrachten. Wenn wir die Z Punkte dieser
Strahlen auf die gewohnte Weise finden versuchen, dann bekommen wir
wie in /B 1. a)/, dass die Strahlen

t=o@(T) fir jeden T E q

die auch die Bisekanten der Kurve & sind, ein Erzeugendensystem des
Hyperboloides H bilden, den die Fernebene in einer Kurve 42 2. Ord-
nung schneidet. Die den Punkten der Kurve A2 zugeordneten Polaren,
beziglich des absoluten Kegelschnittes, hiillen eine Kurve A, 2. Klasse
ein. Durch die Punkte der Geraden g und die ihnen ein-eindeutig zuge-
ordneten Polaren der Kurve A,, ist dieselbe Fernebene bestimmt, die die
Erzeugenden der Fliche H in den Punkten der Kurve A2 schneidet. Diese
Punkte sind die Z Punkte jener Strahlen

o=y(T) firjeden Te&gq,

die sich in der Fernebene befinden und in ihr, nach Chasles, eine Kurve
3. Klasse einhiillen. ‘ _

Wir wissen aber, dass die Z Punkte jener Strahlen des (UN) Kom-
plexes, denen sich die I Punkte auf einer Geraden befinden, eine Raum-
kurve 5. Ordnung bilden, wihrend diese Strahlen eine Regelfliche 6.
Grades bilden. Im Fall der Ferngeraden, ist jed e m seinem Punkt, als
dem / Punkt, je ein Punkt der Kurve 2. Ordnung als ein Z Punkt zuge-
ordnet. Da jeder Raumpunkt, der kein Singuldrpunkt ist, ein / Punkt
nur fiir einen (UN) Komplexstrahl ist, dringt sich als einzige Moglich-
keit fiir die Entdeckung des Restes der Z-Punktkurve auf, dass sich in
der Fernebene noch eine Menge der Singulirpunkte der (UN) Komplex-
strahlen befindet, dem seine / Punkte bilden.

_ Die Loésung dieses, findet man in folgendem:

Die Punkte der Geraden g sollen eine Reihe 7, bestimmen. Jeden
Punkt der Geraden ¢ enthalten auch zwei Polaren der Kurve %, 2. Klas-
se, und sie ordnen auf der Geraden g eine andere Reihe 7, so an, dass
jedem Punkt der Reihe n, je ein Punkt der Reihe n, zugeordnet ist,
aber jedem Punkt der Reihe 7, sind zwei Punkte der Reihe n,
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zugeordnet. Nach Chasles, bekommen wir, dass diese zwei Reihen
drei gemeinsame Punkte haben. Das bedeutet weiterhin, dass sich
auf jeder Geraden g der Fernebene, drei solche Punkte befinden, die
auch jene Polaren p beziiglich des absoluten Kegelschnittes enthalten,
die diesen Punkten durch den (TK) Komplex auf die beschreibene Weise
zugeordnet sind. Zeigen wir vorldufig eine, aber die fundamentalste
unter der unersichtlichen Mengen der Folgen dieser scheinbar einfachen
Tatsache. )

Es soll einer, der erwadhnten drei Punkte auf der Geraden g, der Punkt
T sein. Der ihm zugeordnete Strahl des (7K) Komplexes ist

ty = (T)

und p ist die erwidhnte, den Punkt 7 enthaltende Polare, beziiglich des
absoluten Kegelschnittes. Mit der Geraden p und seinem Punkt 7 ist das
ganze Parallelebenenbiischel [p] bestimmt, und alle diese Ebenen auf
den Strahl ¢, senkrecht stehen. Da jeder Durchstosspunkt einer Ebene

des Biischels [p] mit dem Strahl ¢, ein Z Punkt jenes (UN) Komplex-

strahles ist, dem sich der / Punkt im Punkt 7 befindet, folgt, dass der
Punkt T ein oco!-deutiger 1 Punkt des Biischels (7) der parallelliegenden
(UN) Komplexstrahlen in der Ebene (7, ¢,) ist, denen sich die Z Punkte

lings der Geraden ¢, befinden.

Da sich auf jeder Geraden der Fernebene drei solche Punkte befinden,
konnen wir behaupten:

SATZ C 12.

In der Fernebene besteht eine Kurve u 3. Ordnung, die eine Menge
der ool-deutigen I Punkte der (UN) Komplexstrahlen ist. Jeder
Punkt dieser Kurve ist der 1 Punkt fiir ein Biischel der (UN) Kom-
plexstrahlen, denen sich die zugeordneten Z Punkte auf dem Strahl
des (TK) Komplexes befinden, der dem betreffenden Punkt der
Kurve u zugeordnet ist. Die Kurve p enthdlt auch drei Fernmittel-

punkte der hyperbolischen Paraboloide des Biischels |F?/.

Dass die letzte Behauptung richtig ist, konnen wir leicht beweisen auf
Grund der Eigenschaften der Kurve x und mittels der bekannten Tat-
sachen iiber die Mittelpunkte der hyperbolischen Paraboloide des /F?/
Biischels /B 1 b/.

SATZ C 18.
Die Fliche 6. Grades der (UN) Komplexstrahlen, denen sich die

I Punkte auf einer Ferngeraden befinden, zerfillt in drei Biischel
untereinander paralleler Strahlen im Endlichen, mit den Scheitel-
punkten auf dieser Ferngeraden, wihrend sich der Rest, d. h. die
Fliche 3. Grades, in eine Kurve 3. Klasse in der Fernebene zusam-
menzieht. Die Kurve 5. Ordnung der Z Punkte dieser Strahlen zer-
fillt in drei Geraden im Endlichen und in eine Kurve 2. Ordnung in

der Ferebene.
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Die Kurve 1 kann keinen zweifachen Punkt haben, was wir auf Grund
der Tatsache beweisen konnen, dass jedem Raumpunkt, ausser der Eck-
punkte des Tetraeders ABCD, nur ein Strahl des (TK) Komplexes zuge-
ordnet ist. Ein Punkt der Kurve i kann ein zweifacher Punkt dieser Kur-
ve nur dann sein, wenn ihm zwei, diesem Punk auf die beschriebene
Weise zugeordneten Polaren, beziiglich des absoluten Kegelschnittes,
enthalten, was weiterhin nur dann moglich wire, wenn diesem Punkt
auch zwei parallele (TK) Komplexstrahlen zugeordnet wiren, was offen-
sichtlich unméglich ist.

Ein solches Flichenbiischel, in dem sich als eine seine Singulirfliche
ein Zylinder befindet, was bedeuten miisste, dass sich ein Eckpunkt des
Polartetraeders in der Fernebene befindet, nehmen wir vorldufig nicht
in Betracht. :

In /B I a)/ ist erwahnt, dass auch Mittelpunkt jeder Fliche des Bii-
schels /F2/ der Z Punkt fir drei (UN) Komplexstrahlen ist. Jetzt konnen
wir das leicht auch beweisen. Jedem Flichenmittelpunkt ist ein ferner
(TK) Komplexstrahl zugeordnet, der die Kurve # 3. Ordnung in 7 Punk-
ten jener drei (UN) Komplexstrahlen schneidet, denen sich die Z Punkte
im Mittelpunkt der betreffenden Fliche befinden.

b) Die (UN) Komplexstrahlen denen sich die Z Punkte auf einer
Ferngeraden, und dem absoluten Kegelschnitt befinden

Alle (UN) Komplexstrahlen, denen sich die Z Punkte auf einer Gera-
den befinden, bilden eine Regelfliche 10. Grades, auf der diese Gerade
eine dreifache ist, und / Punkte dieser Strahlen eine Kurve 7. Ordnung
bilden /Satz A 5/.

Eine Gerade g der Fernebene soll der Ort der Z Punkte der (UN)
Komplexstrahlen sein. I Punkte dieser Strahlen befinden sich, wie be-
kannt, auf einem Hyperboloid H, dessen Erzeugenden die Strahlen

t=@(T) firjeden T<gqg

und die Bisekanten der Kurve k® sind. Auf Grund dessen und des Satzes
B 1 folgt, dass jeder Flichenmittelpunkt der / Punkt fiir je einen
(UN) Komplexstrahl ist, der den Z Punkt auf der Geraden g hat. Da
sich auf jeder Erzeugenden der Fliche H, die ein (TK) Komplexstrahl
ist, drei [ Punkte dreier (UN) Komplexstrahlen mit gemeinsamen Z
Punkt auf der Geraden g befinden miissen, ist es leicht festzustellen, dass
sich nebst zwei Mittelpunkten, der dritte I Punkt auf jeder Erzeugenden,
in seinem Fernpunkt befindet. Den Beweis kann dhnlich wie in /C 5 a/
durchgefiihrt werden. Mit diesem Vorgang nahmen wir alle (TK)
Komplexstrahlen in Betracht, die den Punkten der Geraden ¢ zugeordnet
sind, und auf jedem von ihnen je drei Punkte der I-Punktkurve. Wir
wissen aber, dass die Flaichenmittelpunkte eine Kurve 3. Ordnung bilden,
wihrend die Fernpunkte der Erzeugenden des Hyperboloides H auf einer
Kurve 2. Ordnung liegen. Um zu bestimmen, wo sich der Rest, d. h. die
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I-Punktkurve 2. Ordnung dieser Strahlen befindet, drangt sich uns als
einzige mogliche Losung dieses Problems, schon wieder der Gedanke auf,
dass in der Fernebene noch eine Menge der Singuldrpunkte der (UN)
Komplexstrahlen bestehen muss, den ihre Z Punkte bilden. '

Nehmen wir an, dass eine Kurve ¢2 2. Ordnung in der Fernebene eine
Menge solcher Singuldrpunkte ist. Die Gerade ¢ soll sie in Punkten K,
und K, schneiden, und die Strahlen

th = @(Ke) (n=12)

seien zwei Erzeugenden der Flache H. Die den Punkten der Erzeugen-
den t, bzw. t, zugeordnete (TK) Komplexstrahlen sind die Erzeugenden
des Zylinders 2 .Grades, denen sich die Fernscheitelpunkte in Punkten
K, bzw. K, befinden. Wenn die diesen Fernpunkten der Zylindererzeu-
genden zugeordnete Polaren p, und p,, beziglich des absoluten Kegel-
schnittes, ihre Scheitelpunkte K, und K, enthalten, haben wir dann die
folgende Situation: beliebiger Punkt 7T:, z. B. der Geradenerzeugenden
t; , muss mit der Polare p, eine Ebene bestimmen, die in dem Punkt K,
senkrecht den Strahl des (TK) Komplexes schneidet, der dem Punkt 7
zugeordnet ist. Die Erzeugende ¢, muss dann eine Menge der I Punkte
des Biischels (K,) der parallelen (UN) Komplexstrahlen in der Ebene (K|,
t,) sein, die alle in dem Punkt K, den gemeinsamen Z Punkt haben.
(Offenbar gilt das alles auch wenn wir statt der Nummer 1 die Nummer
2 setzen.)

Es ist leicht zu bewiesen, dass wir das Beschriebene in demjenigen Fall
haben, wenn die Kurve ¢2 der absolute Kegelschnitt ist. Wir wissen nim-
lich, dass jede Gerade ¢ der Fernebene den absoluten Kegelschnitt in
zwei konjugiert imagindre Punkte K, (» = 1,2) schneidet, und die Pola-
ren dieser Punkte, beziiglich des absoluten Kegelschnittes, seine konju-
giert imaginire Tangenten in diesen Punkten sind. Daraus folgt, dass
sich auf jeder Geraden g der Fernebene zwei solche konjugiert imagi-
nare Punkte K, (n = 1,2) befinden, welche die Z Punkte »des Buschels«
der (UN) Komplexstrahlen sind, denen sich die I Punkte lings der
Strahlen
befinden.

Weiterhin miissen wir in Betracht nehmen, dass es auf dem absoluten
Kegelschnitt co? Paare der konjugiert imaginiren Punkte gibt. Die den
Punkten solcher Paare zugeordneten (TK) Komplexstrahlen sind die Bi-
sekanten der Kurve k% . Diese Bisekanten sind die konjugiert imaginiren
Geraden 1. bzw. 2. Art, abhdngig davon, ob sich das erwidhnte Paar der
konjugiert imagindren Punkte auf dem fern (TK) Komplexstrahl, bzw.
auf irgendeiner Geraden der Fernebene befindet.

Konjugiert imaginire Ebenen (K, , t,) und (K,, t,) schneiden sich in
der reellen Geraden s, und so folgt, dass jeder der isotropen (UN) Kom-
plexstrahle aus dem Biischel (K,) bzw. (K;) in diesen Ebenen je einen
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Punkt der Geraden s enthilt. Eine beliebige Ebene der Geraden g (= K,
K,) schneidet die Strahlen ¢; und ¢; in zwei konjugiert imagindren Punk-
ten 7,1 und T,;, und die Gerade s im Punkt S. Ein Paar der isotropen
(UN) Komplexstrahlen, die die I Punkte in T, bzw. 7,5, und die Z
Punkte in K, bzw. K, haben, schneidet sich in dem reellen Punkt S, und
deshalb sind diese isotropen Strahlen I. Ari{. Nehmen wir auf dieselbe
Weise alle Ebenen des Biischels [¢] in Betracht, dann haben wir alle
ool Paare der isotropen Geraden 1. Art bekommen, die die (UN) Kom-
plexstrahlen sind und sich reell in Punkten der Geraden s schneiden.
Die I Punkte dieser Strahlen befinden sich lings der Geraden

tn=p(Ka) (n=12)

wihrend die Z Punkte in den Punkten K, (» = 1,2) sind.

Alle iibrigen Paare der (UN) Komplexstrahlen der Biischel (K») in der
Ebenen (K., ts) (n = 1,2) sind die isotropen Geraden 2. Art. Die Strah-
len eines jeden von diesen Paaren schneiden nidmlich die Gerade s in
zwei konjugiert imagindren Punkten. Die I Punkte dieser Strahlen be-
finden sich im Paar konjugiert imaginidrer Punkte schon wieder in den
Punkten K, und K, . Da jeder der oo? imaginédren Punkte der Geraden s
inzident mit je einem (UN) Komplexstrahl des Biischels (K;) bzw. (K,)
in der Ebene (K., t») {n = 1,2) ist, folgt, dass es auch der erwidhnten
Paare der isotropen Strahlen 2. Art 00? gibt.

Betrachten wir die Punkte der Geraden ¢, als die I Punkte der (UN)
Komplexstrahlen, dann haben wir zwei »Biischel« solcher Strahlen be-
kommen, die aus oo! isotropen Geraden 1. Art und co? isoiropen Gera-
den 2. Art bestehen, und die »Scheitelpunkte« dieser »Biischel« sich in
Punkten K, und K, des absoluten Kegelschnittes befinden. Es folgt:

SATZ C 14.

Die I Punktkurve 7. Ordnung der (ON) Komplexstrahlen, denen
sich die Z Punkte auf der Geraden der Fernebene befinden, zerfillt
in Flichenmittelpunktkurve k> 3. Ordnung, in zwet konjugiert ima-
gindre Geraden 1. oder 2. Art und in eine Kurve 2. Ordnung in der
Fernebene.

Weiterhin bekommen wir, dass auch die Fliche 10. Grades der (ON)
Komplexstrahlen zerfillt, denen sich die Z Punkte auf einer beliebigen
Ferngeraden ¢ befinden. Besonders interessanten Teil dieser zerfallenen
Fliche bilden jene (UN) Komplexstrahlen, denen sich die / Punkte in
Flichenmittelpunkten auf der Kurve k. befinden, und die die Z Punkte
auf der Ferngeraden ¢ haben. Da zwischen den Punkten der Geraden ¢
und den Punkten der Kurve i eine (1,2)-Korrespondenz besteht, bil-
den alle diese (UN) Komplexstrahlen ein Konoid 5. Grades.

Wenn die Ferngerade g ein Strahl

q=o(0) ist, fuir O,< k3,
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dann zerfallt dieses Konoid in ein (UN) Komplexstrahlbiischel mit dem
Scheitelpunkt und dem gemeinsamen / Punkt in dem Mittelpunkt O; und
in ein Konoid 4. Grades. Beweisen konnen wir das mit der gewohnten
Behandlung.

SATZ C 15.

Die Fliche 10. Grades der (ON) Komplexstrahlen, denen sich die
Z Punkte auf der Ferngeraden befinden, zerfillt in ein Konoid 5.
Grades, in zwei »Biischel« der isotropen Geraden 1. und 2. Art,
wihrend sich der Rest in eine Fernkurve 3. Klasse zusammensetzt.

Ausser der bekannten Singuldrpunkten der Kurve ko* und der Grund-
kurve E* des Flichenbiischels /F2/ im Endlichen, bestehen, wie wir sahen,
in der Fernebene noch zwei Kurven: u 3. Ordnung und der absolute
Kegelschnitt 2. Ordnung, die die Mengen der Singularpunkte der (UN)
Komplexstrahlen sind. Da iiber die Kurve u und die (UN) Komplex-
strahlen, die auf irgendeine Weise mit dieser Kurve verbunden sind,
noch sehr viel Rede im Kapitel D des zweiten Teils dieser Arbeit sein
wird, werden wir vorldufig den Ort der I Punkte der (UN) Komplex-
strahlen bestimmen, welche die Z Punkte auf dem absoluten Kegelschnitt
haben.

Die den Punkten einer beliebigen reellen Fernkurve 2. Ordnung zuge-
ordneten (TK) Komplexstrahlen bilden, ein Erzeugendensystem einer Re-
gelfliche 4. Grades von III. Sturmscher Art. Jede Erzeugende dieser
Fliche ist eine Bisekante der Raumkurve k3, und da jeden Punkt dieser

Kurve zwei Erzeugenden enthalten, ist sie auf der Flache zweifach /Ver-
gleich mit A 5 b/.

Nehmen wir an, dass diese Fernkurve 2. Ordnung, der absolute Kegel-
schnitt ist, den die 0o? Paare der konjugiert imaginaren Punkten bilden,
die auf die bekannte Weise definiert sind. Allen diesen konjugiert ima-
giniren Paaren der Punkte des absoluten Kegelschnittes, auf allen Gera-
den der Fernebene zugeordnete (7K) Komplexstrahlen, bilden eine sol-
che Menge, die aus oo® konjugiert imaginaren Geraden 2. Art und aus
oo! konjugiert imaginiren Geraden 1. Art besteht. Alle diese Geraden
sind Bisekanten der Kurve k3. Weiterhin werden wir zeigen, dass eine
beliebige Gerade s mit dieser Menge vier und nur vier gemeinsame Punk-
te hat, von denen immer je zwei konjugiert imaginar sind. Hieraus folgt
direkt, dass die gesuchte Menge der I Punkte jener (UN) Komplexstrah-
len, denen sich die Z Punkte auf dem absoluten Kegelschnitt befinden,
eine imaginire Regelfliche ist, die wir als »Fldche -4« nennen werden.
Diese Fliche o4 ist 4. Ordnung bzw. 4. Grades, und die reelle Mittel-
punktkurve k2 auf ihr zweifach.

Beweisen wir diese Behauptung:
Die den Punkten einer beliebigen endlichen Geraden s, zugeordnete

Strahlen :
t=@(T) fir jeden T
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bilden ein Erzeugendensystem des Hyperboloides H, den die Fernebene
in einer Kurve A2 2. Ordnung schneidet. Die Kurve A2 und der absolute
Kegelschnitt schneiden sich in Punkten K. ( 2 = 1,2,3,4) , die in Paaren
konjugiert imaginir sind. Die konjugiert imaginaren Erzeugenden des
Hyperboloides H, die diese Punkte des absoluten Kegelschnittes enthal-
ten, sind die Strahlen des (TK) Komplexes die den Paaren der konjugiert
imaginiren Punkte 7» (n = 1,2,3,4) der Geraden s, zugeordnet sind.
Auf Grund des polaren Verhiltnisses muss weiterhin

t» = @(K»n) ein solcher sein, dass der Punkt
Tné tn (n == 1,2,3,4) ist.

Hieraus folgt, dass die Punkte 7, die einzige gemeinsame Punkte der
Geraden s und der »Fliache o4« sind.

Auf Grund dessen und des Satzes C 14 folgt, dass alle (UN) Komplex-
strahlen, denen die Z Punkte auf dem absoluten Kegelschnitt liegen,
ihre I Punkte auf der »Fliche -4« 4. Grades haben.
 Im Satz A 11 haben wir gezeigt, dass die I Punkte der (UN) Komplex-
strahlen, denen sich die Z Punkte in einer Ebene befinden, ein Fliche
5. Ordnung bilden. Da einem beliebigen Fernpunkt, der Z Punkt eines
(ON) Komplexstrahles ist, der zugeordnete I Punkt wieder in der Fern-
ebene liegt, fanden wir, das der Ergénzungsteil der /-Punktfliche 5. Ord-
nung, die »Fliche A« 4. Ordnung ist. Es folgt:

SATZ C 16.

Die I-Punktfliche 5. Ordnung der (UN) Komplexsirahlen, denen
sich die Z Punkte in der Ferne%ene befinden, zerfdllt in die Fern-
ebene und in die »Fliche A« 4. Grades, die co! Paare der konju-
giert imagindren Geraden 1. Art, und oo® Paare der konjugiert ima-
gindren Geraden 2. Art bilden. Alle diese Geraden sind die Bise-
kanten der Kurve k3, die auf der »Fliche A« zweifach und reell
ist.

Durch bisherige Betrachtungen und Behauptungen haben wir nur die
Grundeigenschaften des (UN) Komplexes ausgefihrt und klargemacht.

In zweiten Teil dieser Arbeit, die bald veroffentlicht sein wird, wer-
den weitere Eigenschaften des (UN) Komplexes ausgefithrt. Bei diesen
Betrachtungen werden die grosste Rolle die Kurven u und k&, als die
Mengen der Singuldrpunkte der (UN) Komplexstrahlen, spielen.

Im Kapitel D werden Eigenschaften der Involutorstrahlen des (UN)
Komplexes untersucht. Solche Strahlen fithren eine Kongruenz aus, und
die ihnen zugeordnete I-Z Punkte, bilden eine interessante Flache.

Unter allen Eigenschaften des (UN) Komplexes miissen wir besonders
die Einfithrung der Gestaltungrelationen zwischen den Strahlen dieses
Komplexes, betonen. Im Kapitel E, werden wir die sogenannten »Ketten
der (UN) Komplexstrahlen« in Betracht nehmen.
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ViasTA SCUrRIC-CUDOVAN

ORIJENTIRANI NICEOV KOMPLEKS ODREDEN
PRAMENOM PLOHA 2. STUPNJA

U projektivnom prostoru, odnosno na modelu projektivnog prostora
izgradenom u nadopunjenom euklidskom prostoru, dan je pramen ploha
/F?/ 2. stupnja i njime odreden pramen (F2) polarnih prostora tih ploha.

Sa svakim pramenom ploha 2. stupnja odreden je »tetraedarski kom-
pleks« ili kraée «(TK) kompleks« ({5], Bd IIL), »Majcenov kompleks«
(8], »kompleks normala« [4] i »kompleks najkraéih dirnik staza medu
plohama pramena ploha 2. stupnja« [1], [2].

Bilo koja toka prostora nalazi se na jednoj od ploha pramena /F?/, a
po volji odabrana totka T neka se nalazi na plohi F. Dirna ravnina R te
plohe u totki T sadr¥i zraku ¢ poznatog (TK) kompleksa. Pravac totke T
okomit na ravninu R zraka je kompleksa normala. Pravci pramena (7) u
ravnini R diraju plohu F u totki 7, dok im se drugo diraliste s jo§ jed-
nom plohom pramena /F?/ nalazi u njihovu sjeci$tu sa zrakom ¢. Pravac
pramena (7) usporedan sa zrakom ¢ zraka je Majcenova kompleksa, a
pravac na kojemu je udaljenost medu diraliftima najkraéa, tj. okomica
o poloZena iz totke T na zraku ¢, zraka je kompleksa najkraéih dirnih
staza.

Totku T zrake o nazvat éemo njenom I tolkom, a sjecifte zraka ¢t /\ o
Z totkom te zrake. Pokazuje se da tolke I i Z zrake o nisu ravnopravne,
pa izlazi da one na prirodni nadin odreduju orijentaciju te zrake.
Kako je kompleks, koji ¢ine sve na opisani nadin odredene zrake o, defi-
nirao i odredio mu niz svojstava V. Nile, nazvat éemo ga: »Orijentirani
Niteov kompleks odreden pramenom ploha 2. stupnja« ili kraée: »(UN)
kompleks«. Ovaj je kompleks 8. stupnja.

Cinjenica da se na svakoj zraci (UN) kompleksa nalaze dvije njoj pri-
druZene totke i da je bilo koja totka T prostora [ totka za jednu i Z totka
za tri zrake (UN) kompleksa, koje su sve komplanarne, omoguéuje razna
istrafivanja o medusobnoj zavisnosti geometrijskog mjesta zraka (UN)
kompleksa, te geometrijskog mjesta I totaka, odnosno Z totaka tih zraka.
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Usporedivanje veéeg broja stavaka iz poglavlja A prikazanih na pri-
loZenoj shemi daje nam dosta dobar uvid u te zavisnosti.

: I toéke na: Z tolke zrake (UN) kompleksa
pravcu krivulja 5. reda ploha 6. stupnja
krivulji 2. reda krivulja 10. reda ploha 12. stupnja
ravnini ploha 7. reda kongruencija 9. reda 5. razreda
plohi 2. reda ploha 14. reda kongruencija 18. reda 10. razreda
Z totke na: 1 todke | zrake (UN) kompleksa
pravcu krivulja 7. reda ploha 10. stupnja .
krivulji 2. reda krivulja 14. reda ploha 20. stupnja
| ravnini ploha 5. reda kqngruencija 11. reda 7. razreda
plohi 2. reda ploha 10. reda kongruencija 22. reda 14. razreda

Krivulje singularnih totaka zraka (UN) kompleksa obradene su u po-
glavljima B i C. Pokazano je da je svaka totka krivulje k. 3. reda sre-
di§ta ploha pramena /F?/ ool-znatna I totka zraka (UN) kompleksa. Na
toj krivulji posebno su istaknuta svojim svojstvima &etiri sredi$ta singu-
larnih ploha tog pramena, kao i beskonalno daleka sredista hiperbolikih
paraboloida pramena /F?/. Totke temeljne krivulje k% ovog pramena no-
sioci su pramenova zraka (UN) kompleksa, kojima I i Z totke padaju
zajedno. ,

Zrake (UN) kompleksa kojima se I totke, odnosno Z totke nalaze na
pravcu koji sadrZi jednu, odnosno dvije totke krivulje ko i k¢ odreduju
plohe, a njima pridrufene Z totke, odnosno I totke odreduju krivulje,
koje se raspadaju prema zakonitostima naslijedenim od ovih singularnih
tocaka.

To nasljede ima utjecaj i na skupove ravnina, u kojima se krivulja 8.
razreda zraka (UX) kompleksa, kao i krivulja pridrufenih 1, odnosno Z
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tolaka raspada. Obradene su dvije skupine singularnih ravnina, i to dir-
nih ravnina duZ izvodnica singularnih ploha pramena /F?/ i pobotnih
ravnina autopolarnog tetraedra pramena (F2). Veé nam 1 ova dva intere-
santna primjera zorno prikazuju kada i zbog ¢ega dolazi do spomenutih
raspada, kako razredne krivulje zraka (UN) kompleksa, tako i krivulja
I totaka i Z tofaka na njima.

Beskona¢no daleka raznina sadrii takoder dvije krivulje singularnih
to¢aka zraka (UN) kompleksa. O krivulji 4 3. reda, koja je geometrijsko
mjesto col-znalnih I tolaka zraka tog kompleksa, bit e jo§ mnogo go-
vora u poglavljima D i E drugog dijela ove radnje, koji ¢e biti uskoro
objavljen.

IstraZivanja apsolutne konike kao geometrijskog mjesta oo®-znatnih Z
totaka zraka (UN) kompleksa mogla su se provesti tek poSto je istraZen
niz svojstava (7K) kompleksa u imaginarnom podrudju. Tako su, npr.,
parovima konjugirano imaginarnih tolaka apsolutne konike pridruene
zrake (T K) kompleksa, konjugirano imaginarni pravci 1, odnosno 2. vrste
ovisno o tome nalazi li se taj par konjugirano imaginarnih tofaka na
beskonaéno dalekoj zraci (TK) kompleksa ili na bilo kojem pravcu bes-
konalno daleke ravnine. Svim parovima konjugirano imaginarnih tolaka
apsolutne konike pridrufene zrake (T7K) kompleksa odreduju imagirnu
plohu £ 4. stupnja. Jzvodnice te plohe, co? spomenutih parova konju-
girano imaginarnih zraka (TK) kompleksa, bisekante su krivulje kc®,
koja je na toj imaginarnoj plohi realna i dvostruka. Imaginarnu plohu 4
ine [ totke onih parova konjugirano imaginarnih zraka (UN) kompleksa
koje su izotropni pravci 1. i 2. vrste, a Z totke im se nalaze u spomenu-
tim parovima konjugirano imaginarnih tofaka apsolutne konike.

Institut za matematiku
Sveutilista u Zagrebu

Primljeno za publikaciju 22, prosinca 1972. u Odjelu za matematithe, fizitke i
tehnitke nauke Jugoslavenske akademije u Zagrebu.

205



