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Uvod

Homoteticnim ¢unjosjeCnicama nazivamo takve ¢unjosjeénice,
koje prolaze istim dvjema neizmjerno dalekim to¢kama. Budué¢i da
svaka ¢unjosjeCnica pravéaste plohe 3. i 4. reda sije¢e svaku njenu
izvodnicu, bit ¢e centralne projekcije svih éunjosjeénica takvih ploha,
iz neke toCke njihove viSestruke linije, ha ravnine usporedne s parom
izvodnica, koje se u toj toCki sijeku, homoteti¢nel, Buduéi da su sve
kruZnice neke ravnine homotetiéne, nameée nam se ovakvo pitanje:
Postoje i na viSestrukim linijama svih, ili samo nekih pravéastih
ploha 3. i 4. reda totke, koje ¢e biti takav centar projiciranja, da pro-
jekcije svih ¢unjosje¢nica tih ploha na ravnine usporedne s parom
izvodnica te tocke budu kruznice? Ili drugim rije¢ima: Postoje 1i
tolke, 1 koliko ih ima, na viSestrukim linijama svih, ili samo nekih
pravcastih ploha 3. 1 4. reda, kojima prolazi par njihovih izotropnih
izvodnica? Kod kosih konoida 3. i 4. reda ova dva pitanja nisu iden-
titna, ako se radi o njihoveoj neizmjerno dalekoj dvostrukoj toeki.
Ali na to ¢emo se jo§ kasnije osvrnuti.

Takvim problemom bavit éemo se u ovom radu. One totke ploha
2. reda, kojima prolazi par njihovih izotropnih izvodnica, zovu se
kruzne totke. Analogno zvat ¢emo traZene to¢ke kruZnim totkama
praviastih ploha 3. i 4. reda. Na ovakvim plohama ima medutim
opc¢eno 18, odnosno 24 kruine totke (6n ako je n red plohe. R. Sturm).
Kako su u naSem sluéaju kruzne tocke sje@ista izotropnog para izvod-
nica takvih ploha na izoliranom dijelu njihovih viZestrukih linija,
nazvat ¢emo ove naSe kruZne totke izoliranim kruZnim totkama
pravcastih ploha 3. i 4. reda.

Kruzne tocke ploha 2. reda ne podudaraju se u svim svojm
svojstvima s ovim nadim izoliranim kruznim totkama. Na pr. u
zakrivljenosti, jer je kruZna totka praviastih ploha 3. i 4. reda na
izoliranom dijelu dvostrukog pravea, odnosno krive linije, tih ploha.

1 Vidi radnju: O ¢€unjosjefnicama na pravéastim plohama 3. i 4. reda.
Nastav. vjes. Knj. L., sv. 1.
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Izolirane kruZne totke pravéastih ploha 3. i 4. reda usko su vezame
uz ciklitke presjeke ovih ploha. Stoga ¢emo promotriti usput i
ciklitke presjeke takvih ploha, ali samo presjeke 2. reda, t. j. kru-
7nice, a osvrnut éemo se i na vezu svih ¢unjosjetnica takvih ploha
s njihovim izoliranim kruznim to¢kama. Jasno je, da na pravcastim
plohama 3. i 4. reda postoje i ravninski cikli¢ki presjeci 3. odnosno
4. reda, koji su takoder u vezi s izoliranim kruznim tockama. Ali
takvi ne ¢ée ulaziti u ovoj radnji u nasa razmatranja.

Sve pravéaste plohe 3. reda i ve¢ina pravcastih ploha 4. reda
nalaze se u nekoj kongruencijy 1. reda. U drugom dijelu radnje istra-
%it éemo, koliko pravéastih ploha spomenutih redova ima u pojedinim
takvim kongruencijama 1. reda uopée, a onda, koliko ima takvih s
izoliranim kruZnim totkama. One praviaste plohe 4. reda, koje se
nalaze ne samo u jednoj od tih kongruencija, nego u njih neizmjerno
mnogo, promatrat éemo u jednom linearnom singularnom kompleksu.

1.
1) Pravéaste plohe 3. reda

Pomiéemo 1i ravninu kruZnog presjeka troosnog elipsoida para-
lelno prema kruznoj to¢ki, bit ¢e taj kruzni presjek sve manji, dok
se konaéno u kruznoj to¢ki ne raspadne u dva izotropna pravca.
Slitno se moe raspasti kruzni presjek i kod pravdéastih ploha 3. reda,
i tou par izotropnih i jedan realan pravac, kojs je onda nuzno jedno-
struka ravnalica plohe. Opéeno mogu na takvim plohama biti najvise
tri realna krufna presjeka?. Apsolutna kruznica sijete naime nelz-
mjerno daleku krivulju plohe u Sest tocaka, koje su u parovima
konjugirano imaginarne. Realne spojnice triju parova tih konjugirano
‘maginarnih to¢aka sijeku tu krivulju svaka u jo§ jednoj realnoj
totki, Ovom totkom odredena je u konagnosti jedna izvodnica, a
pripadnom spojnicom ona ravnina tom izvodnicom, koja plohu sijete
u kruZnici. Neka jedna spomenuta spojnica prolazi neizmjerno dale-
kom totkom jednostruke ravnalice plohe. Ravnine jednostruke rav-
nalice sijeku plohu u parovima realnih ili imaginarnih izvodnica,
dakle je onom izvodnicom i onom spojnicom odreden u konac¢nosti
par imaginarnih izvodnica, i to upravo izotropnih pravaca, u koje je
degenerirala jedna realna kruZnica plohe. Ove izotropne izvodnice
sijeku se na dvostrukom pravcu kao i svi drugi parovi izvodnica, a
njihovo realno sjeciSte nazvali smo izoliranom kruZnom totkom.

Istrazit éemo sada, koliko se kruZnih presjeka moZe raspasti u par
izotropnih pravaca, t. j. koliko izoliranih kruznih to¢aka moZe biti na
pravéastoj plohi 3. reda. Takvih todaka ne mozZe biti viSe od dvije, jer

? Miiller-Krames, Vorles. iiber darstell. Geometrie (Leipzig—Wien 1931.),
Bd. II1, str. 188,
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samo dvije od one tri spojnice u neizmjerno dalekoj ravnini mogu pro-
laziti neizmjernom dalekom to¢kom K, jednostruke ravnalice plohe.
Dokazat éemo to ovako: Po volji odabrana ¢unjosjetnica ¢ neka
sijete krivulju k 3. reda roda nultoga u totkama A, B, C, D, E i F.
Spojnica toaka A, B neka sijeée krivulju k u trecoj to¢ki K. Poka-
zat ¢emo sada, da totkom K moZe prolaziti jo§ samo jedna od pre-
osatlih spojnica CD i EF. To¢ke A, B, C, D, E i F slozili smo u tri
para AB, CD i EF. Uzmimo, da sve tri spojnice prolaze to¢kom K.
Ako postavimo harmonijske dvoomjere (ABKM) = —1, (CDKL) =
=—1 i (EFKQO) = —1, tad Izlazi, da se totke M, L i O nalaze na
polari ¢unjosjetnice ¢ za pol K, a nalaze se i na koni®noj polari kri-
vulje k za isti pol. Ali to nije moguce, jer pravac sije¢e éunjosjednicu
samo u dvije tocke, dakle samo dvije spojnice mogu prolaziti to¢kom
K. Uzmemo li mjesto &unjosjefnice ¢ apsolutnu kruzmicu, naga je
tvrdnja time dokazana.

Kazali smo, da jedna, ili najviSe dvije neizmjerno daleke spoj-
nice sjeciSta na apsolutnoj kruZnic: mogu prolaziti neizmjerno dale-
kom totkom jednostruke ravnalice, ali naravski ne moraju. Dakle
izolirane kruZne totke me postoje na svakoj pravéastoj plohi 3. reda
s izoliranim dijelom dvostrukog pravca, nego samo na nek‘ma od
njih, i to na takvima, koje zadovoljavaju nekim posve odredenim
uvjetima, a na te ¢emo se uvjete doskora osvrnuti.

Ovdje moZemo jo§ vrlo jednostavno zakljugiti, da kod konoida
3. reda postoji samo jedna izolirana kruzna to¢ka. Neizmjerno daleka
krivulja tih konoida raspada se u jednostruku ravnalicu i dvije izvod-
nice. Od presje¢nih totaka ove raspadnute krivulje s apsolutnom
kruZnicom samo dvije mogu biti na jednostrukoj ravnalici, dakle
mogu dati samo jedan par izotropnih izvodnica, t. j. samo jednu izo-
liranu kruznu to¢ku,

Na ovom mjestu treba spomenut: u vezi s onim &to je redeno u
uvodu, da kod konoida 3., a i 4. reda moZe postojati imaginaran neiz-
mjerno daleki par izvodnica, koje prolaze sjeciitima apsolutne kru-
Znice s neizmjerno dalekom jednostrukom ravnalicom tog konoida,
a da one nisu izotropne. Takav se slu¢aj javlja kod kosith konoida 3.
i 4. reda, koji u neizmjernosti imaju izoliranu kruZnu todku s ne’zo-
tropnim parom izvodnica. Ovakve se neizmjerno daleke totke kod
nadih razmatranja nimalo ne razl’kuju od onih s izotropnim izvodni-
cama, jer ¢e projekcije ¢unjosjeénica takvih komoida u smjeru dvo-
strukog pravca na direkcione ravnine biti takoder kruimice3. Zato
¢emo i njth ukljuditi pod naziv izolirane kruZne todke.

Pogledat ¢emo jo§, po &emu moZemo zakljuiti, postoji 1i na plohi
lzolirana kruzna totka, i kako bismo je mogli konstruktivnim putem
odrediti, odnosno, kojim uvjetima mora zadovoljavati pravéasta ploha
3. reda, da na njoj postoji jedna ili dvije izolirane kruZne totke?

3 Vidi radnju cit. pod 1).
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Odaberimo na pravéastoj plohi 3. reda, s realnim kuspidalnim
totkama K;, Ks i torzalnim praveima ti, t2, po volji to¢ku S na dvo-
strukom pravecu kao centar projiciranja. Tom totkom neka prolazi par
imaginarnih izvodnica. Odredimo li pomoéu harmonijskog dvoomjera
(K1K28J) = —1 totku J na dvostrukom praveu, tada njome prolaze
realne izvodnice iy, is. Projiciramo li sve to iz to¢ke S na neku rav-
ninu a, paralelnu s ravninom izvodnica totke S, dobit ¢emo u njoj,
zbog poznate hiperboli¢ke involucije na jednostrukoj ravnalici, etiri
harmonijska pravea (t; ts' i; ") = —1, a na tim pravcima nalazit ce
se krajnje totke parova konjugiranih dijametara cunjosjecnica, u
koje se iz S projiciraju Cunjosjetnice plohet. Kada bi za pravce
t, to’, iy 1 is vrijedili uvjeti t;' L t2" i i," L i, bile bi sve te homo-
teti¢ne Gunjosjetnice u ravnini a kruZnice, jer bi parovi konjugiranih
dijametara bili medu sobom okomiti i jednaki. Dvostrukim pravcem
plohe i pravecima ii, ig, t; i to dane su ravnine a, b, ci d, za koje
vrijedi harmonijski dvoomjer (cdab) = —1, zbog involucije uporista
izvodnica na jednostrukoj ravnalici. Ravnine a, b, ¢ i d sijeku rav-
ninu a u praveima i, is’, t1" i t’. Buduéi da su ravnine a, svih cen-
tara projiciranja na dvostrukom pravecu paralelne s jednostrukom
ravnalicom plohe, mogli bismo cio nag problem formulirati ovako:
da se odredi izolirana kruZna tocka plohe, trebalo bi ravainu njenih
izvodnica poloziti tako, da ona na opisani nadin pridruZene joj rav-
hine a, b, c i d sijee u &etiri harmonijska praveca (d, ¢; a,b,) = —1
tako, da bude d; L ¢; i a; L b;. Oznadimo izolirane kruZne tocke s O,
za razliku od obi¢nih centara projiciranja S. Mi ne moZemo postavitd
jednostrukom ravnalicom ravninu tako, da bude ¢; 1. d; i a; L b;, jer
ne poznajemo toéku O, a prema tome ni ravnine a i b. No lako mo-
zemo postaviti ravninu o jednostrukom ravnalicom tako, da bude
p, L ¢, jer pravei ti, to ostaju ¢vrsti za svaku toéku S. Torzalni
pravei ty, t2 sijeku jednostruku ravnalicu 1 plohe u dvostrukim toé-
kama njegove involucije. Uzmimo sada centralnu totku involucije
pravea | kao srediSte kugle, koja prolazi dvostrukim totkama te
involucije. Probodista Oy i Os dvostruke ravnalice s tom kuglom
mogu biti izolirane kruZzne totke plohe, jer ¢e pravci d; i ¢; u ravni-
nama tih tofaka i pravca I biti medu sobom okomiti. Jasno je, da
todke Oy i O2 mogu biti izolirane kruZne, ali ne moraju, jer ne zna-
mo, hoce 1i i &' biti okomito na b, Uvijek, kada je totka O izolirana
kruzna, bit ée ¢; | d, pa na temelju toga moZemo izre¢i ovaj stavak:

Izolirane kruine to¢ke mogu postojati samo
na onim pravéastim plohama 3. reda, kod kojih
je udaljenost dvostruke ravnalice od centralne
to¢ke involucije upori§ta izvodnica na jedno-
strukoj ravnalici manja od udaljenosti te cen-

¢ Vidi radnju cit. pod 1), str. 35.
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tralne toc¢ke do realnih dvostrukih todaka te
involucije. Inace su te izolirane kruZne totke
imaginarne.

Kao $to vidimo, taj nam stavak daje nuzdan, ali n'posto i dovo-
ljan uvjet za izolirane kruine tocke. Hoée li, mecimo totka Oy biti
kruzna, mozemo saznati ovako: potraZit éemo todki O, pripadnu
tocku Jy pomoéu harmonijskog dvoomjera (KiK20J,) = —1, pa
¢emo njoj pripadne ravnine a i b sje¢i ravninom (10;). Ako ta rav-
nina sijee ravnine a i b u okomitim praveima, bit ¢e tocka O; izo-
lirana kruzna, inafe ne. Da totka O; mora biti na izoliranom dijelu
dvostruke ravnalice, znademo veé otprije.

Da li na nekej pravcéastoj plohi 3. reda postoji jedna ili dvije
izolirane kruzne totke, mogli bismo odrediti i na ovaj, za konstruk-
tivne svrhe ne$to kompliciraniji, nadin: kazali smo, da ¢ée na prav-
castoj plohi 3. reda biti jedna, odnosno dvije izolirane kruZne todke
onda, ako nelzmjerno dalekom to¢kom jednostruke ravnalice prolaze
jedna, odnosno dvije spojnice konjugirano imaginarnih parova sjeci-
Sta apsolutne kruimice s meizmjerno dalekom krivuljom te plohe.
Medutim, neizmjerno dalekom totkom jednostruke ravnalice prolazi
i jedna obi¢na realna izvodnica te plohe, koja je u konatnosti s njom
paralelna. Ova izvodnica u konatnosti i ona jedna, odnosno dvije
spojnice u neizmjernosti odreduju u konat¢nosti ravnine, koje nagu
plohu sijeku u kruZnicama i u toj izvodnici. Vidimo dakle, ako su
na pravcastoj plohi 3. reda jedna, odnosno dvije izolirane krune
tocke, onda ée u svesku ravnina te paralelne izvodnice s jednostru-
kom ravnalicom biti jedna, odnosno dvije ravnine, koje tu plohu
sijeku u kruZnicama. Odatle proizlazi ovakav stavak:

Nuzdan i dovoljan uvjet za postojanje ni-
jedne, jedne il: dviju izoliranih kruznih toéaka
na pravcéastoj plohi 3. reda je taj, da se u svesku
ravnina one izvodnice te plohe, koja je para-
lelna s njenom jednostrukom ravnalicom, na-
lazi nijedna, jedna ili dvije ravnine, koje tu
plohu sijeku u kruZnicama.

Ovim stavkom dan nam, je novi put, kojim bismo mogli doéi
do takvih. izoliranih kruZnih totaka konstruktivnim putem, na bilo
kakvoj zadanoj pravéastoj ploh; 3. reda, ako one na njoj postoje.

Kod konoida 3. reda sve su ravnine « paralelne s direkecionom
ravninom plohe, jer se jednostruka ravnalica malazi u neizmjernosti.
Projiciramo 1i iz neke totke S dvostruke ravnalice tog konoida sve
njegove izvodnice na jednu direkcionu ravninu, bit ¢e projekcije tih
izvodnica paralelne s izvodnicama na plohi. Odavle direktno izlazi,
da torzalni pravci moraju biti okomiti jedan na drugom, ako na tom
konoidu postoji izolirana kruzna totka. Ako su torzalni pravci realni
i okomiti, postoji na tom konoidu uvijek jo§ jedan par okomith

izvodnica, jer jedan takav par medu sobom okomitih korespondent-
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nih zraka postoj; kod svakog involutornog pramena, a ‘zvdnice naSeg
konoida projiciraju se iz totke S na direkcionu ravninu u involu-
toran pramen zraka. Neka taj okomiti par izvodnica sijece dvostruku
ravnaliou u totki J. Pomoc¢u harmonijskog dvoomjera (KiKoJ O) =
= —1 dobivena totka O je tada izolirana kruzna totka. Mozemo
dakle izreé¢i 1 ovaj stavak:

NuZdan i dovoljan uvjet za izoliranu kruznu
totkuna konoidu 3. reda je taj da sumu torzalni
pravei realni i jedan na drugom okomiti

U taj stavak ukljutena je naravski : neizmjerno daleka izolirana
totka s meizotropnim izvodnicama.

Kod Pliickerova konoida nalazi se izolirana kruzna to¢ka u neiz-
mjernosti, jer par njegovih okomitih realnih izvodnica prolazi polo-
viStem udaljenosti izmedu kuspidalnih tocaka.

Znademo, da je vrsta projekcije ¢unjosjetnica iz neke totke S
dvostruke ravnalice na pripadnu ravninu a (paralelnu s ‘zvodnicama
totke S), odredena prirodom involutornog pramena, kojim su defi-
nirane izvodnice centra projiciranja S, jer dvostruke zrake tog
pramena i te projicirane ¢unjosjeénice imaju iste neizmjerno da-
leke totke. Na temelju toga i ostalih na$ih razmatranja moZemo za
Pliickerov konoid izreéi jos i ovaj stavak:

Zadamo li neku ¢unjosjeénicu u bilo kojoj di-
rekcionojravnini Plickerovakonoidatako, dasu
joj osi paralelne s njegovim torzalnim pravcima
i da ona sijete njegovu dvostruku ravnalicu, tada
postoji uvijek na toj ravnalici jedna tocka, iz
koje ¢e se jedna njegova ¢unjosjeénica projici-
rati uzadanu.

Za konoide 3. reda moZemo, s obzirom na izolirane kruzne tocke,
izreéi jo§ i owvaj stavak:

Ako neki konoid 3. reda ima izoliranu kruZnu
to¢ku Oq, onda njemu harmonijski pridruZeni ko-
noid® ima takoder izoliranu kruZnu toéku O, koja
s totkom O; i zajedni¢kim kuspidalnim to¢kama
Ki, Kz tih dvaju konoida daje harmonijski dvo-
om J er (K1K20102) = —1,

Dokazat ¢emo to ovako: Neka je totka O; izolirana kruZna
totka nekog komnoida 3. reda v s kuspidalnim totkama K;, K> i
okomitim torzalnim pravecima ti, t2. Pomoéu hanmonijskog dvo-
omjera (KiK2010) = —1 odredimo totku Os. Buduéi da je totka
O, izolirana kruZna, bit ée izvodnice konoida u totki O» takoder
medu sobom okomite. U harmonijski pridruZenom konoidu w° ostaju
kuspidalne totke i torzalni pravei isti. Izvidnicama totke O bit ée
u tom konoidu pridruzene izvodnice totke Oy, koje su paralelne s
onim prvima, dakle opet jedna na drugu okomita. Odavle izlazi, da

5 Miiller-Krames, Cit. pod 2), str. 187.
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je totka Og izolirana kruzna tofka harmonijski pridruZenog konoida.
Izvodnice totke Og prvog konoida v paralelne su s izvodnicama totke
O; harmonijski pridruZzenog konoida v°, jer pridruzeni parovi izvod-
nica dvaju harmonijski pridruzenih prawvéastih ploha 3. reda sijeku
zajednicku jednostruku ravnalicu u istom involutornom nizu. Pri-
mijenimo li ovo na Pliickerov konoid, moZemo za njega izreéi jo$
i ovaj stavak:

Projiciramo li ¢unjosjeénice konoida harmo-
nijski pridruzenog Plickerovu, iz njegova sre-
diSta na direkcionu ravninu po volji odabranu,
bitéeprojekcijetihéunjosjeénicaopetkruznice.

Govoreéi o pravéastim plohama 3. reda, spomenut ¢emo neSto
i o gradenju onih takvih ploha, na kojima ¢e biti jedna ili dvije
izolirane kruZne todke. Pravéaste plohe obi¢no se zadaju pomocu
ravnalica. Takve plohe 3. reda zadaju se jednostrukom ravnalicom
1, dvostrukom ravnalicom d i nekom ¢unjosjeénicom c, koja sijete
dvostruku ravnalicu. Na§ problem sastojao bi se dakle u tome, kako
bismo odabrali i postavili ove elemente kao ravnalice, da na zadanoj
plohi budu uistinu jedna ili dvije izolirane kruzne tocke.

Uzmimo bilo kakav stoZac 2 reda, kojemu je vrh tocka O i na
njemu neku Gunjosjeénicu c. Ova ¢unjosjetnica c i jedna, bilo koja
izvodnica d toga sto$ca neka su izvodne ravnalice neke pravéaste
plohe 3. reda. Pravac d ¢e biti dvostruka ravnalica te plohe. Za ovaj
stoZzac postoje dva sveska paralelnih ravnina, koje ga sijeku u kru-
Znicama. Odaberemo 1i jednostruku rawvnalicu ! tako, da lezi u onoj
ravninj jednog od dvaju svezaka, koja prolazi vrthom O, onda ¢e na
tako zadanoj pravéstoj plohi 3. reda vrh O biti izolirana kruzna
to¢ka. Ovo proizlazi iz &njenice, $to ravnina o pravca 1 i vrha O
sijeCe stozac (Oc) u paru izotropnih izvodnica.

Mjesto bilo kakve ¢unjosjeCnice na nasem stoScu 2. reda oda-
berimo na njemu kruZnicu c. Polozimo sada vrhom O ravninu para-
lelnu s ravninama drugog sistema kruZnih presjeka ovog stoSca (rav-
nina kruznice c pripada u prvi takav sistem), i u toj ravnini odabe-
rimo jednostruku ravnalicu 1 tako, da ona bude paralelna s ravni-
nama obaju sistema kruznih presjeka. Za bilo koju izvodnicu naseg
stodca kao dvostruku ravnalicu d imat ¢e ovako sastavljena ploha jo§
jednu izoliranu kruZnu toéku osim totke O, a te druge izolirane
kruzne tocke svih tako sastavljenih ploha nalazit ée se na presjeku
stoSca (Oc) s ravninom jednostruke ravnalice 1, koja pripada u prvi -
sistem ravnina kruznih presjeka sto§ca (Oc), t. j. usporedna s ravni-
nom kruZnice c. U toj ravnini nalaze se naravski i parovi izotropnih
izvodnica svih tih ool pravéastih ploha. 3. reda.

Kada bismo jednostruku ravnalicu 1 odabrali u spomenutoj
ravnini vrha O tako, da ne bude paralelna i s ravninama drugog
sistema kruZnih presjeka, onda bi samo toéka O ostala izolirana
kruzna tocka.
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Kod konoida 3. reda valja uzeti uspravan ili kosi kruzni stozac
ili valjak i jedan njegov presjek c¢. Uzme li se ravnina baze kao
direkciona ravnina, onda je vrh tog stoSca (za valjak nelzmjerno
daleki vrh) izolirana kruzna toka svakog konoida, kojemu je spome-
nuta ¢unjosjeénica ¢ ravnalica, a bilo koja izvodnica navedenog stosca
il: valjka dvostruka ravnalica. Kod kosog kruZnog valjka dobivamo
naravski neizmjerno daleku izoliranu kruznu tofku s neizotropnim
imaginarnim izvodnicama,

Kod konstruktivnog odredivanja izoliranih kruznih toaka na
pravéastim plohama 3. reda postupali bismo prema tome ovako:
Pomoéu sprijeda opisane kugle, poloZzene dvostrukim totkama in-
volucije na jednostrukoj ravnalici kao njenim dijametralnim tocka-
ma, odredili bismo na dvostrukoj ravnalici d one tocke, koje mogu,
ali ne moraju biti izolirane kruzne tocke. Postavimo li sada izvod-
nicom, koja je paralelna s jednostrukom ravnalicom I, ravnine para-
lelne s ravninama jednostruke ravnalice 1 i dobivenih tofaka na
dvostrukoj ravnalici d, pa ako te ravnine sijeku ovu plohu u kruzni-
cama, onda su i dobivene totke na dvostrukoj ravnalici d izolirane
kruZne tocke te plohe. Ako samo jedna takva ravnina sijeCe plohu
u kruznici, onda je i samo njoj odgovarajucéa totka na dvostrukoj
ravnalici izolirana kruzna tocka.

2) Pravéaste plohe 4. reda

Neizmjerno daleka krivulja r™ pravcastih ploha 4. reda sijece
apsolutnu kruZnicu u osam totaka sloZzenih u &etiry konjugirano ima-
ginarna para. Spojimo li po dvije ovakve konjugirano imaginarne
totke realnim neizmjerno dalekim praveima, bit ¢e svakim takvim
pravcem odreden svezak paralelnih ravnina u konacnosti. CikLitki
presjeci tih ravnina s plohom prolaze kroz Cetiri sjeciSta tih spojnica
s neizmjerno dalekom krivuljom r* plohe. Da u takvom svesku para-
lelnih ravnina bude ravnina nekog para izvodnica ili ¢unjosjecnice
plohe, mora neizmjerno daleka spojnica tangirati neizmjerno daleku
krivulju s* torze ravnina parova izvodnica, odnosno ¢unjosjetnica
plohe. Cim takva neizmjerno daleka spojnica tangira krivulju s*,
odredena je njome ravnina jednog para izvodnica, u kojoj se obitno
nalazi i jedna ¢unjosje¢nica. Cikli¢ki presjek ovakve ravnine raspao
se dakle u jednu ¢unjosjecnicu i par pravaca, a kako on prolazi apso~
lutnim to¢kama svoje ravnine, nalazit ¢e se u toj ravnini ili kruznica
s parom realnih ili imaginarnih izvodnica, ili ¢unjosjetnica s parom
izotropnih izmvodnica,

Torza ravnina parova izvodnica, odnosno ¢unjosjeénica gdje ih
ima, treteg je razreda, a moze se raspasti u stozac j svezak ili u same
sveske ravnina. Analogno se prema tome mozZe raspasti i krivulja s*®
u Cunjosjecnicu i pramen, ili u same pramenove pravaca. Navedena
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tunjosjetnica moze se nadalje stegnuti u to¢ku, ednosno u dvostruki
pramen pravaca. MoZe se desiti, da jedna od one &etiri naprijed spo-
~ menute neizmjerno daleke spojnice dvostruko tangira krivulju s*
(plohe III. i IX. vrste), ili ta spojnica prolazi vrhom pramena stegnute
¢unjosjeénice raspadnute krivulje s* (plohe V. i XI. vrste)., U ovim
slu¢ajevima dane su ovakvom neizmjerno dalekom spojnicom dvije
paralelne ravnine ¢éunjosjetnica, ali ako se u jednoj nalazi kruZnica,
u drugoj se uvijek mnalazi izolirana kruzna tot¢ka$, Odatle zaklju-
tujemo:

Broj izoliranih kruznih f{oc¢aka na pravéastim
plohama 4. reda nikada ne moZe premasiti ¢etiri,
dok za ukupni broj izoliranih kruzZnih tot¢aka i
kruznih presjeka postoji moguénost da taj broj
prekoraci

Ima prawviéastih ploha 4. reda, za koje se moZe utvrditi, da im je
broj izoliranih kruZnih totaka manji od &éetiri. U tu svrhu osvrnut
¢emo se sada na pojedine vrste ovih ploha.

a) Pravcaste plohe 4. reda 1. vrste

Imamo li u prostoru dva mimosmjerna pravca d; i d2, na kojima
se nalaze dvo-dvoznaéno pridruzeni nizovi totaka, tada u najopce-
nitijem slu¢aju daju spojnice pridruzenih tocaka ovih nizova izvod-
nice pravéaste plohe 4. reda I. vrste, kojima su ti pravci dvostruke
ravnalice. Uzmemo 1i pravee dq, d2 kao ravnalice, koje sijeku neku
ravninsku krivulju 3. reda roda prvoga, tada naSu plohu &ne svi
pravci, koji sijeku ovu krivulju i ravnalice di i do7. Ploha se nalazi
u linearnoj hiperboli¢koj kongruenciji ravnalica dy i ds.

Neizmjerno daleka krivulja ™ ove plohe je 4. reda s dvije dvo-
struke totke. Osam presjeénih todaka ove krivulje s apsolutnom kru-
Znicom, sloZenih u <etiri konjugirano imaginarna para, daju Cediri
para izotropnih izvodnica sa ¢etiri izolirane kruZne tocke, ako spoj-
nice tih parova prolaze dvostrukim to¢kama krivulje r®. Od Cetiri
para spojenih presjeénih to¢aka na krivulji 7* ne mogu vige od tri
spojnice prolaziti njenom dvostrukom toékom. Dokazati se to moze
ovako: povlatimo 1i dvostrukom totkom A krivulje r” po volji zrake,
tad svaka ova zraka sijete krivulju u dalje dvije totke B i C. Odre-
dimo i mi u svakom paru totaka B, C harmonijski pridruzenu toc¢ku
D s obzirom na totku A, tad ée sve takve to¢ke D leZati na krivulji
3. reda (prva polara toc¢ke A), kojoj je A dvostruka tocka. Polara
totke A, s obzirom na apsolutnu kruZnicu, sijee ovu krivulju u
trima ili u jednoj realnoj totki. LeZe li ova sjeci§ta na izoliranom
dijelu ove krivulje 3. reda, tada njihove spojnice s toékom A mogu

8 Vidi radnju cit. pod 1), str. 38. i 44.
7 Miller-Krames, Cit. pod 2), str. 247.
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bit: spojnice onih parova presjetnih to¢aka krivulje r* s apsolutnom
kruZnicom. Dakle mogu u konac¢nosti dati izolirane kruzne tocke, a
odatle proizlazi:

Na pojedinoj dvostrukoj ravnalici pravcaste
plohe 4. reda I. vrste ne mogu se nalazit: vise od
tri izolirane kruZne tocke.

Moguénost i broj izoliranih kruznih tocaka mogli bi se kon-
struktivno odrediti pomoéu direkcionog stodca krivulje r* .

b) Pravcaste plohe 4. reda II. vrste

Padnu 1i ravnalice dy i do kod ploha I. vrste skupa, recimo u
pravac d, tad se ovakva ploha malazi u linearnoj parabolitkoj kon-
gruenciji ravnalice d, a tim je nastala pravcasta ploha 4. reda Il
vrste. Svaka ravnina prostora sijee ovakvu plohu u krivulji 4. reda,
koja sama sebe dodiruje u sjeci$tu ravnalice d s tom ravninom?.
Budué¢i da i neizmjerno daleka krivulja r® sama sebe dodiruje u
neizmjerno dalekoj tocki D* ravnalice d, to ¢e se poznata krivulja
3. reda kod ploha I, vrste (prva polara to¢ke A s obzirom na krivulju
%) raspasti ovdje u pravac (tangenta u D®) i Zunjosjetnicu, a
odatle odmah izlaz::

Na pravéastim plohama 4. reda II. vrste ne
mogu biti vide od dvije izolirane kruzne toclke.

Konstruktivno istraziti izolirane kruzne totke mogli bismo 1
ovdje pomoc¢u direkcionog stodca krivulje 7.

¢) Pravéaste plohe 4. reda III. vrste

Torza ravnina parova izvodnica odnosno ¢unjosjetnica kod prav-
Castih ploha 4. reda IIL. vrste je 4. reda 3. razreda®. Njena neiz-
mjerno daleka krivulja s* ima jednu ili tri dvostruke tangente,
dakle na njoj postoje paralelne ravnine dviju ¢unjosjetnica. Zna-
demo, da ¢unjosjetnica jedne ovakve ravnine i izvodnice druge rav-
nine imaju zajedni¢ke neizmjerno daleke tocke, dakle vrijedi za te
plohe ovakav stavak:

Ako na pravcastoj plohi 4. reda III. vrste po-
stoje dvije paralelne ravnine parova izvodnica
s kruZnicom u jednoj od njih, tada se u drugoj na-
lazi uvijek izolirana kruZna to¢ka s parom izo-
tropnih izvodnica.

Projiciramo 1i sve CGunjosjetnice plohe III. vrste iz izolirane
kruzne totke O na ravninu o usporednu s izotropnim izvodnicama
tocke O, dobit éemo u njoj ovakav sistem od ool kruZnica: sve te
kruznice dirat ¢e presjetnu ¢unjosjetnicu ravnine a sa stocem, koji

8 Miiller-Krames, Cit. pod 2), str. 250.
¥ Miiller-Krames, Cit. pod 2), str. 253.

202



omataju tangencijalne ravnine plohe, $to prolaze izoliranom kruZnom
totkom10, Sva sredista tih kruZnica nalaze se na polari jednog fokusa
ove ¢unjosjecnice, jer je taj fokus probodiSte tangente dvostruke
kubne ¢unjosjetnice (ravnalice) u izoliranoj kruZnoj tocki, a tangente
iz ovog probodidta na tu €unjosje¢nicu su izotropni praveill.

d) Praviaste plohe 4. reda IV. vrste

Kod ovih se ploha poznata torza parova izvodnica sastoji od
sveska ravn’na, kojemu je os jednostruka ravnalica, a u svakoj se
ravnini tog sveska nalaze uz jednostruku ravnalicu jo§ tri izvod-
nice, od kojih dvije mogu biti imaginarne. Istim konstruktivnim
postupkom kao kod ploha I. : II. vrste moglo bi se i ovdje odrediti,
da li se nalazi i koliko izoliranih kruZnih to¢aka na ovakvoj plohi.
Analogna razmatranja krivulja r* i s> kao kod ploha I. i II. vrste
ne ograni¢uju nam ovdje moguénost broja izoliranih kruznih totaka
ispod Cetiri.

e) Praviaste plohe 4. reda V. vrste

Torza ravnina parova izvodnica i ¢unjosjecnica raspada se kod
ovih ploha u stoZac ili valjak i svezak ravnina. Neizmjerno daleka
krivulja s* te torze bit ¢ée dakle Cunjosjetnica i totka Z%. Ako
spojnica para presjeénih to¢aka neizmjerno daleke krivulje »* plohe
s apsolutnom kruZnicom prolazi tom to¢kom, onda je njom sigurno
odreden par izotropnih izvodnica s izoliranom kruZnom totkom, jer
se u njihovoj ravnini ne nalazi ¢unjosjeénica. Ako ta spojnica dira
¢unjosjecénicu krivulje s%, tad njom moze biti odreden kruzni pre-
sjek il: izolirana kruZna totka. Totka Z* krivulje s* nalazi se u
dvostrukoj tocki neizmjerno daleke krivulje plohe. Njena prva polara
s obzirom na tu krivulju je 3. reda, pa bismo ovdje mogli posve
analogno kao kod ploha I. vrste pokazati, da totkom Z* ne mogu
prolaziti viSe od tri nase spojnice. Vidimo dakle:

Na ¢unjosjec¢nici dvostruke ravnalice prav-
¢aste plohe 4. reda V. vrste ne mogu se nalaziti
viS§e od tri izolirane kruZne tocke.

Ako je poznata torza ravnina parova izvodnica ove plohe valjak,
onda se njezina neizmjerno daleka krivulja $* raspada u dvije tocke
V> i Z% . Spojnice parova presje¢nih tofaka apsolutne kruZnice s
neizmjerno dalekom krivuljom 7 plohe, koje prolaze tolkom V*°,
daju ma toj plohi : par izotropnih izvodnica s izoliranom kruznom
totkom i presjek u kruZnici, jer su tom spojnicom odredene dvije
paralelne ravnine torzel2. MoZemo prema tome izreéi i ovaj stavak:

1o pMiiller-Krames, Cit. pod 2), str. 254.

1 Vidi radnju cit. pod 1), str. 41.
12 Vidi radnju cit. pod 1), str. 44.
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Ako na pravéastoj plohi 4. reda V. vrste, kojo}
ravnine €unjosjeénica omataju valjak, postoje
kruzZnice, onda na njoj postoji najmanje isto to-
liko izoliranih kruzZnih todaka, koliko i kruzZnica.

f) Pravcaste plohe 4. reda VI. vrste

Posve isto kao kod ploha V. vrste moZe se i ovdje pokazati, da
na ¢unjosjecnici dvestruke ravnalice ne moZe biti vise od tri izo-
lirane kruzne tocke. KruZnica na tim plohama nema, jer na njima
nema ¢unjosjecnica.

9) Pravéaste plohe 4. reda VII. vrste

Torza ravnina parova izvodnica i &unjosjeénica raspada se kod
ovih ploha u sveske ravnina dvostrukih ravnalica i dvostruke izvod-
nice. Neizmjerno daleka krivulja s* torze sastoji se dakle od tri
totke, t. j. od neizmjerno dalekih tofaka D;*, Dy i J* tih triju
pravaca. Spojnice poznatih parova toaka apsolutne kruznice, koje
prolaze neizmjerno dalekom totkom dvostrukih pravaca, daju rav-
nine parova izotropnih izvodnica s izoliranim kru¥nim totkama.
One spojnice, koje idu neizmjerno dalekom totkom J* dvostruke
izvodnice daju ravnine kruinih presjeka. Totke D; %, Do,*® i J®
su dvostruke totke neizmjerno daleke krivulje r* plohe. Polare tih
totaka s obzirom na krivulju ™, bit ée krivulja 3. reda. Analogno
kao kod ploha I. vrste moZemo i ovdje dokazati, da takvom totkom
ne moze prolaziti vise od tri nase spojnice, a prema tome vrijedi i
ovaj stavak:

Na pravéastoj plohi 4. reda VII vrste ne mogu
se nalaziti viSe od tri kru?na presjeka

Iz prednjega izlazi takoder, da na svakoj dvostrukoj ravnalici
ne moze biti viSe od tri izolirane kruZne todke, ali mi ¢emo taj broj
sniziti jo§ i dalje. Dvostruka izvodnica plohe sijete obje dvostruke
ravnalice. Neka je dvostruka izvodnica paralelna s jednom dvostru-
kom ravnalicom. Dvije dvostruke tocke neizmjerno daleke krivulje
r” padaju u tom slu¢aju skupa tako, da krivulja r* sama sebe tan-
gira u toj tocki M* . Polara krivulje »* za pol M je Sunjosjetnica,
pa mozemo opet analogno kao kod ploha II. vrste dokazatl, da to¢-
kom M® mogu prolaziti najvife dvije spojnice zajednitkih todaka
krivulje r* s apsolutnom kruZnicom. Svakom od ovih dviju spojnica
kroz totku M* dana je jedna ravnina dvostruke izvodnice i jedna
ravnina dvostruke ravnalice, a obje su u kona¢nosti paralelne. U
prvoj se nalazi, kao $to znademo, krunica, a u drugoj izolirana
kruZzna totka. Vidimo dakle, da se na ovakvoj plohi mogu nalaziti
najvie dva kruZna presjeka. Na temelju tih razmatranja moZemo
zakljuditi jo§ i ovo:
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Ako na pravéastoj plohi 4. reda VIL vrste, kojoj
je dvostruka izvodnica paralelna s jednim dvo-
strukim pravcem, postoji kruzni presjek, onda na
njoj postoji sigurno i izolirana kruZna toéka, a
ravnina nJenlh izotropnih izvodnica paralelna
je s ravninom kruzmice,

Ako dakle poznajemo kruzni presjek takve plohe, lake je kon-
struktivno odrediti izoliranu kruZznu tocku.

- Kod konoida 4. reda VII. vrste raspada se neizmjerno daleka
krivulja ** u dvostruku ravnalicu di® i dvije izvodnice i;”, %%,
koje se sijeku u to¢ki D.* . Dwostruka izvodnicar ima svoju neiz-
mjerno daleku daleku todku J* na praveu d;%. Pravac d;* sijece
apsolutnu kruznicu u dvije totke, a tim tofkama mogu prolaziti u
najspecijalnijem sluc¢aju samo dva para izotropnih izvodnica. Izvod-
nice 1% | 12 sijeku apsolutnu kruznicu u dalje ¢etiri totke. Spoj-
nice tih tocaka (ali ne izvodnice ;% , 12*) sijeku i pravac d,* . Ako
te dvije spojnice prolaze totkom J* na pravcu d;*, onda su njima
odredena dva kruzna presjeka. Vidimo dakle:

Na konoidima 4. reda VII. vrste ne mogu se nala-
ziti viSe od dvije izolirane kruzne totke i vide od
dva kruZna presjeka. ‘

Moze se desiti, da izvodnice 1%, i2™ sijeku apsolutnu kruZnicu
u istim totkama, u kojima i pravac 4y . U tom su sludaju izvod-
nice i1, i, ® izotropne, ako je konoid uspravan, a izolirana kruzna
toéka je u neizmjernosti. Takav sluéaj javlja se kod konoida nor-
mala uspravnog kruinog valjka duz njegova kosog presjeka. Kod
kosog konoida imamo slutaj kruine totke s neizotropnim izvod-
hicama.

Pogledat cema sada, kako bismo mogli zakljuciti, ima 1 na nekoj
pravcastoj plohi 4. reda VII, vrste izoliranih kruznih tocaka i koliko.
Svaki par izvodnica mozemo definirati kao dvostruke zrake nekog
involutornog pramena. Konjugirane zrake involutornog pramena,
kojemu su dvostruke zrake izofropne Izvodnice, su jedna na drugu
okomite. Dvostruka izvodnica i neka sijete dvostruke ravnalice di,
ds plohe u totkama P,, Ps, a ploha neka ima torzalne pravce ty, to
s kuspidalnim to¢kama K,, K, na pravcu d;. Ravnine ¢unjosjetnica -
plohe sijeku torzalne pravce u dva projektivna niza, a spojnice pri-
druzenih tofaka daju izvodnice nekog hiperboloida . U isti sistem
izvodnica toga hiperboloida idu i pravei di, d,. Uzmemo 1i pravcem
dz neku ravninu o, sijete ona taj hiperboloid v u jednoj izvodnici f
drugog sistema, a u tom sistemu nalaze se i torzalni pravci ti; ta
Ravnina ¢ sijefe pravac d; recimo u toc¢ki R, kojom prolazi i izvod-
nica f. Spojimo 1i totku Ps pravea ds s totkom R, onda nam ta spoj-
nica n s izvodnicom f daje par konjugiranih zraka involutarnog pra-
mena para izvodnica ravnine ¢. Da totka R bude izolirana kruZna
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nuzno je, da ta dva praveca budu jedan na drugom okomitt (n L f).
Zavrtimo 1li ravninu ¢ oko pravca do, tad u tom svesku ravnina mogu
postojati samo dvije ravnine, u kojima ¢ée biti n L f. Na temelju toga
proizlazi: .

Na pojedinoj dvostrukoj ravnalic: pravcaste
plohe 4. reda VII. vrste ne mogu biti viSe od dvije
izolirame kruzZne tocke.

Na pravecu d; postoji uvijek jedna totka R, za koju ¢e bitin 1 f.
Ako ona totka R, gdje je » L f, ima par realn‘h izvodnica iy, ig, tad
znademo, da ona ne dolazi u obzir za izoliranu kruznu to¢ku. Ovakva
se totka dade jednostavno odrediti pomo¢u harmonijskog dvoomjera
(nfiy i) = —1, jer ¢ée spojnice zajedni¢kih toCaka svake CunjosjecC-
nice s torzalnim praveima tq, te sjeéi simetralu kuta izvodnica i,, ia.
Ako je ta tofka na izoliranom dijelu dvostruke ravnalice, onda ona
moZe biti izolirana kruZna, a uvjerit ¢emo se o tome tako, da potra-
Zimo jo$ jedan par konjugiranih zraka involutornog pramena izvod-
nica te tocke.

Nalazi 1i se totka P u neizmjernosti, t. j. ako je dvostruka
izvodnica i paralelna s pravcem dg, tad se cio problem veoma
pojednostavnjuje. MoZe se desiti, da se hiperboloid v stegne u rav-
ninu (ravnina pravaca di, t; i t2), a medu takvima ima ih, kojima
vrijedi za svaku to¢ku dvostruke ravnalice d, n; | f;. Kod takvih se
ploha istraZivanja o izoliranim kruznim totkama dakako pojedno-
stavnjujw jo3 i dalje.

Na konoidima prelazi hiperboloid % u hiperboli¢ki paraboloid.
Sve ravnine ¢, paralelne su s direkcionom ravninom, a prema tome
su i sve izvodnice f, kao i dvostruka izvodnica, paraleine s tom rav-
ninom. Projiciramo li dakle sve izvodnice f» u smjeru dvostruke
ravnalice na neku direkcionu ravninu, dobit ¢emo pramen pravaca
projektivan s mizom tocaka na toj dvostrukoj ravnalici. Ovim nam
se odmah nameée konstruktivan postupak za odredenje izolirane
kruzne tocke. .

Ako hiperboli¢ki paraboloid % prijede u ravninu, t. j. torzalni
praves t4, t2 budu paralelni, bit ¢e ili u svim to¢kama dvostruke rav-
nalice izvodnice f, okomite na dvostruku izvodnicu ili niujednoj.
U posljednjem slucaju ne moze dakle postojati ni izolirana kruzna
tocka. Kod ovakvih konoida spomenut ¢éemo jo§ i ovo: projiciramo
li iz neke totke S na dvostrukoj ravnalici sve ¢unjosjetnice plohe na
direkcionu ravninu, dobit éemo u njoj perspektivan pramen homo-
teti¢nih ¢unjosjecnica.

Neka dvostruka izvodnica sijee dvostruku ravnalicu d; opet
u to¢ki P;. Uzmemo li sada totku S na praveu d; tako, da bude
(K1K2P1S) = —1, projicirat ¢e se sve ¢unjosjecnice plohe iz te tocke
u pramen koncentri¢nih homotetiénih ¢unjosjetnica na svaku direk-
cionu ravninu. Ravnine svih ¢unjosje¢nica prolaze dvostrukom izvod-
nicom, koje se to¢ka P, nalazi u neizmjernosti na praveu de. Buduéi
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da se hiperboli¢ki paraboloid vy raspao u ravninu, izlazi, da se pre-
sjetne totke tih ¢unjosjenica s dvostrukom izvodnicom nalaze
simetri¢no s obzirom na njegovu zajedni¢ku toc¢ku Py s pravcem d,.
Na temelju ovoga I harmonijskog dvoomjera (K,KsP;S) = —1 1izlazi,
da projekcije ¢unjosjecnica iz tocke S na direkcionu ravninu moraju
dati pramen koncentri¢nih ¢unjosjetnica.

Ako se dvostruka iravnalica de nalazi u kona¢nosti, a torzalni
pravici ti, te &ine s pravcem dj opet jednu ravninu, ne ée se niSta
promijeniti, samo ravninu projekcija o« moramo uzeti paralelno s
ravninom dvostruke ravnalice dg i centra projiciranja. MoZemo dakle
izreéi i ovaj stavak:

Na pravéastim plohama 4. reda VIIL vrste, kod
kojih se torzalni pravci kuspidalnih toc¢aka dvo-
struke ravnalice d; sijeku na dvostrukoj ravna-
lici dy, postoji uvijek na praveu dy to¢ka C, iz koje
¢e se ¢unjosjeénice plohe projicirati na svaku
ravninu te to¢ke i praveca do u pramen koncentric-
nih homoteti¢nih ¢unjosjecnica. Ta tocka C stoji
s kuspidalnim to¢kama K;, Ke pravca d; i zajednic-
kom to¢kom Py tog pravca s dvostrukom izvodni-
com u harmonijskom dvoomjeru (KiKoP:C) = —1.

Ako je totka C = O izolirana kruzna toc¢ka, onda naravski dobi-
vamo pramen koncentriénih kruZnica. Takav sludaj javlja se kod
konoida 4. reda, koji ¢ine normale uspravnog kruznog valjka duz
jednog kosog presjeka. Izolirana kruZzna totka malazi se kod ovog
konoida u neizmjernosti, a po tom ima sli¢nost s Pliickerovim ko-
noidom kod pravcastih ploha. 3. reda. Ovdje valja spomenuii joS i
to, da se kod ovakvog konoida u svaku ¢unjosjeénicu koncentriénog
pramena projiciraju po dvije ¢unjosjeénice toga konoida,

h) Pravéaste plohe 4. reda VIII. vrste

Svakom totkom dvostruke ravnalice ovakvih ploha prolazi par
izvodnica, kojih ravnina prolazi takoder tom dvostrukom ravnali-
com, t. j. ploha sama sebe tangira duz tog pravca. Svaka ravnina
sijete dakle tu plohu u krivulji 4. reda, koja sama sebe tangira u
svojoj dvostrukoj tocki. Takva je krivulja prema tome i ona u nez-
mjerno dalekoj ravnini, a tangira sama sebe u meizmjerno dalekoj
to¢k: dvostruke ravnalice. Ravnine parova izvodnica &me svezak
ravnina dvostruke ravnalice, koji neizmjerno daleku ravninu sijete
u pramenu pravaca. Ravnine parova izotropnih izvodnica dat ¢e one
zrake tog pramena, koje prolaze konjugirano imaginarnim parom
zajedni¢kih todaka apsolutne kruZnice s neizmjerno dalekom krivu-
ljom r%. Znademo otprije (plohe I1I. vrste, gdje su takoder obadvije
dvostruke ravnalice pale zajedno), da u ovakvom sluéaju mogu po-
stojati samo dvije takve spojnice. Dakle:
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Na pravéastoj plohi 4 reda VIIL vrste ne mogu
biti viSe od dvije izolirane kruZne todke,

Svaki par izvodnica moZemo i ovdje definirati kao dvostruke
zrake involutarnog pramena. Budué¢i da ravnine izvodnica prolaze
dvostrukom ravnalicom, moZemo tu dvostruku ravnalicu uzeti kao
pripadnu zraku involutarnom pramenu svakog para zvodnica, Ko-
njugirane zrake toj zraci u svakom pramenu parova izvodnica &ine
opet sistem izvodnica naSeg poznatog hiperboloida v, jer su dvo-
struke ravnalice di, do i totke P, i Py iz proslog odsjeka pale kod
ovih ploha skupa. Samo one totke na dvostrukoj ravnalici, u kojima
¢e izvodnice sistema f. biti okomite na taj pravac, mogu biti izoli-
rane kruzne to¢ke. To proizlazi iz definicije para izotropnih pravaca,
kao dvostrukih zraka ortogonalne involucije.

Drugi sistem izvodnica hiperboloida v &ine spojnice presjetnih
totaka ravnina ¢unjosjetnica s torzalnim praveima. Pretpostavljamo,
da ploha ima realne torzalne pravce, jer u protivnom sluéaju ne
moze Iimati izoliranih kruZnih toaka. Oznadimo ovaj drugi sistem
s en. U sistem e» odaberimo izvodnicu okomitu na dvostruku ravna-
licu. Nju moZemo odrediti kao transverzalu dvostruke izvodnice i
torzalnih pravaca, koja je okomita na dvostrukoj ravnalici. PoloZimo
li dvostrukom ravnalicom ravninu & paralelnu s tom transverzalom,
bit ¢e na tom pravecu pridruZena ovoj ravnini to¢ka S, kojom prolazi
izvodnica sistema f okomito na toj dvostrukoj ravnalici. Ova totka
S moZe dakle biti izolirana kruZna. Svezak ravnina dvostruke ravna-
lice projektivan je s nizom njegovih totaka, jer je taj pravac ravna-
lica parabolicke kongruencije.

Hoce 1i tocka S biti izolirana kruZna, odnosno hoée 1i ravnina &
biti ravnina para izotropnih izvodnica, odredit éemo na taj nadéin, da
nademo jo§ jedan par konjugiranih zraka involutornog pramena para
izvodnica u ravnini &, ako su ove imaginarne. Uéinili bismo to
ovako: odredili bismo presje¢nicu ravnine neke ¢unjosjecnice plohe
s ravninom §. Spojimo 1i bilo koja dva konjugirana pola te ¢unjo-
sjetnice na toj presjetnici s totkom S, bit ée ta totka izolirana kru-
zna toCka samo onda, ako su te spojnice medu sobom okomite.

i) Pravcéaste plohe 4. reda IX. i XI. vrste

Plohe ovih dviju vrsta imaju trostruku rawvnalicu, dakle ih svaka
ravnina, pa i neizmjerno daleka, sijete u krivulji 4. reda s trostru-
kom tockom. Torze ravnina parova izvodnica i ¢unjosjetnica iste su
ovdje kao kod ploha III. i V. vrste, pa se odmah moZe vidjeti, da
nam hasSa poznata razmatranja krivulja r* i s* u neizmjernosti ne
¢e dati nikakvo smanjenje broja izoliranih kruznih tocaka. Zadamo
li plohe IX. i XI. vrste trostrukom ravnalicom i s dvije ¢unjosjec-
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nicel3, tad moguénost i broj izoliranih kruznih totaka ovisi o obliku
i medusobnom poloZaju tih funjosjetnica. Postavimo li naime izo-
liranom kruinom toc¢kom i t'm &unjosjetnicama stoSce, onda Ce rav-
nine usporedne s ravninom izotropnih izvodnica izolirane kruZne
tocke sjeéi oba ta stoSca u kruZnicama.

Kongruencija zraka torze ravnina parova izvodnica odnosno
éunjosjeénica kod ploha IX. vrste mozZe imati jednu ili tri zrake u
neizmjernosti, t. j. mogu na toj plohi postojati parovi paralelnih rav-
n‘na tunjosje¢nica. Ako se u jednoj nalazi kruznica, u drugoj se
mora nalaziti izolirana kruZzna todka.

Kod ploha XI. vrste nalazi se u trostrukoj ravnalici torzalan
pravac, a njime prolazi dakle i torzalna ravnina z. Ravnine parova
‘zvodnica omataju stoZac ili valjak 2. reda. Ovakvu plohu moZemo
dakle zadati stoScem ili valjkom 2. reda, jednom Cunjosjecnicom c,
koje ravnina taj stoZac ili valjak tangira i nekim pravcem d, koji tu
dunjosjecnicu sijede, a stozac, odnosno valjak tangira. Izvodnice plohe
bit ée spojnice probodi$ta tangencijalnih ravnina tog stoSca ili valjka
s praveem d i ¢unjosjeénicom c. Pravac d bit ¢e trostruka ravnalica
plohe, a tangencijalna ravnina stoSca ili valjka, koja ide tim pravcem,
bit ¢ée torzalna ravnina. Oznaé¢imo vrh stoSca s V. Po volji odabrana
tangencijalna ravnina stoSca neka sijece pravac d u to¢ki D, a ¢unjo-
sjeénicu ¢ u totkama Ay i A». Pravcei i, =Ay D, i = A2 D bit ¢e izvod-
nice plohe, a torzalnu ravninu trostruke ravnalice sijeCe ta ravnina
u praveu n = DV. Pomoéu harmonijskog dvoomjera (i ianm) = —1
odredimo pravac m. Pravei m svih tangencijalnih ravnina stoSca
nalazit ¢ée se u nekoj ravnini w, jer oni sijeku pravac d i polaru pola
V-s obzirom na ¢unjosjetnicu ¢, a ta polara sijete i pravac d, jer u
toj to¢ki tangira ¢éunjosjeénica c¢ torzalnu ravninu duZ pravca d.
Prave; m i n su konjugirane zrake involutornog pramena para izvod-
nica iy, ie. Izolirane kruzne totke dat ¢e nam prema tome samg one
ravnine parova izvodnica, koje ravnine t i w sijeku pod pravim ku-
tom. Hoc¢e 1i te totke biti izolirane kruine ili ne, znademo odrediti.
Ravnina o dade se odrediti uz pomoé navedenog harmonijskog dvo-
omjera,

Ako mjesto sto§ca imamo valjak, a moZemo ravnine 7 i w pre-
sje¢i u pravom kutu, tad uvijek postoje dvije takve ravnine, koje su
paralelne. Ako je u jednoj kruzn: presjek, u drugoj je izolirana kru-
Zna tocka.

j) Pravciaste plohe 4. reda X. i XII. vrste

Kod ploha X. vrste postoji moguénost izoliranih kruznih totaka
samo na trostrukoj ravnalici, dok na plohama XII. vrste nema uopce
izoliranih kruZnih totaka, jer na njima ne postoje totke, kojima bl
prolazio par imaginarnih izvodnica.

13 Miiller-Krames, Cit. pod 2), str. 258. i 265.
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Poznata je €injenica, da se svaka pravtasta ploha 3. reda, osim
Cayleyeve plohe, nalazi u jednoj linearnoj hiperboli¢koj kongruen-
ciji, kojoj se ravnalice podudaraju s jednostrukom i dvostrukom
ravnalicom tih ploha. Ceyleyeva ploha sadrzana je u parabolickoj
linearnoj kongruenciji. U linearnoj hiperboli¢koj kongruenciji nalaze
se i pravcaste plohe 4. reda I, VIL i X. vrste, dok se ostale vrste
pravéastih ploha tog reda nalaze bilo u linearnoj parabolickoj kon-
gruenciji, bilo u kongruencijama 1. reda drugog ili treteg razreda.
Neke se vrste ne nalaze u jednoj samoj od tih kongruencija, nego tek
u samo jednom linearnom singularnom kompleksu, t. j. kompleksu
svih pravaca, koji sijeku neki pravac. IstraZit ¢emo sada najprije,
koliko ploha pojedinih vrsta ima u linearnim kongruencijama: uopée
i onakvih s izoliranim kruZnim totkama napose, a iza toga to isto u
linearnom singularnom kompleksu.

1) Hiperboli¢ka linearna kongruencija

a) Pravéaste plohe. 3. reda

Neka su dva po volji u prostoru odabrana pravea a, b ravnalice
neke linearne hiperbolitke kongruencije. Ovi pravei neka budu
jednostruka (a) i dvostruka (b) ravnalica svih prawcastih ploha 3.
reda u toj kongruenciji. Svaka ovakva ploha odredena je ovim prav-
cima i jo§ jednom ¢unjosjetnicom kao ravnalicama, ako ta Cunjo-
sjeCnica sijete jedan (b) od tih pravaca. U svakoj ravnini prostora
ima o005 ¢unjosjetnica, dakle ih u prostoru ima svih oo8, Takvih
tunjosjetnica, koje sijeku jedan (b) izmedu odabranih pravaca, ima
oo?. Svakom ovom Gunjosjeénicom i pravcima a, b, od kojih ju jedan
(b) sijece, odredena je jedna pravéasta ploha 3. reda. Kako se medu-
tim mna svakoj takvoj plohi veé nalazi oo2? gunjosjetnica, koje se
se ubrajaju u onih o007, vidimo da u linearnoj hiperboli¢koj kon-
gruenciji ima oo’ pravéastih ploha 3. reda.

Neka je pravac b dvostruka ravnalica tih nasih ploha. Svaka
ravnina ravnalice a sijeCe svih ovih o005 pravcastih ploha 3. reda u
pramenu realnih i imaginarnih pravaca, kojemu je vrh u sjecistu
pravca b s tom ravninom, a ti se pravci nalaze u parovima kao izvod-
nice na tim plohama. Takvih parova u tom pramenu ima oo2, dakle
svakim takvim parom prolazi oco3 pravéastih ploha 3. reda u nasoj
kongruenciji. Namjesto bilo kakvog para moZemo odabrati par izo-
tropnih pravaca, pa odatle dobivamo, da je svaka to¢ka bilo koje
ravnalice neke linearne hiperbolicke kongruencije izolirana kruna
tofka za oo3 praveastih ploha 3. reda u toj kongruenciji. Kako na
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ravnalicama linearne hiperbolitke kongruencije ima ool tocaka, to
odatle odmah proizlazi:

U nekoj linearnoj hiperboli¢koj kongrueneciji
nalazi se oot takvih pravéastih ploha 3. reda, koje
imaju izolirane kruZne tolke.

Znademo, da su projekcije ravninskih krivulja neke pravéaste
plohe 3. reda iz njene izolirane kruzne tofke, na ravnine paralelne
s ravninom izotropnih izvodnica te izolirame kruzne tocke, cirkularne
krivulje. Dakle sve &unjosjeénice plohe projiciraju se na taj nadin
u kruznice.

Uzmimo na ravnalic; b neku to¢ku S i u nekoj paralelnoj
ravninj s ravninom ravnalice ¢ 1 totke S jednu kruZnicu c, koja
neka sijeCe ravnalicu b. U toj ravnini ima oo? kruZnica, koje sijeku
ravnalicu b, a svaka je ta kruZnica projekcija iz totke S jedne
¢unjosjeCnice sa svake od oo® pravéastih ploha 3. reda u nasoj kon-
gruenciji, kojima je S izolirana kruZna totka. Kako se svaka ¢unjo-
sjetnica neke pravcaste plohe 3. reda mozZe uzeti kao ravnalica uz
njenu linearnu jednostruku i dvostruku ravnalicu, vidimo, da na
stoScu vrha S i baze c¢ svaka ¢unjosjetnica pripada drugoj plohi
unutar onih oo? gpomenutih, kojima je S izolirana kruZna totka.
Vidimo dakle i ovdje, da ima upravo toliko: tih ploha, koliko i ¢unjo-
sjenica na tom stoScu, t. j. oo3. Odatle proizlazi ovaj stavak:

Postavimo 1li kod linearne hiperbolitke kon-
gruencije ravnalica ab neki stozac 2. reda tako,
da mu vrh bude na jednoj ravnalici i ta ravnalica
da mu bude izvodnica, a uravnini tog vrhaidruge
ravnalice da mu se nalazi par izotropnih izvod-
nica, onda se svaka ¢unjosjeénica tog stoSca moze
uzeti, uz pravece a,b kao ravnalica neke praviaste
plohe 3. reda, kojoj je taj vrh S izolirama kruzZna
tocka.

b) Praviaste plohe 4. reda I. vrste

Ima ploha ovakve vrste, koje se nalaze u eliptitkoj linearmoj
kongruenciji. No kako takve nemaju realnih dvostrukih to¢aka, ne
mogu one imati ni izoliranih kruZnih toéaka. Izolirane kruZzne totke
mogu biti samo na onim ovakvim plohama, koje imaju realne dvo-
struke ravnalice. Pravéasta ploha 4. reda I. vrste s realnim dvostru-
kim ravnalicama odredena je s dva mimosmjerna pravea i jednom
ravninskom krivuljom 3. reda roda prvoga kao ravmalicama, ako ti
pravei tu krivulju sijekul4, Na8a linearna hiperboli¢na kongruencija
neka je odredena tim dvostrukim ravnalicama a,b plohe kao svojim
ravnhalicama. U svakoj ravnini prostora ima oo? krivulja 3. reda, ali

14 Miiller-Krames, Cit. pod 2), str. 249.
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takvih, koje sijeku pravce ¢, b ima o7 u svakoj ravnini. Svih ravnin-
skih krivulja 3. reda, koje sijeku pravce @,b ima prema tome u
prostoru ool0, Svaka ta krivulja, zajedno s praveima a,b odreduje
po jednu nasu pravcastu plohu 4. reda. Kako medutim na svakoj
pravcastoj plohi 4. reda ima oo? ravninskih krivulja 3. reda, ima u
linearnoj hiperbolickoj kongruenciji oo$ pravéastih ploha 4. reda L
vrste. Svaka ravnina polozena kojom od ravnalica a, b sijete sve te
plohe u pramenu realnih i imaginamih pravaca, koji se u parovima
nalaze na tim plohama. Analogno kao malo prije zakljutujemo, da
svakim tim parom prolazioo® takvih ploha, dakle i parom izotropnih
pravaca. Svakom totkom ravnalica a, b prolazi jedan par izotropnih
pravaca, koji su zajedni¢ke izvodnice takvih oo ploha, dakle dobi-
vamo i ovakav stavak:

Svaka realna totka svake od ravnalica neke
hiperboli¢ke linearne kongruencije je izolirana
kruZna to¢ka oo pravéastih ploha 4. reda I vrste
u toj kongruenciji, dok svih takvih ploha u toj
kongruenciji, koje na sebi imaju izolirane kru-
zne toctke, ima ooT,

Analogno kao kod ploha 3. reda moZemo i ovdje odabrati na
ravnalici a ili b jednu to¢ku S kao vrh stofca 3. reda roda prvoga,
kojemu je baza cirkularna krivulja koja sijeée onu ravnalicu (recimo
b), na kojoj je vrh, a ravnina joj je paralelna s ravninom vrha §
i one druge ravnalice (a). Budué¢i da svaka ravninska krivulja 3. reda
ovakvih ploha sijeée obadvije dvostruke ravnalice, moZemo na spo-
menutom stoScu uzeti samo o2 onih ravninskih kriwvulja kao ravna-
lice, koje sijeku i ravnalicu a (ravnalica b se nalazi na tom stoScu),
a kojima ¢ée biti odredena po jedna pravéasta ploha 4. reda I. vrste
u naSoj kongruenciji s totkom S kao izoliranom kruZznom tockom.
Kao ravnalice 3. reda bit ¢e naime svi oni ravninski presjeci spo-
menutog stosca, koji prolaze jedinim njegovim realnim probodi$tem
s pravcem a. Dakle presjeci tog stoSca sa snopom ravnina, kojemu
je vrh u tom probodistu. Dobivamo dakle i ovaj stavak:

Odaberemo li na jednoj ravnalici (recimo b)
linearne hiperboli¢ke kongruencije po volji to¢-
ku § kao vrh, a u nekoj paralelnoj ravnini s rav-
ninom toéke § i1 druge ravnalice (a) cirkularnu
krivulju 3. reda roda prvoga kao bazu stoSca, koji
prolazi ravnalicom b, tad svi ravninski presjeci
ovog stodca, koji prolaze njegovim realnim sje-
ciStem s ravnalicom a (njih o?2), odreduju s prav-
cima, a,b kao ravnalicama, pravcaste plohe 4. reda
I. vrste, kojima je totka S zajedni¢ka izolirana
kruzna toclka.
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¢) Pravcaste plohe 4. reda VII. vrste

Znade se, da svi pravci, koji sijeku dva mimosmjerna pravca
a, b i neku c¢unjosjetnicu, koja te pravce ne sijeCe, ¢ine izvodnice
neke pravéaste plohe 4. reda VIIL. vrstels. Svaka takva ploha nalazi
se prema tome u linearnoj hiperbolitkoj kongruenciji ravnalica a, b.

Poznato je, da svih ¢unjosje€nica u prostoru, pa i onih koji ne
sijeku pravce a,b ima oo8, Svaka ta Cunjosje¢nica odreduje s rav-
nalicama a, b po jednu pravéastu plohu 4. reda VIL vrste, a na svakoj
od njih ima ool Cunjosjetnica. U linearnoj hiperboli¢koj kongruen-
ciji ravnalica a, b nalazj se prema tome oo? pravéastih ploha 4. reda
VII. vrste. Budu¢i da, analogno kao i malo prije, svakom realnom
totkom ravnalica prolazi i jedan zotropan par izvodnica, koji je
zajednicki za oo® takvih ploha u kongruenciji ravnalica a, b, ima u
ovoj kongruenciji co® nas:h ploha, na kojima postoje izolirane kruzne
totke. Dobivamo dakle stavak:

U linearnoj hiperboli¢koj kongruenciji ima
o6 pravéastih ploha 4. reda VI vrste, na kojima
postoje izolirane kruZne toéke.

Evidentno je, da je svaka realna totka ravnalica te kongruencije
izolirana kruzna totka za oo5 ovakvih njenih ploha.

Uzmemo li i ovdje na jednoj ravnalici po volj: to¢ku S kao vrh,
a neku kruznicu u ravnini paralelnoj s ravninom totke S i druge
ravnalice kao bazu stoSca, onda nam svaka ¢unjosjetnica tog stodca
daje s pravcima a¢,b kao ravnalicama pravéastu plohu 4. reda VII.
vrste, kojoj je tocka S izolirana kruzZna. Dakle uz jedan odreden
stozac vrha S ima oo takvih ploha, kojima je S izolirana kruZna
totka, jer toliko ima ¢unjosjetnica na stoScu 2. reda. U ravnin; iza-
brane kruznice ima o03 kruZnica, a za svaku ovu kruZnicu vrijedi
isto. Imali bismo prema tome cof ravnalica 2. reda za te plohe,
odnosno i toliko ploha. Kako se medutim na svakoj toj plohi nalazi
ool gunjosjeénica, dobivamo, da tih ploha ima samo o053, a to smo
vet i sprijeda utvrdili. Vidimo dakle, da za takve plohe vrijedi ovaj
stavak:

Postavimo 1i bilo kojom tolkom jedne rav-
nalice linearne hiperboli¢ke kongruencije, kao
vrhom, bilo koji stoZac 2. reda tako, da mu se u
-ravnini tog zajedni¢kog vrha i druge ravnalice
te kongruencije nalazi par izotropnih izvodnica,
onda svaka ¢uwnjosjeénica na svakom tom stoscu
mozZe biti ravnalica 2. reda neke pravéaste plohe
4. reda VII vrste, kojoj su ravnalice te kongruen-
cije takoder dvostruke ravmalice, a zajednié¢ki
vrh tih stoZzaca izolirana kruZna totka.

15 Miiller-Krames, Cit. pod 2), str. 261.

213



Odaberemo 1i sada na takvom stoScu jednu kruznicu, a ravna-
licu, koja ne prolazi vrhom tog stoSca polozimo u onu ravninu para
izotropnih izvodnica tog stoSca, koja nije paralelna s ravninom
odabrane kruZnice, ali tako, da ta ravnalica bude paralelna s tom
ravninom kruZnice, onda smo na taj na¢in u nasoj linearnoj hiper-
boli¢koj kongruenciji odredili pravéastu plohu 4. reda VII. vrste s
dvije izolirane kruZne totke. Jedna se takva totka nalazi, kao Sto
veé znamo, U vrhu odabranog stoSca, dok se druga nalazi u sjecistu
prve ravnalice (one na stoScu) s onom ravninom druge ravnalice,
koja je paralelna sa zadanom kruZnicom.

Imamo 1li u prostoru jednu to¢ku i jedan pravac, onda je ta
totka vrh za oo2? stoZaca 2. reda, kojima ¢e tim pravcem prolaziti
jedan par izotropnih izvodnica i ravnina jednog kruinog presjeka.
Ako je taj pravac jedna ravnalica, a druga opet prolazi vrhom tog
stoSca, onda ¢e svaka kruznica na tim stodcima, paralelna s ravni-
nom spomenutog kruznog presjeka (njih oo03), biti kvadratna rav-
nalica neke pravéaste plohe 4. reda VII. vrste u kongruenciji tih
linearnih ravnalica, koje imaju dvije izolirane kruZne toc¢ke na isto]
ravnalici. Kako ovo vrijedi za svaku to¢ku svake ravnalice linearne
hiperboli¢ke kongruencije, dobivamo i ovo:

U linearnoj hiperboli¢koj kongruenciji ima
oot praviastih ploha 4. reda VIL vrste, koje na jed-
noj svojoj ravnalici imaju po dvije izolirane
kruzZne tocke.

d) Pravcaste plohe 4. reda X. vrste

U linearnoj hiperbolitkoj kongruenciji nalaze se i plohe ove
vrste. Ovakvu pravéastu plohu €ine one zrake te kongruencije, koje
sijeku jednu ravninsku krivulju 4. reda s trostrukom totkom, ako
ona sijeCe jednu ravnalicu te kongruencije, dok joj druga prolazi
trostrukom totkom?!®. Izaberimo sada jednu ovakvu ravninsku kri-
vulju 4. reda, ali cirkularnu. Njenu ravninu postavimo paralelno s
jednom ravnalicom nase kongruencije (recimo a) ali tako, da je ta
ravnalica a sijeCe u jednoj njenoj neizmjerno dalekoj tocki, dok joj
druga ravnalica (b) prolazi trostrukom totkom. Ovom krivuljom
odredena pravcasta ploha 4. reda X. vrste u nasoj kongruenciji imat
¢e izoliranu kruznu totku na ravnalici b, kojoj €e izotropne izvod-
nice lezati u ravnini ravnalice a, paralelnoj s ravninom te cirkularne
krivulje 4. reda.

Budu¢i da u svakoj ravnini prostora ima co? krivulja 4. reda
s obitnom trostrukom totkom, koje sijeku jednu ravnalicu nasSe
kongruencije, a druga im prolazi trostrukom tockom, ima u nasoj
linearnoj hiperboli¢koj kongruenciji co” pravéastih ploha 4. reda X.

¢ Miiller-Krames, Cit. pod 2), str. 266.
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vrste. Cirkularnih krivulja 4. reda s trostrukom totkom, isto tako
postavljenih, ima u svakoj ravnini oo5, dakle svaka toCka ravnalica
a,b je izolirana kruzna za isto toliko ploha ove vrste u naSoj kon-
gruenciji. Odatle izlazi i ovaj stavak:

U linearnoj hiperboli¢koj kongruenciji nalazi
se oo6 pravéastih ploha 4. reda X. vrste, koje imaju
izolirane kruzne toc¢ke. =

2) Parabolicka linearna kongruencija

U parabolic¢koj linearnoj kongruenciji nalaze se Cayleyeve prav-
caste plohe 3. reda. Buduéi da na takvim plohama nema imaginarnih
parova izvodnica, nema na njima ni izoliranih kruznih todaka, pa
tako one ne ulaze u naSa razmatranja.

Kod pracéastih ploha 4. reda nalaze se u toj kongruenciji plohe
I1. iVIII. vrste, pa ¢emo razmotrit), koliko ima u njoj tih ploha uopce,
a ploha s izoliranim kruznim totkama napose.

a) PravCaste plohe 4. reda II. vrste

Pustimo 1i kod pravéastih ploha 4. reda I. vrste da dvostruke
ravnalice a,b padnu neizmjerno blizu, onda Inearna hiperbolicka
kongruencija prelazi u linearnu parabolicku kongruenciju, a ploha
I. vrste prelazi u plohu II. vrste. Ovakvu plohu 4. reda ¢ine prema
tome sve one zrake parabolicke linearne kongruencije kao njene
izvodnice, koje sijeku ravninsku krivulju 3. reda roda prvoga, ako
ona sijete ravnalicu te kongruencije, a tangenta te krivulje u tom
sjecistu je zraka te kongruencijel?, U svakoj ravnini prostora ima
opet 007 krivulja 3. reda, koje sijeku ravnalicu neke parabolictke
kongruencije, a tangenta im je u tom sjeci$tu zraka te kongruencije,
jer ih je jednom tangentom i diraliStem upravo toliko odredeno.
Svih ravnina ima oo3, a na svakoj plohi te kongruencije ima oo?
ravninskih krivulja 3. reda, dakle isto kao kod ploha I. vrste ima i
ovdje u linearnoj parabolitkoj kongruenciji oo8 pravéastih ploha 4.
reda II. vrste.

- Svakom realnom to¢kom ravnalice parabolicke kongruencije
prolazi opet jedan izotropan par zajednit¢kih izvodnica za oot takvih
ploha u toj kongruenciji. Dakle je i ovdje svaka to¢ka ravnalica izo-
lirana kruzna totka za cob prawvcastih ploha 4. reda II, vrste u nasoj
parbolitkoj kongruenciji, a svih ploha s izoliranim kruZnim totkama
u ovakvoj kongruenciji ima ooT,

Izaberemo 1i kod ovakve kongruencije opet po volji toéku S na
njenoj ravnalici, tad je njoj projektivno pridruZena jedna ravnina

7 Miiller-Krames, Cit. pod 2), str. 250.
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te ravnalice, u kojoj se nalaze sve zrake te kongruencije, koje pro-
laze totkom S. U ravnini, koja je bilo gdje paralelna s tom ravninom
totke S, postavimo jednu cirkularnu krivulju 3. reda roda prvoga
tako, da ona prolazi neizmjerno dalekim probodiStem ravnalice s tom
ravninom. Totka S neka je opet vrh, a opisana krivulja neka je baza
stoSca 3. reda. Ravnalica kongruencije je izvodnica tog stoSca, a tan-
gencijalnoj ravnini stoSca duz te ravnalice neka je na toj ravnalici
pridruzena recimo totka P. Postavimo li bilo kojom zrakom nase
parabolitke kongruencije, koja prolazi to¢kom P, bilo koju ravninu
i tom ravninom sijeCemo na$§ stoZac, tad c¢e svaki taj presjek biti
ravnalicu 3. reda za neku pravéastu plohu 4. reda II. vrste, kojoj je
ravnalica kongruencije dvostruka ravnalica, a izabrana tocka S izo-
lirana kruZna totka. To je ovako zato, $to svaka ova presjetna kri-
vulja sto$ca dira u totki P jednu zraku kongruencije, kao S§to to
zahtijeva definicija ovakvih ploha. Na taj smo naéin dobili 002 nasih
ploha, kojima je totka S zajednitka izolirana kruzna tofka. U rav-
nini baze naleg stoSca mozemo uzeti svih o0® cirkularnih krivulja 3.
reda roda prvoga kao baze stoSca za vrh S, kojima ¢e totka P ostati
ista, odnosno za sve to¢ke P mna ravnalici kongruencije bit ¢e u rav-
nini baze oo® spomenutih cirkularnih baza, odnosno toliko ¢ée biti
stoZaca 3. reda sa zajednitkim vrhom S. Na svakom sto$cu ima, kao
Sto smo vidjeli, o2 ravninskih ravnalica 3. reda roda prvoga, dakle
svih takvih krivulja ima oo8 Kako se medutim na svakoj naSoj plohi
nalazi veé oo2 od tih krivulja, dobivamo opet poznati broj oc® prav-
¢astih ploha 4. reda II. vrste u nasSoj kongruenciji, kojima je tocka
S izolirana kruzna. NaSa razmatranja daju nam medutim i ovaj
stavak:

Izaberemo li na ravnalici neke linearne para-
boli¢ke kongruencije po volji toéku S kao vrh
stoSca, kojemu je baza bilo koja cirkularna kri-
vulja 3. reda roda prvoga u bilo kojoj paralelnoj
ravnini s ravninom pramena zraka kongruencije
u to¢ki S, a koja je krivulja u tim ravninama po-
stavljena tako, da asimptotska ravnina kongru-
encije sijece uvijek ravninu te krivulje unjenoj
asimptoti, onda na svakom takvom stoScu postoji
00?2 presjeénih krivulja, koje su ravnalice prav-
tastih ploha 4. reda II. vrste u naSoj kongruenciji, .
Za koje sve plohe je totka S zajednic¢ka izolirana
kruzna toéka.

b) Pravéaste plohe 4. reda VIII. vrste
Zadamo 1li uz parabolicku kongruenciju i neku éunjosjeénicu,
koja ne sijeCe ravnalicu te kongruencije, onda sve zrake te kongru-
encije, koje sijeku tu €unjosjecnicu, €ine izvodnice neke pravcaste
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plohe 4. reda VIIL. vrste'S. Znademo, da u svakoj ravnini prostora
ima oo® funjosjetnica. Na svakoj nasoj plohi ima ih ool, dakle svih
oc$ dunjosjeénica slozeno je na oo7 ‘pravéastih ploha 4. reda VIIIL
vrste u nasoj linearnoj paraboli¢koj kongruenciji. Sve te plohe sijeku
opet svaku ravninu ravnalice u pramenu zraka te kongruencije, koje
se u parovima nalaze na tim plohama. Svakim takvim parom prolazi
prema tome oo? tih ploha, jer svih tih parova ‘ma, kao Sto znademo,
oo, Isto naravski vrijedi i za izotropan par zraka, pa prema tome
dobivamo i ovaj stavak:

Svaka totka ravnalice neke linearne parabo-
licdke kongruencije je izolirana kruzZna totka za
oo pravéastih ploha 4. reda VIII. vrste uovoj kon-
gruenciji. Svih takvih ploha s izoliranim kru-
>nim tockama ima prema tome u takvoj kongru-
enciji ooS,

Uzmimo na ravnalici nade kongruencije opet po volji tocku S
kao vrh stoica, kojemu se kruzna baza nalazi u jednoj ravnini para-
lelnoj s ravninom pramena zraka kongruencije u tocki S. Svaki rav-
ninski presjek tog stofca bit ¢e ravnalica neke pravcaste plohe 4.
reda VIIL vrste, koja ée s navedenim stoScem imatj zajednicki par
izotropnih izvodnica. Dakle za sve tako nastale plohe u naSoj kon-
gruenciji bit ée totka S izolirana kruzna. Svih kruZnica u ravnini
baze ima oo3, dakle isto toliko ima i stoZaca za vrh S, odnosno onih
ravninskih presjeka. Kako se medutim oco! od tih presjeka nalazi na
jednoj nagoj plohi, dobivamo tako opet oo’ takvih ploha, kojima je
totka S izolirana kruzna. Iz nagih razmatranja proizlazi medutim i
ovaj stavak:

Odaberemo li na ravnalici neke linearne para-
bolicke kongruencije, po volji totku S kao vrh
onih stofaca 2. reda, koji u ravnini pramena zraka
kongruencije, koje prolaze totkom &, imaju par
izotropnih izvodnica, onda se svaki pr esjek ovih
sto¥aca moZe uzeti kao ravnalica jedne pravia-
ste plohe 4. reda VIIL vrste u toj kongruenciji
koja ée uvijek imati totku S kao izoliranu kru-
znu tocku

3) Kongruencija prvog reda treéeg razreda bisekanata kubne
¢unjosjecnice
U ovakvoj kongruenciji nalaze se, kao $to je poznato, praviaste
plohe 4. reda IIL. i IV. vrste. Zadamo li neku kubnu Sunjosjecnicu
i jednu obi¢nu ¢tunjosjenicu, koja kubnu dva puta sijece, onda sve
bisekante te kubne cunjosjetnice, koje ovu obiénu Eunjosjetnicu
18 Miiller-Krames, Cit. pod 2), str. 262.
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sijeku, €ine pravcastu plohu 4. reda III. vrste Ako uzmemo one bise-
kante ovakve kubne ¢unjosjeénice, koje sijeku jedan pravac, a taj ne
sijete kubnu C¢unjosjetnicu, onda tfakve bisekante ¢ine pravéastu
plohu 4. reda IV. vrste.

a) Pravcaste plohe 4. reda III vrste

TR . e e

U S’V3.k0] ravnini pmsto;ra nalazi se 003 cun;osgecmca kO]e dva
puta sijeku neku kubnu Cunjosjecnicu, dakle svih takvih Cunjosjec-
nica u prostoru ima oo, Kako se po ool tih cunjosje¢nica nalazi
uvijek na jednoj pravcastoj plohi 4. reda III. vrste, ima u kongru-
enciji bisekanata te kubne :Gunjosjetnice oob takvih ploha. Sve izvod-
nice ovih o5 ploha, koje prolaze jednom fotkom S kubne ravnalice
(zajednitka dvostruka ravnalica tih ploha), ¢ine stozac 2. reda. Na
svakoj plohi nalaze se po dvije od tih izvodnica, a svih takvih parova
ima o2, Dakle svakim tim parom prolazi o8 ovakvih ploha, a prema
tome i parom izotropnih zraka te kongruencije u tocki S. Kako na
kubnoj ravnalici ima oc! totaka S, dobivamo i ovaj stavak:

Svaka to¢éka neke kubne ¢unjosjeénice je izo-
lirana kruzna to¢ka za o3 pravdéastih ploha 4, reda
IIT. vrste, koje se nalaze u kongruenciji bisekamna-
ta te krivulje. U toj kongruenciji ima prema tome
oot takvih ploha 4. reda III. vrste, koje imaju na
sebi izolirane kruzne toctke.

Sve zrake naSe kongsrueincije prvog reda treéeg razreda, koje
prolaze jednom totkom S njene kubne ravnalice, €ine stoZac 2. reda,
Odaberimo u prostoru jednu ravninu kruZnog preSJeka ovog stoSca
i u njoj jednu kruznicu c, koja taj stozac realno sijete. StoZac vrha
S i kruznice ¢ sjeti ée :'rzvacn vrha S dva puta realno kubnu ravna-
licu, recimo u toékama M, N. Svaki ravninski presjek stoSca (Sc),
koji prolazi totkama M, N odredivat ée s kubnom ravnalicom jednu
plohu 4. reda III. wvrste, kojoj ée totka S biti izolirana kruZna, jei
¢e zajednicki par izotropnih izvodnica obaju spomenutih stoZaca
lezati i na svakoj toj plohi. Svih kruZnica ¢ ima u spomenutoj rav-
nini o3, a svaka od njih daje col ploha. Svih presje¢nih ¢unjosjeé-
nica na oo3 stoZaca kroz oo3 pridruZenih parova totaka M, N ima
oo4, ali na svakoj dobivenoj plohi nalazi se ool od tih presjetnih
¢unjosjecnica. Dakle imamo opet oo® nafih ploha, kojima je totka -
S izolirana kruZna. Iz na$ih razmatranja proizlazi prema tome za
takve plohe ovaj stavak:

Svaka totka S neke kubne Cunjosjelinice bit
¢e lzolirana kruZna toc¢ka za sve one pravéaste
plohe 4. reda IIl. vrste u kongruenciji bisekanata
te kubne €unjosjeénice, koje su odredene svim
ravninskim presjecima, kroz bilo koji par to¢aka
te kubne ravnalice, svih onih stoZaca 2. reda vrha
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S, koji prolaze tim parovima tolaka, a imaju na
sebi izotropan par bisekanata te kongruencije
u tocé¢ki S. :

b) Pravdaste plohe 4. reda IV. vrste

Svakom tofkom kubne ravnalice neke kongruencije 1. reda
treéeg razreda prolaze dva para izotropnih zraka te kongruencije,
jer sve zrake te kongruencije, koje prolaze jednom totkom, Gine
stozzac 2. reda. Svi ti parovi nalaze se u. oo! realnih ravnina, a u
svakoj toj ravnin; ima 002 pravaca, od kojih se svaki moZe uzeti kao
ravnalica pravéastih ploha 4. reda IV. wrste u nafoj kongruenciji.
Svaki ovakav par izotropnih zraka leZat ée prema tome na oo?
takvih ploha, t. j. sve ée one imati istu ‘zoliranu kruznu totku. Kako
nam svaki od oot pravaca prostora daje jednu ovakvu. pravéastu
plohu 4. reda IV. vrste u naSoj kongruenciji, vrijedi za njih ovaj
stavak: _

U kongruenciji bisekamata kubne &unjosjecd-
nice ima oot pravéastih ploha 4. reda IV. vrste,
medu kojima ima o0® 5 izoliranim kruZnim tot¢ka-
ma. Svaka todka ravnalice je izolirana kruzna
to¢kaza o2 takvih ploha.

Iz nagth razmatranja o plohama 4. reda ove vrste proizlazi jo§
i ova ¢injenica:

Neka pravéasta ploha 4. reda IV. vrste imat ¢e
izoliranu kruZnu toéku samo onda, ako linearna
ravnalica te plohe leZi u ravnini jednog izotrop-
nog para zraka kongruencije bisekanata dvostru-
ke kubne ravnalice te plohe. ‘

Ako se linearna ravnalica nalazi u ravninama dvaju takvih
parova izotropnih zraka, onda su oba sjeci$ta tth parova na kubnoj
ravnalici izolirane kruZne totke. Budué¢i da tih parova izotropnih
zraka kongruencije ima ool, a ravnina svakog od njih sijete sve
ostale, proizlazi odatle odmah i ovaj stavak:

U kongruenciji bisekanata neke kubne dunjo-
sje¢nice ima o02 pravéastih ploha 4. reda IV. vrste,
koje na sebi imaju dvije izolirane kruZne tolke.

4) Kongruencije prvog reda drugog razreda

Raspadne li se kubna &unjosjenica w pravac i obi¢nu ¢unjo-
sjeCnicu, onda sve bisekante ovakve raspadnute krivulje (osim onih
u ravnini ¢unjosjetnice) €¢ine kongtruenciju 1. reda drugog razreda.
U ovakvoj kongruenciji nalaze se pravéaste plohe 4. reda V. i
VI. vrste.
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a) Praviaste plohe 4, reda V. vrste

Pravcaste plohe 4. reda ovakve vrste daju nam one zrake kon-
gruencije 1. reda drugog razreda (ravnalica joj se sastoji od praveca
l 1 ¢tunjosjecnice k s jednom zajedni¢kom totkom), koje sijeku jednu
¢unjosjetnicu, koja dva puta sijefe kvadratni dio k ravnalice lk. U
prostoru ima oof Cunjosjecnica, koje dva puta sijeku ¢unjosjetnicu
k, a po ool od tih ¢unjosjetnica nalazi se na svakoj plohi odredenosj
s takvom jednom ¢unjosjeénicom. U ovakvoj kongruenciji postoji
prema tome, analogno kao kod III, vrste, oo pravéastih ploha 4.
reda V. vrste. Svakom totkom linearnog dijela ! ravnalice prolazi
ool zraka naSe kongruencije, koje &ine stoZzac 2. reda, a svakom
totkom kvadratnog dijela k ravnalice prolazi pramen tih zraka.
Svakom to¢kom bilo od k, bilo od I, prolazi dakle co? parova tih
zraka, i zato svakim parom, a prema tome i izotropnim, prolazi co3
pravcastih ploha 4. reda V. vrste u nasoj kongruenciji, A kako sva-
kom totkom linearnog i kvadratnog dijela ravnalice prolazi jedan,
odnosno dva para izotropnih zraka nase kongruencije, to : u ovom
slu¢aju dobivamo amalogan stavak onome kod ploha III. vrste:

Izmedu oo pravéastih ploha 4. reda V. vrste u
kongruenciji 1. reda drugog razreda ima ih oot s
izoliranim kruZnim toékama, a svaka toc¢ka rav-
nalice izolirano je kruZna za oo tih ploha.

Uzmimo j ovdje bilo koju to¢ku S linearnog dijela 1 ravnalice
kao vrh bilo kojeg izmedu oo stozaca 2. reda, koji imaju zajed-
ni¢ke izotropne izvodnice sa stoscem (Sk). Svaki taj stozac probijmo
kvadratnm dijelom k ravnalice u dvie moguée realne totke M, N.
Svi presjeci svakog tog stoSca s pramenom ravnina pripadnog para
totaka M, N bit ¢e one unjosjetnice, koje s ravnalicom 1k daju po
jednu plohu 4. reda V. vrste u naSoj kongruenciji, kojima ¢e totka S
‘uvijek bit: izolirane kruZna.

Ako totku S uzmemo negdje na kvadratnom dijelu k ravnalice,
dobit ¢emo analogno tada, kad uzmemo one stodce 2. reda vrha S,
koji u ravnini SI imaju zajedni¢ki par izotropnih izvodnica.

b) Pravcéaste plohe 4. reda VI. vrste

Budué¢i da je linearni dio ! ravnalice Ik kod ovih ploha uvijek
torzalan pravac, ne mogu plohe 4. reda VI. vrste unutar nage kon-
gruencije imati izoliranih kruZnih to¢aka na pravecu 1.

Plohe ove vrste &ine sve one zrake nade kongruencije, koje
sijeku takvu jednu kubnu &unjosje¢nicu, koja jednom sijeée linearni }
kvadratn; dio ravnalice 1k19. Svaka ravnina prostora sijece plohu 4.
reda u krivulji 4. reda. Ovakva je krivulja op¢eno odredena s 14
totaka, t. j. u svakoj ravnini ima takvih krivulja ool4, Ako na njoj

¥ Miiller-Krames, Cit. pod 2), str. 263.
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ima dvostrukih totaka, onda takve imaju vrijednost kao tri obi¢ne
totke, prema poznatoj vrijednosti lon(n+ 1) za n-struke tocke.

Odaberimo na kvadratnom dijelu k ravnalice po volji tocku S
i bilo gdje postavimo ravninu g usporedno s ravninom toCke S
i pravea | kao linearnog dijela ravnalice, te njom presijecimo rav-
nalicu lk. Postavimo 1li u toj ravnini jednu cirkularnu krivulju 4.
reda, kojoj su sva tri sjecifta s ravnalicom lk dvostruke toCke, onda
sve zrake nade kongruencije, koje sijeku tu krivulju, ¢ine neku prav-
¢astu plohu 4. reda, kojoj je totka S izolirana kruZna tocka, jer njene
spojnice s apsolutnim toCkama te krivulje leZze na toj pravcasto]
plohi. Jedna dvostruka totka (na pravcu l) nalazi se u neizmjer-
nosti. Uzmemo 1li ovu cirkularnu krivulju tako, da jedna njena
asimptota leZ u ravnini pravca !, koja dira ¢unjosjetnicu k, onda
¢e nastala praviasta ploha 4. reda biti VI. vrste. Ona ¢ée biti VI
vrste zato, §to u tom sluéaju pravac l postaje torzalan pravac 2.
reda na toj plohi. Ovakvih cirkularnih krivulja 4. reda (14—2) u
ravnini o, koje imaju spomenute tri dvostruke totke (14—2—9) i
kojima jedna asimptota lezi u opisanoj ravnini (14—2—9—1 = 2)
ima oc2, dakle je totka S izolirana kruzna totka za oo? pravéastih
ploha 4. reda VI. vrste u nadoj kongruenciji. Jer tofaka S ima ool
izlazi:

U kongruenciji 1. reda drugog razreda ima oo3
pravéastih ploha 4. reda VI. vrste, na kojima po-
stoje izolirane kruzine toéke.

5) Linearni singularni kompleks

Budué¢i da se nijedna od pravéastih ploha 4. reda IX,, XI. i XII.
vrste ne nalazi samo u jednoj kongruenciji 1. reda, nege u njih
neizmjerno mnogo, razmotrit ¢emo takve vrste jednu po jednu u
jednom linearnom singularnom kompleksu, u kojem se one nalaze, ®
jer svaka od njh ima jednu linearnu ravnalicu. Plohe XII. vrste
nemaju na dvostrukoj ravnalici izoliranih dvostrukih toéaka, dakle
ne mogu imati ni izoliranih kruznih toéaka, a prema tome ispadaju
iz nasSih razmatranja.

a) Praviaste plohe 4. reda IX. vrste

Zadamo li neki pravac l i dvije ¢unjosjednice tako, da one sijeku
taj pravac, ali se ne sijeku medusobno, onda svi pravci koji te tri
IEnije sijeku éine neku pravéastu plohu 4. reda IX. vrste20. Pravac
l neka je ravnalica singularnog linearnog kompleksa. Svih éunjo-
sjetnica u prostoru, koje sijeku pravac 1, ima oo7. Parova tih ¢unjo-
sjeCnica ima ocol4, dakle toliko bi &ni se moralo biti i pravéastih
ploha 4. reda IX. vrste u nasem kompleksu ravnalice 1. Medutim
svakom C¢unjosjec¢nicom, koja sijete pravac l, ve¢ prolazi oo7 na$ih

20 Miilller-Krames, Cit. pod 2), str. 258.
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ploha, jer svaku tu ¢unjosjetnicu mozemo pridruziti kao par svakoj
drugoj takvoj ¢unjosjetnici, koji par zajedno s ravnalicom daje
jednu plohu. Dakle izlazi, da u jednom linearnom singularnom kom-
pleksu ima o007 pravcastih ploha 4. reda IX. vrste.

Svakom totkom trostrukog pravea ovakve plohe prolaze tri
njene izvodnice. Svakom tockom ravnalice 1 naSeg kompleksa pro-
lazi o002 njegovih zraka, koje mozZemo sloZiti u oo® skupina po tri
zrake, Svaka ploha ove vrste u naSem kompleksu ima na sebi po
jednu ovu skupinu, a tofaka na ravnalici I ima ool, dakle uistinu ima
0o? th ploha u nasem kompleksu, Svakom totkom ravnalice 1 pro-
lazi oo? ravmina, a u svakoj toj ravnini nalazi se oo? parova zraka
tog kompleksa, izmedu kojih je i jedan izotropan. Svakom takvom
toCkom prolazi dakle oo? parova izotropnih zraka naseg kompleksa,
a svakim tim parom prolazi co? nasih ploha. Kako tofaka na ravna-
lici ima ool, dobivamo i ovaj stavak:

U linearnom singularnom kompleksu nekog
pravca | kao ravnalice ima o5 pravéastih ploha
.4 reda IX. vrste, kojima je ta ravnalica trostruk
pravac, a koje imaju izolirane kruZne totke.

b) Pravcaste plohe 4. reda XI. vrste

Kazali smo kod ploha IX. vrste, da svakom tockom trostrukog
pravca prolaze tri izvodnice. Padne li jedna od tih triju izvodnica
u taj trostruki pravac, onda on postaje torzalan, a ploha se pretvara
u pravcéastu plohu 4. reda XI. vrste. Ako postavimo dvije ¢unjosjeé-
nice, koje se ne sijeku, tako, da one sijeku ravnalicu I, a njihove
tangente u tim sjeciStima leze s pravcem 1 u jednoj ravnini, onda
svi pravci, koj sijeku te tri linije Cine pravcéastu plohu 4. reda XI.
vrste. Svakom totkom ravnalice prolazi po jedan par izvodnica i
jedna torzalna ravnina. Takvih parova pravaca ima oo%, a torzalnih
ravnina postavljenih pravcem 1 ima ool, t, j. koliko i totaka na tom
praveu. Dakle vidimo, da pravéastih ploha 4. reda XI. vrste ima u
linearnom singularnom kompleksu co8,

Parova izotropnih zraka naseg kompleksa, koje prolaze jednom
totkom S ravnalice 1, ima opet oo?. Pridruzmo li svakom paru po
jednu torzalnu ravninu pravca 1, tad vidimo, da je to¢ka S izolirana
kruZna za oo3 pravéastih ploha 4. reda XI. vrste u naSem kompleksu.
Kako ovo vrijedi za svaku to¢ku S ravnalice 1, dobivamo jos i ovaj
stavak:

U linearnom singularnom kompleksu nekog
pravca | kao ravnalice ima oot pravéastih ploha
4. reda XI. vrste, koje na sebi imaju izolirane kru-
Zzne tocke.

Primljeno na sjednici Odjela za matematitke, fizicke i tehnilke nauke
dne 26. IX. 1950.
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EXTRAIT DE »RAD« DE I’ACADEMIE YOUGOSLAVE,
TOME 292, pp. 193-222

V. NICE

POINTS CIRCULAIRES ISOLES DES SURFACES
REGLEES DE 3° ET 4° ORDRE*

On appelle homothétiques toutes les coniques qui contiennent
les mémes deux points réels ou imaginaires a l'infini. Toutes les
coniques des surfaces réglées de 3¢ et 4° ordre, projetées d'un point
O de la ligne double sur un plan paralléle a la paire de génératrices
du point O, deviennent des coniques homothétiques. En effet, toutes
ces coniques projetées contiennent les mémes deux points & l'infini.

On donne la réponse a la question suivante: Y a-t-il des points
sur les lignes doubles des surfaces de 3° et 4¢ ordre, tels que toutes
les coniques de ces surfaces, projetées de ces points sur les plans
paralléles & leurs paires de génératrices, deviennent des cercles?
Ou bien: Y a-t-il des points sur les lignes doubles des surfaces de
3¢ et 4° ordre ol se coupe une paire de génératrices minimales?
Nous appelons ces points »circulaires«.

Comme un tel point circulaire est toujours I'intersection d'une
paire de génératrices isotropes, il se trouve nécessairement sur une
partie isolée d'une ligne multiple. Par cette raison, et aussi pour
distinguer ces points des autres points circulaires, dont il existe en
général 18 resp. 24 sur de telles surfaces (R. Sturm), nous les appel-
lerons points circulaires isolés.

La courbe a Tinfini d’'une surface réglée de 3° ordre est coupée
en trois paires de points par la conique absolue. Il s’en suit que la
surface ne peut contenir que trois cercles. Une paire de génératrices
minimales avec un point réel circulaire est donnée si le point T
a l’infini de la droite directrice simple de la surface se trouve sur la
droite de jonction d’une des paires des points susdites. Le point T,
ne peut se trouver que sur deux droites de jonction des trois paires,

.des points, car les polaires du point T, par rapport a la courbe a

linfini de la surface réglée et a la iconique absolue se coupent en

*Lé titre original de ce travail: Izolirane krufne toéke ma pravéastim
plohama 3. i 4. reda. :
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deux points. On en déduit que sur une surface réglée de 3¢ ordre ne
peuvent se trouver plus de deux points circulaires isolés.

Comme la courbe a l'infini du conoide de 3° ordre dégénére en
la droite directrice simple et deux génératrices, il ne peut se trouver
qu'un point circulaire isolé sur un conoide de 3° ordre.

La paire de génératrices d’'un point sur la droite double peut
étre considérée comme paire de rayons doubles d'une involution
de rayons.

La discussion des points circulaires isolés de ce point de vue
donne la proposition suivante: v

Les points circulaires isolés sont possibles sur les surfaces
réglées de 3¢ ordre 4 points cuspidaux si la distance de la droite
double du point central de l'involution sur la droité directrice simple
est moindre que la distance de ce point central des points doubles
de cette involution.

Ceci n’est qu'une condition nécessaire, et non pas suffisante
pour l'existence des points circulaires isolés sur les surfaces réglées
de 3¢ ordre. Une condition nécessaire et suffisante est donnée par la
proposition suivante:

Afin qu’il existe un ou deux points circulaires isolés sur une
surface réglée de 3° ordre, il faut et il suffit que le faisceau de plans
de la génératrice paralléle & la directrice simple contienne un ou
deux plans coupant la surface en cercle.

Par des considérations semblables on obtient la proposition
suivante concernant les conoides de 3° ordre:

Pour que le point circulaire isolé existe sur un conoide de 3¢
ordre, il faut et il suffit que les lignes torsales réelles du conoide
soient orthogonales.

On déduit aussi aisément:

S’il y a un point circulaire isolé O; sur un conoide de 3¢ ordre,
le conoide harmoniquement associé contient aussi un point circu-
laire Os. Les points cuspidaux communs Kj, Ko et les points Oq, Os
donnent le rapport harmonique (K1K3010g) = —1.

L’application de ce résuitat au conoide de Pliicker donne:

Toutes les coniques du conoide associé harmoniquement au
conioide de Pliicker, projetées du centre du conoide de Pliicker sur
un plan directeur quelconque, deviennent des cercles.

On a montré dans ce travail comment on peut former une
surface réglée de 3° ordre contenant un ou deux points circulaires
isolés. ; . ‘

Comme on a toujours une paire de génératrices isotropes qui
passent par un point circulaire isolé, il sera le plus simple de former
une surface réglée du 3° ordre & un point circulaire isolé comme il
suit: Choisissons sur un c6ne du 2° ordre une génératrice d comme
directrice double et une conique ¢ comme directrice quadratique
simple d'une telle surface réglée. Sa directrice linéaire simple soit
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dans le plan d'une paire de génératrices isotropes de ce céne. Le
sommet de ce cone sera le point circulaire isolé de la surface réglée
du 3¢ ordre ainsi formée.

Si la directrice simple 1 se trouve a l’infini, la surface est un
conoide et si nous remplacons le c6éne par un cylindre le point
circulaire isolé est aussi a 1’infini.

Si la directrice simple ! est paralléle au plan de l'autre paire
de génératrices isotropes du céne et si la directrice quadratique ¢
est un cercle qui est aussi paralléle a ce méme plan, la surface aura
un deuxieme point circulaire isolé. Ce point se trouve a Pinter-
section de la directrice double d avec celui des plans des sections
circulaires du coéne qui passe par la directrice simple !, mais ne
passe pas par le sommet du cone.

La courbe r, a linfini de la surface réglée de 4°¢ ordre est
coupée par la conique absolue en quatre paires de points. Soit Se
la courbe a P'infini de la torse des plans des coniques de ces sur-
faces réglées. Si toutes les droites de jonction de ces paires de
points & l'infini, ou quelques-unes d’entre elles, touchent la courbe
8., chacune de ces droites donne un cercle ou un point circulaire
isolé. ‘

Sur certaines surfaces réglées de 4° ordre il peut y avoir deux
coniques ou paires de génératrices dont les plans sont paralléles.
Dans ce cas la conique d'un plan et la paire de génératrices de
Pautre ont les points & l'infini communs. Il s’ensuit:

Le nombre total de cercles et de points circulaires isolés sur
les surfaces réglées de 4° ordre peut surpasser quatre, tandis que
le nombre des points circulaires isolés et le nombre des cercles ne
surpassent jamais quatre.

A cause de la dégénération de la courbe s_ aupreés des surfaces
réglées de 4° ordre on peut énoncer pour ces surfaces ceci: Sur une
ligne double des surfaces de 4¢ ordre et de I° espéce il ne peut
exister plus de trois points circulaires isolés. On constate que sur
les surfaces de II® espéce il ne peut.y avoir plus de deux points
circulaires isolés.

De plus, on trouve pour les surfaces de III® espéce:

S’il existe sur une surface réglée de 4° ordre et de III* espéce
deux paires de génératrices, dont les plans sont paralléles et que
I'un d’eux contienne un cercle de la surface réglée, 'autre contient
toujours un point circulaire isolé.

Sur les surfaces réglées de 4¢ ordre et de ITI® et IVe espéce le
nombre de points circulaires isolés ne peut surpasser quatre. Il n’y
a des cercles que sur les surfaces de III® espéce.

Par la discussion des courbes 7, et s_, auprés des surfaces
réglées de 4° ordre et de V° espéce on voit que la conique double
de ces surfaces ne peut contenir plus de trois points circulaires
isolés. Si les plans des coniques de cette surface enveloppent un
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cylindre, le nombre des points circulaires isolés sur la droite double
de la surface sera égal au nombre des cercles.

Sur les surfaces de VI® espece il n’y a pas de coniques et, par
conséquent, non plus de cercles. La possibilité et le nombre de
points circulaires isolés, dependent encore des circonstances con-
nues et de la forme des courbes r_ et s, (un point).

On a pu obtenir quelques restrictions pour le nombre de points
circulaires isolés des surfaces réglées de 4° ordre et VII® espece.
Des discussions a linfini montrent que ces surfaces ne peuvent
contenir plus de trois cercles. Les paires de rayons conjugués
orthogonaux de linvolution circulaire conduisent & l’aide de nos
considérations a la proposition suivante:

Sur une seule droite double des surfaces réglées de 4° ordre et
VII¢ espéce il ne peut y avoir plus de deux points circulaires isolés.

De plus, on a constaté: Si la génératrice double de la surface
est paralléle & l'une de ses droites doubles, le nombre de points
circulaires isolés sur la seconde droite double est égal au nombre
de cercles sur la surface. Les plans des cercles et les plans des
génératrices minimales des points circulaires isolés sont paralléles.

On énonce pour les conoides de 4¢ ordre et de VII® espéce ceci:

Sur les conoides de 4¢ ordre et VII® espéce le nombre de cercles
et le nombre de points circulaires isolés ne peuvent surpasser deux.

Si le point circulaire isolé d’'un conoide oblique du 3° ou 4¢
ordre se trouve a linfini, il va sans dire que la paire de génératrices
A I'infini n’est pas isotrope.

On a été amené 3 quelques surfaces de cette espéce qui ont
un point C sur une de leurs droites doubles, jouissant de la pro-
priété suivante: Toutes les coniques de ces surfaces sont projetées
du point C sur tous les plans paralléles aux génératrices du point C
en un faisceau de coniques concentriques homothétiques. Si le point
C est un point circulaire isolé, on obtient un faisceau de cercles
concentriques. Le point C peut se trouver a linfini. Ce cas se pré-
sente pour le conoide de toutes les normales d’'un cylindre cir-
culaire aux points d’'une section plane.

Si le point C se trouve sur la droite double d;, les deux lignes
torsales des points cuspidaux de la droite double d; ont un point P
de la droite double d» commun. Les points cuspidaux Kj, Ky de la -
droite double d; et les points P, C forment le rapport harmonique
(Kl KQP C) = —-1.

Sur les surfaces des 4¢ ordre et VIII¢ espéce il ne peut y avoir
que deux points circulaires isolés, parce que la courbe r, a linfini
de cette surface posséde un point autotangentiel. On a discuté les
possibilités de construction des points circulaires isolés d'une ma-
niére semblable comme pour les surfaces de VII® espece.

Comme les surfaces réglées de 4¢ ordre et IX® et XI¢ espece
ont les mémes: torses comme celles de III® et V¢ espéce, il se pré-
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sente une certaine analogie. Si ces surfaces contiennent deux
coniques & plans paralléles et s’il y a un cercle de la surfdace dans
I'un de ces plans, l'autre contient toujours un point circulaire isolé.

Les surfaces de XI° espéce admettent des constructions sem-
blables & celles trouvées pour les surfaces de VIII® espéce.

Les surfaces réglées de 4¢ ordre et X¢ et XII¢ espéce ne contien-
nent pas de conique ef, par conséquent, pas de cercles. Les points
circulaires isolés ne sont possibles que sur les surfaces de X° espéce.

Comme toutes les surfaces réglées du 3¢ ordre et la plupart de
-celles du 4¢ ordre se trouvent dans une congruence du I°r ordre, on
détermine dans la suite de ce travail la quantité de celles de ces
surfaces dans la congruence qui possédent des points circulaires
isolés. Dans la congruence linéaire hyperbolique se trouvent des
surfaces réglées du 3° ordre et des surfaces réglées du 4° ordre de
la Ire, VII® et X° espéce (Sturm). Il y a dans cette congruence oot
de surfaces réglées du 3¢ ordre ayant des points circulaires isolés,
oo de telles surfaces du 4¢ ordre de la I espéce et oo de la VII®
et X¢ espece. Dans la congruence linéaire parabolique se trouvent
les surfaces de Cayley du 3° ordre (n’ayant pas de points circulaires)
et des surfaces réglées du 4¢ ordre de la II¢ et VIII® espéce. Il y a
dans cette congruence co? de telles surfaces de la II° espéce ayant
des points circulaires isolés et co3 de telles surfaces de la IVe espeéce.
avec des points circulaires isolés. Dans la congruence des bissecan-
tes de la conique cubiqye (du I*r ordre et de la 3¢ classe) se trou-
vent des surfaces réglées du 4° ordre de la III® et IVe espéces. I
y a dans cette congruence oo* de surfaces de la III® espéce ayant
des points circulaires isolés et co3 de telles surfaces de la IV® espéce.
Les surfaces réglées du 4¢ ordre de la Ve et VI® espéce se trouvent
dans une congruence du I*f ordre de la 2¢ classe. Il y a dans cette
congruence oo* de surfaces de la V°® espéce ayant des points cir-
culaires isolés et oco3 de telles surfaces de la VI°® espéce. Les sur-
faces réglées du 4¢ ordre de la IX®, XI¢ et XII¢ espéce ne se trouvent
dans aucune de ces congruences, mais elles se trouvent dans un
.complexe linéaire singulier. Sur les surfaces réglées du 4° ordre de
la XII¢ espéce il n’y a pas de points circulaires isolés. Dans le com-
plexe linéaire singulier il y a oo de surfaces réglées du 4° ordre
de la IX® espéce ayant des points circulaires isolés et oot de telles
surfaces de la XI® espece.

En considérant les surfaces réglées du 4° ordre dans une con-
gruence du I°f ordre on obtient facilement des théorémes qui nous
indiquent le moyen de former des surfaces réglées du 4¢ ordre
ayant des points circulaires isolés. Ces considérations sont liées aux
. paires de droites isotropes dans une telle congruence. Voici quel-

ques théorémes:

a) Si une directrice d'une congruence linéaire hyperbolique
_passe par le sommet d’'un céne du 2°¢ ordre, tandis que l’autre di-
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rectrice se trouve dans le plan d’une paire de génératrices isotropes
de ce cone, chaque conique sur ce cbne est la directrice quadratique
simple d’une surface réglée du 4°¢ ordre de la VII® espéce dans cette
congruence. Le sommet du cbéne est le point circulaire isolé de la
surface. ‘

Si la directrice dans le plan d'une paire de génératrices isotro-
pes du céne est paralléle au plan de l'autre paire et la directrice
quadratique est un cercle du cone paralléle au plan de cette seconde
paire de génératrices isotropes, on obtient une surface réglée du 4°
ordre de la VII® espéce & deux points circulaires isolés sur cette
méme directrice.

En partant de ce résultat on obtient aussi le théoréme suivant:

b) Dans une congruence linéaire hyperbolique il y a oo% de sur-
faces réglées du 4°® ordre de la VII® espéce ayant deux points cir-
culaires isolés sur une directrice.

Pour les autres espéces de surfaces on a obtenu les théorémes
suivants:

¢) Remplagons le coéne du 2°¢ ordre du théoréme a) par un coéne
du 3¢ ordre du genre premier, de sorte que la premiére directrice
de la congruence soit une génératrice du cdéne et que dans le plan
du sommet et de la seconde directrice se trouve une paire de gé-
nératriees isotropes de ce cOne. Toute section plane de ce cone pas-
sant par son point d’intersection réel avec l'autre directrice de la
congruence sera la directrice d’'une surface du 4° ordre de la I
espéce dans cette congruence, dont le point circulaire isolé est le
sommet du céone.

d) Remplacons maintenant le céne du théoréme a) par un cone
du 4¢ ordre & une génératrice triple, de sorte que la premiére di-
rectrice de la congruence soit une génératrice simple du coéne tandis
que la seconde directrice du c6éne coupe la génératrice triple. Si le
plan du sommet du céne et de la seconde directrice de la con~-
gruence contient une paire de génératrices isotropes du cone, toute
section plane du cbne passant par le point d’intersection de la gé-
nératrice triple et de la seconde directrice de la congruence est la
directrice d’'une surface réglée du 4° ordre de la X°¢ espéce dans la
congruence linéaire hyperbolique et le sommet du céne en est le
point circulaire isolé.

Des théorémes analogues sont en vigueur dans une congruence
linéaire parabolique pour les surfaces réglées du 4°¢ ordre de la II°
et VIII® espéce, ces espéces pouvant étre considérées comme des cas
spéciaux de surfaces réglées du 4¢ ordre de la I et VII® espéce
lorsque leurs directrices doubles se confondent.

Dans la congruence du 1¢* ordre de la 3¢ classe des bissécantes
d’'une conique cubique se trouvent des surfaces réglées du 4°¢ ordre
de la III° et IV® espéce. Pour ces surfaces on a obtenu les théore-
mes suivants: '
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e) Un point S d'une conique cubique est un point circulaire
isolé pour toutes les surfaces réglées du 4¢ ordre de la III® espéce
dans la congruence des bissécantes de cette courbe, dont les di-
rectrices du 2°¢ ordre se trouvent sur un cone du 2¢ ordre au som-
met S, passant par la paire de droites isotropes de la congruence.
Les plans de ces directrices passent par deux points réels communs
de la conique cubique et du céne, le point S étant exclus.

f) Toutes les surfaces réglées du 4° ordre de la IV® espéce dans
la congruence des bissécantes d'une conique cubique, dont la di-
rectrice linéaire se trouve dans le plan d’'une paire isotrope de ces
bissécantes, auront le point d’intersection d’'une telle paire comme
point circulaire isolé commun. De cette maniére nous avons obtenu
la condition nécessaire et suffisante de l’existence d’un point cir-
culaire isolé sur de telles surfaces.

" Si la directrice linéaire se trouve dans deux plans de paires de
bissécantes isotropes, la surface aura évidemment deux points
. circulaires isolés. '

En considérant la congruence du 1¢ ordre de la 2¢ classe com-
me cas dégénéré de la congruence du 1¢' ordre de la 3¢ classe, on
obtient, par une voie analogue, un théoréme analogue au théoréme
d) pour les surfaces réglées du 4° ordre de la V° espéce se trouvant
dans une telle congruence. Les surfaces du 4¢ ordre de la VI¢ espéce
dans une telle congruence ne peuvent avoir un point circulaire isolé
" que sur la partie quadratique de la directrice de la congruence.
A laide d'un coéne du 4° ordre dont le sommet est sur la partie
quadratique de la directrice, et d’'une paire de génératrices isotropes
du cone coupant la partie linéaire de la directrice, on obtient un
théoréme analogue pour toutes les surfaces réglées du 4¢ ordre de
la VI® espéce dans cette congruence, dont le point circulaire isolé
est le sommet du céne.
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