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JEDAN DOKAZ I NADOPUNA P. APPELOVA
STAVKA O PLUCKEROVU KONOIDU

U svojoj radnji »Propriété caractéristique du cylindroide«?)
dokazao je P. Appell, da je Pliickerov konoid jedina pravcasta
ploha (ne ravninska ili valjkasta), kojoj su sve noziSne krivulje
ravninske. Da su ove ravninske krivulje na takvom konoidu
sve njegove elipse, izvodi se vrlo jednostavno?), a time se ujed-
no dobiva i poznata 5. definicija toga komoida. Svakoj tocki u
prostoru kao polu odgovara jedna noziSna krivulja na tom ko-
noidu, t. j. jedna njegova elipsa. Budué¢i da taj konoid ima oo!
izvodnica, a svakom izvodnicom moZemo poloZiti co! ravnina,
koje taj konoid (3. reda) sijeku u elipsama, vidimo da na njemu
ima oo? elipsi. Svaka ova elipsa moZe prema tome biti nozisna
krivulja ne za jedan, nego za oo! polova u prostoru, jer svih
tolaka (polova) u prostoru ima oo®. Dokazujuti sintetiéno geo-
metrijskim putem Appellov stavak, progirit éemo ga tako, da
potraZimo geometrijsko mjesto svih polova, koji imaju zajed-
ni¢ku noZidnu elipsu.

Uzmemo i u prostoru neki pravac d i jednu elipsu koja
ga sijede tako, da ta elipsa i taj pravac d leZe na jednom usprav-
nom krufnom valjku, onda svi pravei, koji sijeku tu elipsu i
taj pravac, ali pravac okomito, ¢ine izvodnice Pliickerova ko-
noida. Projiciramo 1li sve te izvodnice u smjeru pravea d, koji
je dvostruk ma tom komoidu, na jednu na njemu okomitu rav-
ninu a, dobit éemo u njoj pramen pravaca, kojeg ¢e zrake biti
paralelne s tim izvodnicama u prostoru. Torzalni pravei (u
kojima dvije izvodnice padaju skupa) imat ¢e medusobno oko-
mite projekeije, jer su oni i u prostoru medusobno okomiti. Pa-
rovi izvodnica koje se sijeku, imat ée projekcije simetriéno
smje$tene prema projekcijama torzalnih pravaca. Na naSoj slici

1) Izasla u Bull. societ. mathem. France, 28 (1900).

?2) Vidi dr. E. Miiller: Vorlesungen iiber darstellende Geometne,
Bd. IIl. (Konstruktive Behandlung der Regelflichen, bearb. von dr. J. L.
Krames, 1931.), str. 221.
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prika:zana je takva projekcija Pliickerova konoida, uzevsi da
se ravnina e poklapa s ravninom slike.

a

Neka je bilo gdje u prostoru zadana neka tocka K. Posta-
vimo li njome okomite ravnine na sve izvodnice naseg Pliicke-
rova konoida, onda sva tako nastala sjeci$ta €mne noZisnu kri-
vulju pola K. Sve ovakve ravnine okomite su na ravninu slike,
jer su izvodnice konoida paralelne s tom ravninom, a prema
tome Cine one jedan pramen ravnina. Te &e ravnine biti pre-
dotene na ravnini slike pravcima, koji prolaze projekcijom K’
totke K okomito na projekcije izvodnica. Oznaéimo li projek-
ciju d’ pravea d s D, onda ¢e projekcija noZiSne krivulje pola
K, u smjeru pravca d na ravninu slike, biti kruznica, kojoj je
duZina DK’ promjer. Sama noZzi§na krivulja u prostoru bit ¢e
prema, tome prodorna krivulja na$eg konoida s uspravnim kru-
#nim valjkom, kojemu je ta kruZnica baza. Ta krivulja bit ¢e
opéeno 6. reda, jer je Pllickerov konoid 3. reda. Na§ spomenuti

2



Jedan dokaz i nadopﬁna P. Appelova stavka... 175

prodorni valjak prolazi medutim dvostrukim pravcem d ko-
noida, dakle ta krivulja ne moze biti viSa od 4. reda. Poznata
je tinjenica, da Pliickerov konoid ima u neizmjernosti par
izotropnih izvodnica, koje se sijeku u neizmjerno dalekoj totki
dvostrukog pravea d. Na§ prodoran uspravan kruzni valjak ima
takoder u neizmjernosti par izotropnih izvodnica, koje se sijeku
u istoj neizmjerno dalekoj to¢ki (dvostruki pravac d je izvod-
nica tog valjka). Ovaj izotropni par izvodnica je prema tome
zajedni¢ki par izvodnica i komoida i valjka, a prema tome i
sastavni dio nase prodorne, odnosno nozisne krivulje pola K.
Vidimo dakle, da se je ova noZidna krivulja reducirala na kri-
" vulju 2. reda, dakle ravninsku krivulju. Jer se ta krivulja na-
lazi na Pliickerovu konoidu, moZe ona biti samo elipsa,-a time
je dokazan Appell®V stavak.

Uzmimo sada neki novi pol K, toéno iznad ili ispod prvog
pola K tako, da se njegova projekcija K, poklapa s projekci-
jom K’. Odmah se vidi, da se na naSoj slici, kao i u prostoru,
nista ne mijenja, buduéi da je pramen okomitih ravnina tocke
K identit¢an s takvim pramenom totke K,, t. j. pol K, ima istu
noZignu krivulju kao i pol K, bez obzira gdje se on nalazi na
vertikali paralelnoj s praveem d, poloZenoj polom K. Direktino
odavle proizlazi nagovijeSteno profirenje Appellova stavka:

Geometrijsko mjesto oot polova, koji imaju zajednicku no-
Zi¥nu elipsu na Pliickerovu konoidu, nalazi se na pravcu, koji
je paralelan s njegovim dvostrukim pravcem, a prolazi dija-
metralnom tofkom te no¥i¥ne elipse, obzirom na mjeno sjecidte
s dvostrukim pravcem.

RESUME

Démonstration et complément d’un théoreme concernant
le conoide de Pliicker

Par Dr. Vilko Nice

On donne une démonstration synthétique du théoréme
d’Appell sur les courbes pédales du conoide de Pliicker et on
compléte ce théoréme en indiquant le lieu géométrique des
pbles ayant une ellipse pédale commune sur ce conoide. Ce
liéu géométrique se trouve sur une droite parallele a la droite
double du conoide. Ces deux droites passent par deux points
diametraux de Vellipse pédale.



