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'VAN]SKA OZNAKA UNIKURZALNE
CIRKULARNE KRIVULJE 3. REDA
Vilim Nice, Zagreb.

Elipsa i kruZnica srodne su krivulje 2. reda, a mogu se po
svome obliku razlikovati tako malo, da se to okom ne moZe
ni opaziti. Posvema su analogno srodne i elipti¢ne unikurzalne
krivulje 3. reda s cirkularnim unikurzalnim krivuljama 3. reda,
a njihova raziika po vanjskom obliku moZe biti upravo tolika,
kolika je izmedu elipse i kruZnmice. Razlika u obliku izmedu
elipse i kruZnice je oita, ali razlika izmedu obifne elipticne
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unikurzalne krivulje 3. reda-i cirkularne unikurzalne krivulje
3. reda nije ba§ tako ocita. Postoji li kakav vanjski znak za
cirkularne unikurzalne krivulje 3. reda, po kojem bismo ih
mogli raspoznati? Ovim problemom bavit ¢emo se u ovoj
radnji.

Odaberimo na nekoj unikurzalnoj cirkularnoj krivulji 3.
reda k po volji totku Z tako, da moZemo njome poloZiti dvije
realne tangente na tu krivulju! Diralita tih tangenata ozna-
timo s M i N. Svaka zraka tocke Z sijeCe krivulju k u paru to-
¢aka A, B, a spojnice tih tofaka s to¢kom O daju involutoran
pramen zraka, kojemu su zrake OM i ON dvostruke.! Uzmemo
li sada zrake OA i OB kao dvostruke zrake nekog novog
involutornog pramena, tada ¢e par zraka OM, ON biti konju-
girani par zraka i ovakve involucije. Uzmimo sada umjesto
totke Z beskona¢no daleku tolku Zoo krivulje k! Beskona¢no
daleki pravac sije¢e krivulju k u apsolutnim todkama Aco i
B, jer tim totkama krivulja prolazi, a odavle direktno sli-
jedi, da tocki Zoo pridruZena diralista M, i N,, spojena s to¢-
kom O, daju par okomitih zraka (OM, 1 ON,). Vidimo dakle:
Ako spojimo dvostruku to¢ku cirkularne krivulje 3. reda roda
nultoga s dirali§tima njenih tangenta usporednih s asimptotom,
bit ¢e te spojnice uvijek medusobno ckomite.

Krivulja k, koja ima navedeno svojstvo, ne mora biti cirku-
larna, jer je to za cirkularnu krivulju k samo nuzdan, a nije
i dovoljan uvjet. PotraZit ¢emo jo§ jednu vanjsku oznaku nase
krivulje k, koja ¢ée zajedno s navedenom dati nuidan i dovo-
ljan uvjet, da ta krivulja bude cirkularna.

Svaka presjetna krivulja Pliickerovog konoida projicira
se u smjeru dvostrukog pravca na direkcionu ravninu kao cir-
kularna krivulja 3. reda roda nultoga, koje je asimptota uspo-
redna s ravninom presjeka. Ovo slijedi iz poznatog svojstva
tog konoida, da se njegove tunjosjecnice projiciraju u smjeru
dvostrukog pravca na direkcione ravnine kao kruZnice.?

Uzmimo sada neku cirkularnu krivulju 3. reda roda nul-
toga k1 kao bazu uspravnog valjka, koji presijecimo u krivulji
ki ravninom usporednom s asimptotom krivulje k1! Sijecemo
li sada krivulju ki-ravninama usporedno s ravninom krivulje
k’1, tada spojnica tih sjeci$ta s probodistem dvostruke izvodnice
tog stoSca daje Pliickerov konoid, jer te spojnice daju konoid
3. reda, Ciji je dvostruki pravac okomit na direkcionoj ravnini,
torzalni pravci su medusobno okomiti, a u beskona¢nosti na
dvostrukom pravcu ima kruZnu totku,® odnosno par minimal-
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nih beskonafno dalekih izvodnica. Presije¢emo li taj konoid
.direkcionom ravninom, koja raspolavlja udaljenost izmedu tor-
zalnih ravnina, dobit ¢emo par izvodnica, koje raspolavljaju”
pravi kut torzalnih pravaca, dakle su takoder okomite. Na tom
paru izvodnica nalazi se par tofaka krivulje ki, a taj se par
projicira u par tolaka krivulje K1, koji lezi na usporednici
s njenom asimptotom, koja je u sredini izmedu tangenata kri-
vulje K’1, spuStenih na nju iz njene beskonafno daleke tocke.
Te su tangente presjeCnice ravmine krivulje k1 s torzalnim rav-
ninama, a dirali$ta su sjeciSta te ravnine s torzalnim pravcima.

Buduéi da ovakvu operaciju moZemo izvesti sa svakom
cirkularnom krlvuljom 3. reda roda nultoga, to za sve te kri-
vulje moZemo izreéi slijedgéi stavak:

NuZdanidovoljan uvjet, da neka eliptic-
na krivulja 3. reda roda nultoga bude cirku-
larna, daju joj ove vanjske oznake: 1) Spoj-
nice dvostruke tocke s diraliStima tange-
nata usporednih s asimptotom te krivulje
morajud biti medusobno okomite. 2) SjeciSte
krivulje s asimptotinom paralelom u sre-
dini navedenih usporednih tangenata spo-
jena s njenom dvostrukom tofkom, moraju
dati takoder par okomitih pravaca.

Ova vanjska oznaka unikurzalnih crkularnih krivulja 3.
reda daje nam i putokaz za konstruktivhu izvedbu poznate Ci-
njenice, da svaku elipti¢énu krivulju 3. reda roda nultoga mo-
7zemo paralelno projicirati na neku ravninu u isto takvu cir-
kularnu krivulju.

ZUSAMMENFASSUNG

Zwischen den unikursalen zirkularen Kurven 3. Ordnung und den
gewohnlichen elliptischen unikursalen Kurven 3. Ordnung besteht der-
selbe Unterschied, wie zwischen Kreisen und Ellipsen. Der Unterschied
zwischen Ellipse und Kreis ist offensichtlich. Bei den zirkularen und
den gewdhnlichen elliptischen, unikursalen Kurven 3. Ordnung ist der
Unterschied fast unmerklich,

In dieser Arbeit ist eine aiissere Eigenschaft der unikursalen zir-
kularen ‘Kurven 3. Ordnung gefunden, die ihre Unterscheidung von den
gewohnlichen elliptischen unikursalen Kurven 3. Ordnung ermoglicht.
Diese Eigenschaft wird in folgendem Satze zum Ausdruck gebracht;

Eine notwendlge und hinreichende Bedingung
'dafiir, dass eine elliptische unikursale Kurve 3.
Ordnung zirkular sein muss, besteht in folgen-
der aiisseren Eigenschaft dieser Kurve: 1 Die Ver-
bindungsgeraden des Doppelpunktes mit dep Be-
riihrungspunkten der mit der Asymptote parallelen
Tangenten miissen senkrecht sein. 2. Werden die
Schnittpunkte einer Geraden, die parallel mit der
Asymptote in der Mitte der genannten Tangenten
lduft, mit dem Doppelpunkte verbunden, so miissen
diese Verbindungsgeraden auch senkrechti sein,
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