Ljerka Dockal, Zagreb

DIE FLACHEN DER ZENTRISCHEN FUSSPUNKTKURVEN IN
LINEAREN REGELFLACHENSYSTEMEN 2. ORDNUNG

Einleitung

Nach E. Danzer wird als zentrische Fusspunktkurve # einer Regel-
flichen 2. Crdnung H? diejenige Fusspunktkurve » bezeichnet, dessen
Pol sich in der Flichenmitte O befindet. Nach R. Sturm ist die Ordnung
der Fusspunktkurve einer Regelfliche n-ter Ordnung gleich 2#.

Lisst man eine Regelfliche H? ein Regelfldchenbiischel bzw -schar 2.
Ordnung (H?) stetig erzeugen, werden die stetig verbundene zentrische
Fusspunktkurven eine Fliche bilden. Bevor man die Ordnung dieser Fliche
aufsucht, werden einige schon bekannte, aber fiir diese Ersuchungen not-
wendige Eigenschaften der zentrischen Fusspunktkurve des einschalligen
Hyperboloids und hyperbolischen Paraboloids angefithrt werden.

Beim Aufsuchen der zentrischen Fusspunktkurve eines einschalligen
Hyperboloids H? muss man berticksichtigen, dass jede asymptotische Ebene
dieser Fliche je zwei parallele Erzeugende enthidlt. Deswegen schneidet
jede durch die Flachenmitte O an eine Erzeugende / gelegte Normale n
auch die parallele Erzeugende /i, orthogonal. Diese gemeinsame Normale
n zweier paralellen Erzeugenden kann man also als Schnittgerade der diese
Erzeugenden enthaltende asymptotische Ebene a und derjenigen Normalebene
» erhalten, die durch die Flachenmitte O orthogonal an die parallelen Erze-
ugenden gelegt ist. Da die asymptotischen Ebenen des einschalligen Hyper-
boloids einen Kegel 2. Klasse A2 umhillen, bilden die entsprechenden
Normalebenen v auch einen Kegel 2. Klasse N2, Die Normalen # als Schnitt-
geraden der asymptotischen Ebenen des Kegels 42 und der Normalebenen
des Kegels N2 bilden einen rationalen Kegel 4. Ordnung N*, der in den
Flachenachsen die Doppelerzeugenden enthilt. Die Durchdringungskurve
des Normalkegels N* und des Hyperboloids H? ist 8. Ordnung, aber sie
zerfallt in zwei Raumkurven 4. Ordnung zweiter Art »n,* und #n,* Diese
Kurven haben die Scheitelpunkte des Hyperboloids H? gemein. Die Erze-
ugenden eines Systems des Hyperboloids H? sind die Unisekanten einer
diesen Kurven und die Trisekanten der anderen.Nach Danzer kann die
zentrische Fusspunktkurve n* eines einschalligen Hyperboloids H? mittels
derjenigen Kuglen erhalten werden, die um die Flichenmitte O umbe-
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schrieben sind. Dann ist der Fusspunkt N der durch die Flachenmitte O
an eine Erzeugende % des Hyperboloids H? gelegte Normale 7 die Mitte
der durch die Kugel an dieser Erzeugende % begrenzten Sehne. Wenn man
um die Flichenmitte O die Kugel K,2 beschreibt, deren Durchmesser
der Hauptachse 2a der Kehellipse gleich ist, dringt diese Kugel K,? das
Hyperboloid H? in zwei Kreisen. Sie liegen in den zyklischen Ebenen des
Hyporboloids H? und schneiden sich in der Hauptachse der Kehlellipse.
Die Mitten der an den Erzeugenden % des Hyperboloids H? liegenden und
durch diese Kreise begrenzten Sehnen bilden die beschriebenen Fusspunkt-
kurven »,* und #,*. Die Fernpunkte in welchen das Hyperboloid H? die
Absolute schneidet gehéren diesen Kurven an, weil sie den in zyklischen
Ebenen liegenden Kreisen gehéren. Da sie je zwei Erzeugenden des Hy-
perboloids H? enthalten, gehoren sie den beiden Fusspunktkurven #,*
und #,* des Hyperboloids. H?2.

Da sich dieser Pol beziiglich eines hyperbolischen Paraboloids in seinem
Fernsoheitelpunkt befindet, wird die Fusspunktkurve dem Millerschen
Satz nach verordnet. Die Fusspunktkurve einer Regelfliche in Bezug auf
einen Fernpol zerfillt in die Fernkurve von H und jene Erzeugenden, deren
Fernpunkte zum Pol beziiglich der Absolute konjugiert sind. Wendet man
dies an das hyperbolische Paraboloid an, und nimmt man den Pol in seinem
Fernscheitelpunkt, zerfillt dann die Fusspunktkurve in die Fernerzeugenden
und jene Erzeugenden die im Endlichen liegen und den Scheitelpunkt ent-
halten. Diese Erzeugenden sind, nidmlich, an der Fldchenachse normal, so
dass die Verbindungsgerade ihrer Ferpunkte die Polare des Fernscheitel-
punktes beziiglich der Absolute ist. Da ein hyperbolisches Paraboloid zwei
Erzeugendensystemen enthillt, sind diese vier Erzeugenden als Doppel-
geraden anzunehmen.

1. Die Flichen der zentrischen Fusspunktkurven in den Regelfla
chenbiischeln 2. Ordnung

a) Es sei ein Regelflichenbiischel 2. Ordnung (H?) (1,3) gegeben,
also ein solches, dessen Grundkurve 4. Ordnung erster art aus zwei unpaaren
Zweigen besteht. Jeder Raumpunkt P enthilt eine Fliche des Biischels
und jede Ebene bertihrt deren drei. Die Fernebene schneidet das Flichen-
biischel (H?) (1,3) in einem Fernkurvenbiischel (k,2) (1,2). Die Mittel-
punkte O der Fliachen des Flachenbiischels (H?) (1,3) bilden als Pole der
Fernebene beziiglich dieser Flichen eine Raumkurve 3. Ordnung o3. Da
jeder Flidche des Flachenbiischels (H?) (1,3) je ein zentrischer Normal-
kegel N* zugeordnet ist, bilden diese Normalkegel N+ ein Normalkegel-
system | N*|. Die Kegel N* dieses Systems | N*| dringen die entsprichen-
den Fliachen des Plachenbiischels (H?) (1,3) in den zentrischen Fusspunkt-
kurven n*. An einer beliebig angenommenen Gerade p werden die Punkte
H und N der Flachen H? und N* durch die Fliachen des Flachenbiischels
(H?) (1,3) und des Normalkegelsystems IN*| zugeordnet. Die Inzidenz-
punkte dieser zwei so zugeordneten Punktreihen gehoren den zentrischen
Fusspunktkurven der Flichen H? des Flichenbiischels (H?) (1,3) und
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sind die Schnittpunkte der Geraden p mit der dem Flachenbiischel (H?) (1,3)
zugeordneten Fldche der zentrischen Fusspunktkurven. Die Zahl dieser
Schnittpunkte ergibt offenbar die Ordnung dieser Fliche.

Satz 1: Die zentrische Normalkegel N*, die den Flichen HI? eines Regel-
Aldchenbiischels (H?) (1,3) zugeordner sind, bilden ein Normalkegelsystem |N*|
mit dem Index 6.

Beweis: Um den Index eines zentrischen Normalkegelsystems |N#| zu
erhalten, das einem Flachenbiischel (H?) (1,3) zugeordnet ist, werden zuerst
durch einen beliebig angenommenen Raumpunkt P die Diameter d der
Fléchen dieses Fldchenbiischels (H?) (1,3) gelegt. Da die Flichenmittel-
punkte O eine Raumkurve 3. Ordnung o® bilden, erzeugen die den Punkt
P enthaltende Diameter d einen Kegel 3. Ordnung D3, den die Fernebene
in einer Fernkurve 4,3 schneidet.

Da eine zentrische Normale » die Schnittgerade der asymptotischen
Ebene a und der entsprechenden Normalebene v ist, wird ihr Fernpunkt
N, als Schnittpunkt der Fernspur «, der asymptotischen Ebene mit der
Polare 7, des entsprechenden Berlihrpunktes A, beziiglich der Absolute
erreichen. Die durch den Raumpunkt P an die Flichen des Flichenbii-
schels (H?) (1,3) gelegte asymptotische Ebenen bilden, wie bekannt, einen
Kegel 5. Klasse 4°. Die Berithrpunkte A4, dieser Ebenen bilden eine Fern-
kurve 3. Ordnung a,* und die Polaren 7, dieser Punkte beziiglich der Abso-
lute hiillen eine Fernkurve 3. Klase x,3 ein. Die Tangenten «, der Fern-
kurve o, des Kegels A° sind (1,1)-deutig zugeordnet den Ferngeraden
7w, der Fernkurve n,°. Die Schnittpunkte der entsprechenden Geraden
dieser Kurven bilden eine Fernkurve 8. Ordnung #,®. Veribindet man die
Fernkurve »,® mit dem Punkt P, dann erhilt man einen Kegel 8. Ord-
nung N&,

Da eine zentrische Normale #» einer Fliche H? auch ein Diameter d
derselben ist, muss die einem Kegel N* des Normalkegelsystems |[N*|
gehorige Erzeugende 7 des Kegels N® auch dem Kegel D3 als ein Diameter
gehoren. Die beiden Kegel N® und D3 haben 24 Erzeugenden gemein,
aber es muss ausgepriifft werden wieviele dieser Erzeugenden ein Diameter
d und eine zentrische Normale n derselben Fliche des Flichenbiischels
(H?*) (1,3) sind.

Wenn ein Diameter d mit der Erzeugende # des entsprechenden Nor-
malkegels N* zusammenfillt, wird die Polare §, seines Fernpunktes D,
bezliglich der Absolute seine Polare p, beziiglich der Fernkurve #,2 der
entsprechende Fliache des Flachenbiichels (H?) (1,3) in jenem Fernpunkt
A, schneiden, welcher der dem Diameter d zugeordnete Fernberiihrpunkt
A, ist. Da die Fernpunkte D, der den Punkt P enthaltenden Diameter d
eine Fernkurve 3. Ordnung d,> bilden, werden die Polaren 4, der Fern-
punkte D, dieser Fernkurve d,3, beziiglich der Absolute, eine Fernkurve 3.
Klasse d,° einhiillen. Da die den Fernpunkien D, der Fernkurve d,3 be-
zlglich der Fernkurven des Fernkurvenbiischels (£,2)(1,2) zugeordnete
Polaren ein Ferngeradenbiischel p, (7,) bilden, so erzeugen die Fernschnitt-
punkte P, der entsprechenden Ferngeraden der Fernkurve 6,° und des
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Biischels p,(T,) eine Fernkurve 4. Ordnung pt welche im Fernpunkt
T, einen dreifachen Punkt enthilt. Die Fernkurven a,® und p,* haben
zwolf Fernpunkte gemein. Der Fernpunkt 7', ist ein dreifacher Punkt der
Fernkurve p,* und ein zweideutiger Funkt der Fernkurve a,’, aber als
gemeinsamer Punkt dieser Fernkurven entspricht er nicht dem Fernpunkt
eines und desselben Diameters d. Die Fernkurven a,* und p,* haben also
nur sechs Fernpunkte gemein, welche demselben Diameter d korrespon-
dieren. Daraus ergibt sich, dass es sechs Diameter d gibt, die auch die Erze-
ugenden 7 der entsprechenden zentrischen Normalkegel N# des Systems
| N* | sind

Satz 2: Die Fliche der zentrischen Fusspunktkurven N'© in einem
Flichenbiischel 2. Ordnung (H?) (1,3) st 16. Ordnung.

Beweis: Mittels der Flichen eines Flichenbiischels 2. Ordnung (H?)
(1,3) und der zugeordneten zentrischen Normalkegel N 4 des Systems | N* |
kam man die Punkte einer beliebig angenommener Gerade p durch eine
(4, 12)-deutige Zuordnung verbinden. Nimmt man an der Geraden p irgend
einen Punkt P an, enthilt dieser Punkt eine und nur eine Fliche H 2 des
Flichenbiischels (H2) (1,3). Dieser Fliche H? ist ein Kegel N* des Systems
| N*| zugeordnet und die Gerade p schneidet ihn in vier Punkten N. Derselbe
Punkt P enthilt sechs zentrische Normalkegel N*, denen sechs Flachen
H? zugeordnet sind. Die Gerade p schneidet diese Flachen in zwolf Punkten
H. Liasst man den Punkt die Gerade p durchlaufen, werden auf die be-
schriebene Weise die Punkte der Geraden p durch eine (4,12)-deutige Zuord-
nung der Punkte N und der Punkte H verbunden. Wie bekannt, ergibt
diese Zuordnung sechzehn Punkte, welche die gemeinsamen Punkte der
zugeordneten Flachen N* und H? sind. Deswegen sind sie die Punkte der
Fliche der zentrischen Fusspunktkurven N'©, welche dem Flichenbiuschel
(H?) (1,3) zugeordnet ist.

Die Grundkurve 4. Ordnung erster Art k* ist die sechsfache Kurve
dieser Flache N'© weil jeder Punkt dieser Kurve auf allen Flachen H? des
Flachenbiischels (H?) (1,3) liegt und sechs zentrischen Normalkegel N*
des Systems | N* | enthilt. '

Die Fernkurve der Flache N'© zerfillt in sechs Fernerzeugenden
der dreien sich im Flichenbiischel (H?)(1,3) befindenden hyperbolischen
Paraboloide die als Doppelferngeraden anzunehmen sind und in die Abso-
lute als Doppelkurve. Dies ergibt sich aus dem in der Einleitung angefiihrten
Danzerschen Ausfithren der zentrischen Fusspunktkurve eines einschalligen
Hyperboloids, wo gezeigt war, dass die zentrischen Fusspunktkurven #,*
un n,* die Schnittpunkte des Hyperboloids H? mit der Absolute enthalten.

Diese Betrachtungen waren fiir ein deratiges Flachenbiischel (H 2) (1,3)
durchgefithrt, welches nur Regelflichen enthélt. Wenn das Flachenbii-
schel (H?)(1,3) ausser Regelflichen auch allgemeine Flichen 2. Ordnung
enthilt, werden analoge Betrachtungen wegen des Erhaltungsprinzips die-
selben Ergebnisse ergeben, aber die zentrische Fusspunktkurve einer allge-
meinen Fliche H? dieses Biischels wird als imaginidre Durchdringungs-
kurve dieser Flache mit der Flache N'° aufgefasst.
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b) Wenn ein Flachenbiischel (H?) (1,2) gegeben ist, werden analoge
Betrachtungen ergeben, dass der Index des zugeordneten zentrischen Nor-
malkegelsystems gleich 5 ist und die Fldche der zentrischen Fusspunkt-
kurven eine Flache 12. Ordnung ist.

Die Grundkurve dieses Flachenbischels (H?)(1,2) zerfillt wie be-
kannt, in zwei sich doppelt schneidenden Kurven 2. Ordnung. Jeder be-
liebig angenommene Raumpunkt P enthalt eine Fliche des Fliachenbiischels
(H?) (1,2) und jede Ebene beriihrt deren zwei. Eine Flache dieses Biischels
zerfillt in zwei die Grundkurven enthaltenden Ebenen. Die Fernebene
schneidet das Flachenbiischel (H?) (1,2) in einem Fernkurvenbiischel (4,2)
(1,2). Die Flachenmittelpunkte O als Pole der Fernebene beziiglich der
Flidchen H? des Flichenbiischels (H?) (1,2) bilden eine Kurve 2. Ordnung o2.

Satz 3: Der Index eines zentrischen Normalkegelsystems | N*|, das einem
Fldchenbuschel (H?) (1,2) zugeordnet ist, ist gleich 5.

Beweis: Um den Index des zentrischen Normalkegelsystems | N* |,
das einem Fldachenbtischel (H?)(1,2) zugeordnet ist, zu erhalten, wird
man analog wie beim Beweis des Satzes 1 vorgehen. Die einen beliebig
angenommenen Raumpunkt P enthaltende Diameter d der Flichen des
Flachenbischels (H?) (1,2) bilden einen Kegel 2. Ordnung D2. Legt man
durch diesen Punkt P die asymptotischen Ebenen an die Flichen dieses
Flichenbiischels (H?) (1,2), werden die Berithrpunkte 4, eine Fernkurve 3.
Ordnung a,* bilden, die im Fernpunkt der Schnittgerade der in zwei Ebenen
zerfallenen Flache des Biischels (H?)(1,2) einen Doppelpunkt enthilt.
Mittels der Anwendung des Chulsesschen Korrespondenzprinzips erhilt
man, dass die durch den Punkt P an die Fléichen des Flichenbiischels (H?)
(1,2) gelegte asymptotische Ebenen einen Kegel 4. Klasse A% umhiillen.

Der Fernpunkt einer zentrischen Normale n wird als Schnittpunkt
der Ferngerade «, der asymptotischen Ebene a mit der Polare 7, des ent-
sprechenden Berthrpunktes 4, beziiglich der Absolute erhalten. Da die
Beriihrpunkte 4, eine Fernkurve 3. Crdnung a,® bilden, hiillen die Polaren
7, dieser Punkte beztiiglich der Absolute eine Fernkurve 3. Klasse w7 el
Da die Ferngeraden @, der asymptotischen Ebenen des Kegels 4% und der
Fernkurve =,* (1,1)-deutig zugeordnet sind, bilden die Schnittpunkte
N, der entsprechenden Ferngeraden eine Fernkurve 7. Ordnung #,”. Pro-
jiziert man diese Fernkurve aus dem Punkt P, erhilt man einen Projektions-
kegel 7. Ordnung N7. Wenn eine Erzeugende 7 dieses Kegels eine zentrische
Normale einer Flache des Flachenbiischels (H?)(1,2) ist, muss sie ein
Diameter d dieser Fliche H? sein, also dem Kegel D? als Diameter gehoren.
Da die Kegel N7 und D? vierzehn gemeinsamen Erzeugenden enthalten,
muss man priifen wieviele dieser Erzeugenden gleichzeitig zentrische Nor-
male und Diameter derselben Fliche sind.

Wenn man analog wie beim Beweis des. Satzes 1 vorgeht, muss man
beachten, dass wenn ein Diameter d mit der zentrischen Normale # der
zugeordneten Fliche H? zusammenfillt, wird die Polare &, des Fern-
punktes D, des Diameters d beziiglich der Absolute die Polare p, dieses
Fernpunktes D, beztglich der Fernkurve 4,2 der diesem Diameter 4 Zugeor-
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denten Fliche H? in einem ihm zugeordneten Berlihrpunkt A4, schneiden.
Da die Fernpunkte D, der den Kegel bildenden Diameter eine Fernkurve 2.
Ordnung d,? bilden, hiillen ihre Polaren 6, beziiglich der Absolute eine
Fernkurve 2. Klasse ¢,2. Die Polaren p, der Fernpunkten D, der Fern-
kurve d,? beziiglich der Fernkurven des Fernkurvenbischels 7,7 (1,2)
bilden ein Ferngeradenbtischel p, (7",). Die Ferngeraden der Fernkurve
4, und des Ferngeradenbiischels p, (7,) sind (1,1)-deutig zugeordnet so
dass die Schnittpunkte P, ihrer entsprechenden Elemente eine Fernkurve 3.
Ordnung p,2 bilden, die im Fernpunkt 7", einen Doppelpunkt hat. Da dieser
Fernpunkt 7', ein zweideutiger Punkt der Fernkurve a,* ist, kann man
schliessen, dass die Fernkurven a,® und p,* ausser den Fernpunkt T,
noch fiinf Fernpunkte 4, = P, gemein haben miissen. Diesen funf Punk-
ten A, = P, entsprechen diejenige Diameter d, die auch zentrische Normale
der zugeordneten Flichen des Flichenbiischels (H?) (1,2) sind. Dem Fern-
punkt 7', entsprechen verschiedene Diameter d beziiglich der Punkte P,
und A4 ,, die in ihm zusammengefallen sind. Also der Index des einem Fli-
chenbiischel (H?) (1,2) zugeordneten zentrischen Normalkegeksystems | N#|
ist gleich 5.

Satz 4: Die Fldche der zentrischen Fusspunktkurven in einem Fldchenbi-
schel 2. Ordnung (H?) (1,2) ist eine Fliche 12. Oednung N*'2.

Beweis: Analog wie beim Beweis des Satzes 2 werden die Punkte einer
beliebig angenommenen Geraden p mittels der Fldchen des Fldchenbiischels
(H*) (1,2) und dem zugeordneten zentrischen Normalkegelsystem | N* |
durch eine (4,10)-deutige Zuordnung verbunden. Wie bekannt, dies ergibt
vierzehn Inzidenzpunkte der Flichen des Flichenbiischels (H?)(1,2) mit
den entsprechenden zentrischen Normalkegelkegeln N*. Zwei dieser Punkte
_ gehoren der im Flichenbuischel (H?) (1,2) enthaltenen in zwei Ebenen zerfal-
lenen Flichen und in zwolf Punkten schneidet die Gerade p die Fliche
der zentrischen Fusspunktkurven, die dem Flichenbiischel (H?) (1,2) zu-
geordnet, ist. Diese Fliche ist also 12. Ordnung. Die Grundkurve, die
aus zwei Kurven 2. Ordnung besteht, ist eine fiinffache Kurve dieser Fliache
N2, weil jeder Punkt dieser Kurve alle Flichen H? des Biischels (H?) (1,2)
und je finf zentrischen Normalkegel N* des Systems |N*| enthilt.

Die Fernebene schneidet die Fliche N'2 in vier Fernerzeugenden
zweier im Flachenbiischel (H?)(1,2) sich befindenden hyperbolischen
Paraboloiden als Doppelgeraden, und in der Absolute, die eine Doppelkurve
dieser Fliche ist.

2. Die Flachen der zentrischen Fusspunktkurven in den Flédchenscharen
2. Ordnung (H?)

a) Eine Regelflichenschar 2. Ordnung (H?) (3,1) ist ecinem Regel-
flichenbiischel 2. Ordnung (H?)(1,3) dual und hat die Eigenschaft, dass
jeder beliebig angenommene Raumpunkt P drei Flachen der Schar enthilt
und eine beliebig angenommene Ebene @ deren eine beriihrt. Die Fernebene
schneidet diese Schar in einer Fernkurvenschar 2. Ordnung (%,7) (3,2).
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Die Flichenmittelpunkte als Pole der Fernebene beziiglich der Fldchen
dieser Schar bilden eine Gerade, ihren gemeinsamen Diametar d. Diese
Schar (H?) (3,1), die von lauter Regelflichen gebildet ist, hat die den allen
Flichen gemeinsame Beriihrebenengewinde 4. Klasse erster Art imagindr.
Die Regelflichenschar (H?) (3,1) enthilt vier Flachen, die in Kurven 2.
Klasse ausgeartet sind und welche sich in zwei Paaren konjugiert- imagi-
niren Ebenen befinden.

Satz 5: Der Index des sentrischen Normalkegelsystems | N* |, das einer
Regelflichenschar 2. Ordnung (H?) (3,1) zugeordnet ist, ist 6.

Beweis: Legt man durch einen beliebig angenommenen Raumpunkt
P die asymptotischen Ebenen an die Flichen der Regelflachenschar (H )
(3,1), erhdlt man einen Kegel 3. Klasse A3, den die Ferncbene in einer
Fernkurve 3. Klasse a,3 schneidet. Da die zugeordnete Beriihrpunkte
A, eine Fernkurve 5. Ordnung a,® bilden, hiillen die Polaren der Bertihr-
punkte A4, beziiglich der Absolute cine Fernkurve 5. Klasse v,° ein. Die
Tangenten der Fernkurven «,* und »,° sind (1,1)-deutig zugeordnet und
ihre Schnittpunkte erzeugen eine Fernkurve 8. Ordnung n,%. Diejenige
Fernpunkte N, dieser Fernkurve 7,%, welche mit der Fernpunkten D,
der entsprechenden Diameter d zusammentfallen, sind die Fernpunkte jener
Erzeugenden n der zentrischen Normalkegel des Systems |N* |, welche
den Punkt P enthalten. Genauere Uberlegungen werden ergeben, dass nur
sechs Erzeugenden diese Eigenschaft enthalten.

Durch einen beliebig angenommenen Raumpunkt P und den gemein-
samen Diameter d* ist eine Ebene 6 bestimmt. Die durch den Punkt P
gelegte Diameter d der Fliachen der Schar (H?)(3,1) bilden deswegen ein
in der Ebene 6 liegendes Strahlbiischel d(P). Wenn man durch die Dia-
meter d des Biischels d(P) die asymptotischen Ebenen an die Fléchen der
Schar (H?) (3,1) legt, so wird die Ebene 4 selbst eine von diesen sein. Namlich,
da die Fernebene die Fliachenschar (H?)(3,1) in einer Fernkurvenschar
(h,?) (3,2) schneidet, wird die Ferngerade 0, der Ebene & zwei Fldchen der
Schar (H?) (3,1) bertihren. Der eine Beriihrpunkt gehort dem Fernscheitel-
punkt des hyperbolischen Paraboloids und da, in allgemeinen, die Ebene 4
keine Fernerzeugende desselben enthiilt, ist sie keine asymptotische Ebene
des hyperbolischen Paraboloids. Es verbleibt, dass die Ebene die asymptoti-
sche Ebene jener Fliche H,;? der Schar (H?)(3,1) ist, die die Ferngerade
0, im anderen Beriihrpunkt A4,, beriihrt. Durch jeden Diameter d des Bii-
schels d(P) kann man je zwei asymptotischen Ebenen an die Flichen der
Schar (H?)(3,1) legen und die Ebene 6 selbst ist die asymptotische Ebene
der Flache H,;2 der Schar. Deswegen hiillen die durch den Punkt P an die
Flichen der Schar (H?)(3,1) gelegte asymptotische ,Ebenen einen Kegl 3.
Klasse 47 ein. ,

Um die dem Kegel 43 gehorige Berithrpunktkurve zu erhalten, wird
zuerst der Index des der Schar (H?) (3,1) zugeordneten Systems | 42 | der
asymptorischen Kegel bestimmt. Da jeder Raumpunkt je drei Flichen
der Schar (H?) (3,1) enthilt, wird auch der Fernscheitelpunkt D, des hy-
perbolischen Paraboloids noch zwei anderen Flachen der Schar enthalten.
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Deswegen ist der gemeinsame Diameter d* die Erzeugende a zweier asym-
ptotischen Kegel dieser den F ernpunkt D, enthaltenden Flichen der Schar
(H?) (3,1). Die Ebene 6 = (d*, P) schneidet das System der asymptotischen
Kegel | A2 | in einer Kurve 4. Klasse a*. Néhmlich, jeder Punkt des ge-
meinsamen Diameter d* enthalt in der Ebene d je zwei Erzeugenden a des
entsprechenden asymptotischen Kegels A4* des Systems | A% |. Da der
Diameter d selbst zwei Kegeln dieses Systems | A* | gehort, kann man
dem Erhaltungsprinzip nach schliessen, dass der Index des dem Flachen-
schar (H?2)(3,1) zugeordneten Systems der asymptotischen Kegel |A? |
gleich 4 ist.

Da die Verbindungsgraden der Fernpunkte D, der Diameter d und
der zugeordneten Beriihrpunkte 4, die Ferngeraden der entsprechenden
asymptotischen Ebenen sind, also eine Fernkurve 3. Klasse a,® embhiillen,
kann man dem Chaslesschen Korrespondenzprinzip nach schliessen, dass
die angehorige Berlihrpunkte A, eine Fernkurve 5. Ordnung a,’ bilden.

ang +amy, —s=m; 2 1+1-n—4=3;n=5; wo (a;a,) =
= (1,2) weil jedem Fernpunkt D, je zwei Bertihrpunkte A, zugeordnet
sind; n, und n, sind die Ordnungen der Ferngerade d, und der Fernkurve
a,’; s = 4, weil der Punkt P vier Erzeugenden @ der asymptotischen Kegel
enthalt, die auch die entsprechende Diameter des Biischels d(P) sind;
m = 3 ist die Klasse des Kegels A3

Also die durch einen beliebig gewihlten Raumpunkt P an die Fléchen
der Schar (H?) (3,1) gelegte asymptotische Ebenen a bilden einen Kegel 3.
Klasse A3 und die zugehorige Berithrpunkte bilden eine Fernkurve 5. Ord-
nung a,>. In der Einleitung wurde bemerkt, dass man eine durch den Fli-
chenmittelpunkt O an die in einer asymptotischen Ebene liegenden Erzeu-
genden % gelegte Normale # als Schnittgerade einer asymptotischen Ebene
a mit der durch den Mittelpunkt O orthogonal an die Erzeugenden 7/ gelegte
Normalebene » erhalten kann. Deswegen wird der Fernpunkt N, dieser
Normale # als Schnittpunkt der Ferngerade a, der ssymptotischen Ebene «
mit der Polare v, der zugeordneten Beriihrpunkt 4, beziiglich der Absolute
erscheinen. Da die Beriihrpunkte A, eine Fernkurve 5. Ordnung a,’
bilden, so hiillen die Polaren dieser Punkte beziiglich der Absolute eine
Fernkurve 5. Klasse »,° ein. Die Schnittpunkte der entsprechenden Tan-
genten der Fernkurven a,® und »,° bilden eine Fernkurve 8. Odrnung n,B.
Aber nur diejenige Punkte dieser Fernkurve »,® konnen als Fernpunkte
N, der den Punkt P enthaltenden Erzeugenden # in Anspruch genommen
werden, welche den durch den Punkt P gelegten Diametern, also dem Bu-
schel d(P) gehoren. Da die Ferngerade d,, der das Bischel d(P) enthal-
tenden Ebene & die Fernkurve n,® in acht Fernpunkten schneidet, konnte
man schliessen, dass der Raumpunkt P acht Erzeugenden des der Flichen-
schar (H?) (3,1) zugeordenten zentrischen Normalkegel des Systems | N* |
enthilt. Die Fernebene aber schneidet den Kegel A* der durch den
Punkt P an die Flichen der Schar (H?) (3,1) gelegten asymptotischen
Ebenen in einer Fernkurve 3. Klasse a,® und da die Ebene  die asym-
ptotische Ebene der Fliche H,? dieser Schar (H?) (3,1) ist, fillt die Fern-
gerade einer durch den gehorigen Diameter d; an die Flache H,* geleg-
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ten asymptotischen Ebenen mit der Ferngerade 6, der Ebene zusammen.
Deswegen muss man diese Ebene als eine zweideutige Ebene ¢ auffassen.
Dem Beriihrpunkt 4,, der Flache H,? entsprechende Fernpunkt D,, des
Diameters d, ist vom Fernpunkt N,, der zugeordneten zentrischen
Normale 7, verschieden. Also obwohl sich der der Fernkurve »,® gehorige
Fernpunkt N, , auf der Ferngerade 0, befindet, ist der ihm gehorige Dia-
meter d von der entsprechenden zentrischen Normale #n; verschieden. Wegen
der erwihnten Zweideutigkeit der Ebene ¢ ist auch der Fernpunkt N,
zweimal zu zihlen. Es verbleibt also, dass im Strahlbiischel d(P) nur sechs
Strahlen als Diameter d und die zentrische Normale # derselben Fldchen
der Flichenscher (H?)(3,1) anzunehmen sind.

Satz 6: Die Flache der szentrischen Fusspunktkurven in einer Regel-
flichenschar (H?) (3,1) ist eine Fldche 16. Ordnung N*'°.

Bewis: Analog wie bei den Flachenbuscheln 2. Ordnung koénnen auch
hier die Punkte einer beliebig angenommenen Gerade p durch die Fldchen
der Flachenschar (H?) (3,1) und die zugeordneten zentrischen Normalkegel
N* des Systems | N* | verbunden werden. Man nehme an der Gerade p
einen Raumpunkt P beliebig an. Dieser Punkt P enthilt drei Flachen H?
der Schar (H?)(3,1) denen drei Normalkegel N* zugeordnet sind. Die
Gerade p schneidet diese Kegel in zwodlf Punkten N. Derselbe Punkt P
enthilt sechs Kegel N+ des Systems | N* |, die den sechs Flachen H? in
der Schar (H?)(3,1) zugeordnet sind und die Gerade p schneidet sie in
zwoOIf Punkten H. Liasst man den Punkt P die Gerade p durchlaufen, so
werden die Punkte N und H dieser Geraden durch eine (12, 12)-deutige
Zuordnung verbunden. Wie bekannt, dies ergibt 24 Inzidenzpunkte, von
welchen acht den vier in der Schar (H?) (3,1) sich befindenden Kurven 2.
Klasse gehoren und sechzehn an der Fliache der zentrischen Fusspunktkurve
gelegt sind. Also die Flidche der zentrischen Fusspunktkurve, die einer
Regelflachenschar (H?) (3,1) zugeordnet ist, ist 16. Ordnung und wird
mit N'¢ bezeichnet.

Die Fernebene schneidet die Fliche N'© in zwei Fernerzeugenden
des hyperbolischen Paraboloids als Doppelgeraden und in der Absolute,
die eine sechsfache Kurve dieser Flidche ist: Namlich, jeder Punkt der
Absolute enthailt je drei Flachen der Schar (H?) (3,1) und jede dieser Flichen
enthilt je zwei Erzeugenden, welche den der Fusspunktkurven n; und #,
gehorigen Punkt in diesen an der Absolute liegenden Fernpunkt besitzen,

Diese Betrachtungen wurden in einer Flichenschar 2. Ordnung (H?)
(3,1) durchgefiihrt, die aus lauter Regelflichen gebildet war. Enthilt die
Schar auch die allgemeinen Flichen 2. Ordnung H2, so wird wegen des
Erhaltungsprinzips dasselbe Ergebnis wie vorher erhalten, aber die zentrj-
sche Fusspunktkurve n* einer allgemeinen Fliche H? wird in diesem Falle
als die imaginiare Durchdringungskurve der Fliche N*¢ und dieser Fliche 2.
Ordnung erscheinen.’

i b) Wenn eine Flachenschar (H?)(2,1) gegeben ist, also eine Schar
mit der Eigenschaft, dass jeder beliebig angenommene Raumpunkt P je
zwei Flachen der Schar enthilt, und jede Ebene s deren eine berthrt. Das

101



gemeinsame Beriihrebenengewinde 4. Klasse erster Art zerfallt hier in zwei
Kegel 2. Klasse, die zwei gemeinsame Beriihrebenen enthalten. Diese
Beriihrebenen gehoren als eine ausgeartete Flache der Schar (H?) (2,1) an.
Ausser dem enthilt diese Schar noch zwei Fléchen, die in Kurven 2. Klasse
ausgeartet sind. Die Flachenmitten O bilden auch hijer einen den allen
Fliichan der Schar gemeinnsamen Diameter d*.

Satz 7: Der Index des zentrischen Normalkegelsyszewhs | N* | das einer
Flichenschar (H?) (2,1) zugeordner ist, ist 5.

Y& Beweis: Wenn man wie beim Beweis des Satzes 5 vorgeht, erhélt
man wieder, dass die einen beliebig angenommenen Raumpunkt P enthal-
tenden asymptotische Ebenen der Fldchen einer Flachenschar (H?)(2,1)
einen Kegel 3. Klasse 4° einhtllen, welchen die Fernebene in einer Fern-
kurve 3. Klasse a,® schneidet. Der Index des zugeordneten Systems der
asymptotischen Kegel | 42 | ist hier aber gleich 3 und deswegen bilden
die den Ebenen des Kegels A* gehorige Bertiihrpunkte 4, eine Fernkurve 4.
Ordnung a,*. Die Polaren v, dieser Beruhrpunkte A4, der Fernkurve
a,* beziglich der Absolute hiillen eine Fernkurve 4. Klasse »,* ein. Die
Tangenten der Fernkurve «,® und »,* sind (1,1)-deutig- zugeordnet und
ihre Schnittpunkte bilden eine Fernkurve 7. Ordnung »,”. Die Ferngerade
0, der den Punkt P und den gemeinsamen Diameter d* enthaltende Ebene
§ schneidet diese Kurve in sieben Punkten, aber weil die Ebene o die asymp-
totische Ebene einer Fliche der Schar (H?) (2,1) ist, erhdlt man, aus des-
selben Grund wie im Satz 7, dass nur fiinf den Punkt P enthaltende Dia-
meter d die zentrische Normalen n der entsprechenden Flachen H? der
Schar (H?) (2,1) sind. Also der Index des der Flachenschar (H?)(2,1) zu-
geordneten Normalkegelsystems | N* | gleich 5 ist. ‘

Satz 8: Die Fliche der zentrischen Fusspunktkurven n*, die den Fldchen
einer Flichenscher 2. Ordnung (H?)(2,1) gehdren, bilden eine Fliche 12.
Ordnung N*'2. ;

Beweis: Mittels der Flachen H? einer Flachenschar (H?) (2,1) und der
zugeordneten zentrischen Normalkegel des Systems | N* |, kann man die
Punkte einer beliebig angenommenen Gerade p durch eine (8,10)-deutige
Zuordnung verbinden. Dies ergibt, wie bekannt, achtzehn Inzidenzpunkte.
Zwei von diesen sind die Doppelinzidenzpunkte und gehoren zweien Ebenen
in welchen sich die in Kurven 2. Klasse ausgearteten Flachen der Schar
(H?) (2,1) befinden. Weitere zwei Punkte gehoren der in zwei Beriihrebenen
zerfallenen Fliche. Es ergibt sich also, dass von achtzehn Inzidenzpunkte
zwolf die zusammengefallenen Punkte der Flache H? und der entsprechenden
zentrischen Normalkegel N* sind. Also die einer Flachenschar 2. Ordnung
(H?) (2,1) zugeordnete Flache der zentrischen FIusspunktkurven ist 12.
Ordnung.

Die Fernebene schneidet auch diese Fléche in zwei Ferngeraden, den
Fernerzeugenden des hyperbolischen Paraboloids als Doppelgeraden und
in der Absolute die vierfache Kurve dieser Fldche ist.
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3. Die Flache der zentrischen Fusspunktkurven in einem speziellen
Regelflichensystem H?

Wenn ein spezielles Flichenbuschel (H?)(1,1) gegeben ist, kann man
ihn, wegen der Eigenschaft, dass ein beliebig angenommener Raumpunkt
P eine seiner Fliachen enthilt und irgend eine Ebene m eine Flache dessel-
ben beriihrt, auch als eine Flachenschar (H?) (1,1) betrachten. Alle Fliichen
dieses Flichensystems (H?)(1,1) sind Regelflichen, die als Grundkurve
einen windschiefen Vierkant enthalten und die gemeinsame Beriithrebenen-
gewinde hier aus vier Ebenenbiichel besteht. Zwei Flachen des Systems
(H?) (1,1) zerfallen in je zwei Ebenen. Die Flichenmitten bilden einen allen
Flachen H? dieses Systems (H?)(l1,1) gemeinsamen Diameter d*.

Satz 9: Das System der zentrischen Normalkegel | N* |, das einem
Flichensystem (H?) (1,1) gehdre, hat den Index 4.

Beweis: Alle einen beliebig angenommenen Raumpunkt P emthaltende
Diameter d der Flichen eines Flachensystems. 2. Ordnung (H?) (1,1) bilden
ein Strahlbiischel d(P), dass in der den Punkt P und den gemeinsamen
Diameter d* enthaltenden Ebene 6 liegt. Legt man durch diese Diameter
die asymptotischen Ebenen an die Flachen des Flachensystems (H?) (1,1),
erhalt man so wie bei den anderen Fliichenscharen (H?) einen Kegel 3.
Klasse A3, den die Fernebene in einer Fernkurve 3. Klasse a,® schneidet.
Die Ebene o schneidet aber das den Fldchensystem (H?) (1,1) zugeordnete
System der asymptotischen Kegel | A* | in einer Kurve 2. Klasse a® und
der Index dieses Kegelsystema | 42 | ist also 2. Deswegen bilden hier die
den Ebenen des Kegels A% zugeordnete Berithrpunkte eine Fernkurve 3.
Ordnung a,. Die Polaren », der Fernpunkte A, der Fernkurve a,* be-
ziiglich der Absolute hiillen eine Fernkruve 3. Klasse »,* ein.. Da die
Tangenten der Fernkurven «,* und »,3 (1,1)-deutig zugeordnet sind, bilden
ihre Schnittpunkte A4, eine Fernkurve 6. Ordnung #,°. Auch hier ist die
Ebene ¢ die asymptotische Ebene einer Fliche N? des Flachensystems
(H?) (1,1) und obwohl ihre Ferngerade 8, die Fernkurve »,° in sechs Fern-
punkten N, schneidet, gibt es auf derselben Grund wie bei anderen
Flichenscharen (H?) nur vier Diameter d des Buschels d(P), die auch
zentrische Normale n der entsprechenden Fliischen H? sind. Es ergibt
sich also, dass der Index des Systema der zentrischen Normalkegel | H*|,
das einem Fliichensystem (H?)(1,1) zugeordnet ist, gleich 4 ist.

Satz 10: Die Fldche der zentrischen Fusspunktkurvenn, die einem Fldchen-
system 2. Ordnung (H?) (1,1) zugeordnet ist, ist 8. Ordnung N3,

Beweis: Die Funkte einer beliebig angenomenen Gerade p kann man
mittels der Flichen H? eines Fliachensystems (H?)(l,1) und der zentri-
schen Normalkegel N“ des Systems | N+ | durch eine (4,8)-deutige Zuordnung
verbinden. Wie bekannt, ergibt dies zwolf Inzidenzpunkte. Vier dieser
Punkte gehoren zweien in je zwei Ebenen zerfallene Flachen H? des Flachen-
systems (H?)(1,1) und acht von ihnen sind die gemeinsamen Punkte der
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Flichen H? und den zuegordneten zentrischen Normalkegeln N*. Auf
Grund dessen ergibt sich, dass die einem Flachensystem (H?) (1,1) zu
geordnete Fliche der zentrischen Fusspunktkurven eine Flache 8. Ord-
nung N8 ist.

Die Fernebene schneidet die Fliche N® in zwei Ferngeraden, die auch
hier Fernerzeugenden des hyperbolischen Paraboloids sind, wieder als
Doppelgeraden und in der Absolute als Doppelkurve.

Die Kanten des Grundvierkants sind vierfache Geraden der Flachen
N8, weil jeder Punkt dieser Kante allen Flachen des Systems (H?)(l,1)
gehort und je vier Kegel des Systems | N* | enthilt.

Wegen allen dieser Uberlegungen kann man schliessen, dass das einem
Flachenbiischel bzw -schar 2. Ordnung (H?) zugeordnete System der Zen-
trischen Normalkegel | N* | den Index 6 hat und die zugeordnete Fliche
der zentrischen Fusspunktkurven 16. Ordnung N'© ist. Wenn das Biischel
bzw die Schar r (r = 1,2) Fliche, die in je zwei Ebenen degenerieren, ent-
hiilt, verringert sich der Index des Kegelsystems um » und die Ordnung der
Flache der zentrischen Fusspunktkurven um 4r.
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Ljerka Dockal, Zagreb

PLOHE CENTRALNIH MNOZI§NIH KRIVULJA U LINEARNIM
SISTEMIMA PRAVCASTIH PLOHA 2. REDA

Sadrzaj

U ¢lanku se promatraju centralne noziSne krivulje plohe 2. reda H?
kao prodorne krivulje te plohe i sto$ca 4. stupnja N* koji tvore normale
poloZene srediStem plohe H? na izvodnice te plohe. Opise li plohe H? kon-
tinuirano linearni sistem plohe 2. reda (H?), stosci centralnih normala N*
izvode kontinuirano linearni sistem stoZaca | N* |, a pridruZene nozi$ne
krivulje 4. reda n,* i n,* tvore plohu N'®. Svrha je ¢lanka da se ispita indeks
sistema stozaca | N* | i red plohe centralnih nozi$nih krivulja u prameno-
vima ploha (H?) (1, n) i nizovima ploha (H?) (n, 1) gdje je » = 3,2, 1.

Da bi se odredio indeks sistema stozaca | N* | koji je pridruzen pra-
menu ploha (H?)(1,3), poloZe se najprije po volji odabranom tockom P
prostora dijametri d ploha H? tog pramena. Kao §to je poznato oni tvore
stozac 3. stupnja D3. Polozimo li izvodnicama tog sto$ca asimptotske rav-
nine na plohe tog pramena dobivamo stozac 5. razreda A4°, a pridruZena
diralita A, tvore beskona¢no daleku krivulju 3. reda «,®. Svakim dija-
metrom d mogu se poloziti po dvije asimptotske ravnine na odgovarajucu
plohu, a spojnice parova tako pridruzenih dirali§ta tvore pramen. beskonacno
dalekih pravaca p, (7,). Pravci tog pramena su beskonac¢no daleki tragovi
polarnih ravnina koje su pridruzene tocki P s obzirom na plohe H? pramena
(H?) (1,3).

Da bi neka izvodnica d stos$ca D? bila ujedno i izvodnica n pridruzenog
stosca N* iz sistema | N* |, mora polara J, beskonacno daleke toc¢ke D,
izvodnice d s obzirom na apsolutu prolaziti onim dirali§tem A, koje je pridru-
7eno to¢ki D,. Buduéi da to¢ke D, tvore beskonacno daleku krivulju 3.
reda d,°, pridruzene polare 0, koje su konjugirane s obzirom na apsolutu
omataju beskonac¢no daleku krivulju 3. razreda d,3. Tangente te krivulje
sijeku odgovaraju¢e pravce pramena p,(7,) u totkama neke beskonatne
daleke krivulje 4. reda p,*. Krivulja diralidta ¢, i krivulja sjecidta p,* si-
jeku se u 12 totaka, ali analiza pokazuje da samo 6 od tih toc¢aka pripadaju
dijametrima d koji su ujedno izvodnice n pridruZenih stozaca normala N#,
a to znali da sistem sto$dca | N* | ima indeks 6.

105



Primjenom Chaslesova principa korespondencije mogu se tocke nekog
po volji odabranog pravca p povezati pomocu ploha pramena (H H(L3) i1
stozaca sistema | N* | tako da se dobije (4, 12)-znatno pridruzenje. Kao
§to je poznato to pridruzenje daje 16 tocaka incidencije, iz Cega proizlazi
‘da centralne nozi$ne krivulje koje se nalaze na plohama pramena (H?) (1,3)
tvore plohu 16. reda N'°.

Analognim razmatranjem dobije se da sistem stozaca |[N* | koji je
pridruzen plohama pramena (H?) (1,2) ima indeks 5, a centralne nozisne
krivulje tvore plohu 12. reda N'2.

Ako je zadan niz ploha (H?)(3,1), tada dijametri d tih ploha koji se
mogu poloziti po volji odabranom tockom P prostora tvore pramen pravaca
d(P). Asimptotske ravnine koje se mogu poloZiti tim dijametrima na pridru-
7ene plohe niza (H?) (3,1) omataju stozac 3. razreda 4°, u pridruzena dira-
lista 4, tvore beskona¢no daleku krivulju 5. reda ,’. Polare tocaka A,
krivulje @, s obzirom na apsolutu omataju beskonacno daleku krivulju 5.
razreda »,5. Tangente », ove krivulje v,° sijeku pridruZzene beskonacno
daleke tragove asimptotskih ravnina stoSca A7 u tockama beskonacno da-
leke krivulje 8. reda n,®. Ova krivulja sijece beskonatno daleki trag ravnine
u kojoj lezi pramen d(P) u 8 tocaka, no analiza pokazuje da samo 6 od tih
todaka pripadaju dijametru d i centralnoj normali # iste plohe niza (H?) (3,1).
Iz toga zaklju¢ujemo da sistem stozaca | N* | koji je pridruzen nizu ploha
(H?)(3,1) ima indeks 6.

Tocke nekog po volji odabranog pravca p mogu s¢ na temelju Chasle-
sova principa korespondencije pomocu ploha niza (H?)(3,1) i stozaca si-
stema |N* | povezati (12, 12)-znaénim pridruzenjem. Od 24 incidentnih
tocaka tog pridruzenja 16 pripadaju plohi centralnih noZiSnih krivulja, a
ostale su kao dvostruke incidentne toCke probodista pravca p s Cetirima rav-
ninama u kojima leZe one Cetiri plohe niza koje degeneriraju u krivulje 2.
razreda. Izlazi da je ploha centralnih nozi$nih krivulja koja je pridruZena
nizu ploha (H?)(3,1) 16. reda N'S.

Analognim razmatranjem dokazuje se da nizu ploha (H?) (2,1) odgovara
sistem stozaca | N* | s indeksom 5, a centralne nozisne krivulje tvore plohu
12. reda N'2.

Pramenu plohe (H?) (1,1) pridruZen je sisuem stozaca | N* | s indeksom
4, a centralne noZisne krivulje tvore plohu 8. reda N,

Iz navedenog zaklju¢ujemo da je linearnom sistemu ploha 2. reda H?
pridruzen sistem stozaca centralnih normala | N* | s indeksom 6, a pridru-
7ene centralne noZisne krivulje tvore plohu 16. reda N'°. Ukoliko sistem
ploha (H?) sadrzi r (r = 1,2) ploha koje degeneriraju u po dvije ravnine,
indeks sistema stozaca umanjuje se za r, a red plohe centralnih noZi$nih
krivulja umanjuje se za 4r.

Primljeno za publikaciju 28. IX. 1973. u Razredu za matematicke, fizicke, tehnicke
nauke Fugoslavenske akademije znanostt i umjetnosti u Zagrebu.
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