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DIE STRIKTIONSLINIENFLACHE EINES LINEAREN
REGELFLACHENSYSTEMS 2. ORDNUNG

Ljerka Dockal, Zagreb

Einleitung

Legt man durch eine Erzeugende h einer Regelfliche H eine
Ebene senkrecht auf die asymptotischen Ebene dieser Erzeugenden
h, so erhilt man die Zentralebene { der erwdhnten Erzeugenden h,
deren Berlihrpunkt mit der Fliache H ein Zentralpunkt S genannt
wird. Der Ort der Zentralpunkte S einer Regelfliche H ist die vom
G. Monge definierte Striktionslinie s der Flache H. Lisst man die
Regelflache H stetig ein lineares Regelflichensystem erzeugen, dann
werden die stetig verbundenen Striktionslinien eine Striktionsli-
nienfliche S bilden. Der Gegenstand dieser Arbeit wird die Unter-
suchung der Striktionslinienflichen S in den Regelflichenbiischeln
und in den Regelfldchenscharen 2. Ordnung sein.

Bevor diese Untersuchungen durchgefiihrt werden, werden wir
diejenigen, schon bekannten Eigenschaften der Striktionslinie eines
einschalligen Hyperboloids und eines hyperbolischen Paraboloids
angeben, welche in diesen Untersuchungen gebraucht werden.

1. Je zwei parallele Erzeugende eines einschaligen Hyperboloids
H? gehbren zu verschiedenen Erzeugendensystemen. Die diese Er-
zeugende enthaltende Ebene ist eine asymptotische Ebene a der
Fliche H®. Legt man durch jede dieser parallelen Erzeugenden je
eine auf die asymptotische Ebene « senkrechte Ebene, so erhilt man
zwel parallele Zentralebenen J; und > der Fliache HZ Die zu diesen
Ebenen gehorigen Berihrpunkte sind die Zentralpunkte S; und S
der Flache H2 Diese Punkte liegen bezliglich des Flichenmittel-
punktes symmetrisch und ihre Verbindungsgerade ist der den Zen-
tralebenen J; und {» konjugierte Diameter z. Auf Grund dessen er-
gibt sich, dass der den zwei parallelen Zentralebenen konjugierte
Diameter z sich in der diesen Zentralebenen zugeordneten asympto-
tischen Ebene o befindet.

2. Die Zentralebene [ einer Erzeugenden h verbindet diese mit
seiner Zentraltangente c¢, die das Gemeinlot der Erzeugenden i
mit ihrer konsekutiven ist. Deswegen ist der Fernpunkt C, der
Zentraltangente ¢ der Pol der Fernspur «,” der asymptotischen
Ebene « bezliglich der Absoluten.
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3. Die Fernkurve h,” des Hyperboloids H* wird durch die Fern-
spuren «y seiner asymptotischen Ebenen eingehillt, ist also eine
Fernkurve 2. Klasse «,2. Die Pole dieser Ferngeraden a, bezliglich
der Absoluten sind die Fernpunkte C, der zu den zugeordneten
Erzeugenden h gehorigen Zentraltangenten ¢ und bilden eine Fern-
kurve 2. Ordnung c¢,”. Die Ferngeraden der zugehorigen Zentral-
ebenen, die als Verbindungsgeraden zweiter eindeutig reziprok,
also projektiv verwandten Punktreihen 2. Ordnung h,” und (o
erscheinen, hiillen eine Fernkurve 4. Klasse (' ein, die in den
Ferngeraden der Hauptebenen die Doppelgerade hat. Die Pole zy
der Beriithrgeraden der Fernkurve .} beziiglich der Fernkurve [
bilden eine Fernkurve 4. Ordnung 2,4 Verbindet man die Punkte
der Fernkurve z,! mit dem Flichenmittelpunkt, erhdlt man einen
Kegel 4. Ordnung 7} der Zentralkegel genannt wird. Seine Er-
zeugenden z sind die zu den Zentralebenen konjugierten Diameter.
Dies ist ein rationaler Kegel, dessen Doppelerzeugende die Haupt-
achsen des Hyperboloids H? sind.

4. Die Striktionslinie eines einschaligen Hyperboloids H? ist
ceine Durchdringungskurve mit dem ihm zugeordneten Zentral-
kegel Z*. Sie ist also eine Kurve 8. Ordnung, die aber in zwei Kur-
ven 4. Ordnung 2. Art s* und so! zerfidllt. Jede Erzeugende h der
Fliche H? ist die Unisekante einer diesen Kurven und die Trise-
kante der anderen. Offenbar gehort jede dieser Kurven je einem
Erzeugendensystem der Fliche H2 als Striktionslinie an.

5. Nach E. Danzer kann man die Striktionslinien s;* und s
eines einschaligen Hyperboloids H? erhalten, indem man um die
Nebenachse der Kehlellipse des Hyperboloids H2 eine Kugel Ki®
beschreibt. Danach legt man die eine Erzeugende h des Hyperbo-
loids H2? enthaltenden Beriihrebenen der Kugel K;*. Man erhalt
so ein Ebenenpaar, das mit der asymptotischen Ebene der Erzeu-
genden h gleiche Winkel bildet. Lisst man jetzt die Erzeugende h
ein Erzeugendensystem des Hyperboloids H® erzeugen, so werden
die gemeinsamen Beriihrebenen des Hyperboloids H2 und der Ku-
gel K;? zwei Drehzylinder umbhiillen. Die Achsen dieser Zylinder
sind die Asymptoten der Fokalhyperbel des Hyperboloids HZ2, also
seine Fokalachsen. Diese Zylinder beriithren das Hyperboloid H?
lings zweier Ellipsen e; und es, die sich in zwei zu den Fokal-
achsen beziiglich des Hyperboloids H2 konjugierten Ebenen befin-
den. Die Punkte dieser Ellipsen sind die auf dem Hyperboloid H®
liegenden Beriihrpunkte der gemeinsammen Beriihrebenen des Hy-
perbcloids H? und der Kugel K,2. Nach dem Chaslessche Korrela-
tionsprinzip ist das Doppelverhiltnis der Beriihrebenen, die durch
eine Erzeugende gelegt sind, gleich dem der zugeordneten Beriihr-
punkte. Die asymptotische und Zentralebene sind die Symmetrie-
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ebenen des Winkels der durch die Erzeugende h gelegten gemein-
samen Beriihrebenen des Hyperboloids H? und der Kugel K,°. Sie
bilden also einen harmonischen Ebenenwurf und ihre Beriihrpunkte
offenbar auch einen solchen. Da der Beriihrpunkt der asymptoti-
schen Ebene ein Fernpunkt ist, muss sich der Beriithrpunkt S der
Zentralebene, also der Zentralpunkt S, in der Mitte der durch die
Ellipsen e;® und es? auf der Erzeugenden h begrenzten Strecke be-
finden. Auf diese Weise kann man durch solche Mitten S die bei-
den Striktionslinien s;! und s»! des einschaligen Hyperboloids H*
erhalten.

6. Auf die in 5. beschriebene Weise der Erzeugung der Strik-
tionslinie erhilt man, dass die Fernpunkte der Ellipsen e; und ez
also die konjugiert imaginidren Fernpunktepaare auch zu der Strik-
tionslinie gehoren. Da jeder Punkt des Hyperboloids H” je zwei Er-
zeugende enthilt, miissen auch die Fernpunkte der Ellipsen e; und ¢;
deren zwei enthalten. Diese Punkte gehdren also zu der in die
Kurven 4. Ordnung s;! und s.! zerfallene Striktionslinie. Legt man
in der Fernebene die gemeinsamen Beriihrgeraden der Fernkurve
h.2 des Hyperboloids H> und der Absoluten, so sind die auf der
Fernkurve h,? liegenden Beriihrpunkte die Fernpunkte der er-
wihnten Ellipsen e; und e», also die Fernpunkte der Striktionslinien
5! und ss*. Diese Berithrpunkte sind in Paaren konjugiert imagi-
ndr, und deren Ferntriger enthélt den Fernpunkt der Nebenachse
b der Kehlellipse des Hyperboloids H”

7. Die Striktionslinie des hyperbolischen Paraboloids H,* zer-
fillt in zwei Parabeln und in zwei Fernerzeugende g, und h, die-
ser Fliche, welche als Doppelgerade zu nehmen sind.

Némlich, die asymptotischen Ebenen des hyperbolischen Para-
boloids H,2 bilden zwei Parallelebenenbiischel. Legt man durch jede
Erzeugende h der Fliche H,? die zugeordnete Zentralebene C, also
die zu der zugehdrigen asymptotischen Ebene orthogonale Ebene,
so hiillen alle diese Ebenen zwei parabolische Zylinder ein. Die
Zentraltangenten der Erzeugenden des hyperbolischen Paraboloids
H,? bilden zwei Beriihrzylinder mit den Scheiteln in den Polen der
Fernerzeugenden g, und h, beziiglich der Absoluten. Die Strik-
tionslinien als Durchdringungskurven des hyperbolischen Parabo-
loids H,? und dieser zwei parabolischen Beriihrzylinder bestehen
aus zwei Parabeln. Diesen Kurven muss man noch die Ferngeraden
g. und h, als Doppelgerade zuzdhlen, lings welcher sie das hyper-
bolische Paraboloid H,® schneiden.

8. Der in 3. beschreibene Zentralkegel Z! zerfdllt beim hyper-
bolischen Paraboloid H,? in zwei Biischel von Parallelgeraden, die
sich in den Ebenen der Striktionsparabeln befinden und in ein
Ferngeradenbiischel, das man zweimal zdhlen muss.
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1. Die Striktionslinienflichen in den
Regelflichenbiischeln 2. Ordnung

Ein Flichenbiischel 2. Ordnung (H?) (1, n) ist dadurch charakte-
risiert, dass ein beliebig angenommener Raumpunkt P je eine
Fliche H2 desselben enthdlt und irgend eine Ebene = deren n
(n = 3,2,1) berthrt. Die Fernebene schneidet das Fldchenbtschel
(H2) (1,n) in einem Fernkurvenbuschel (h.?) (1, 2).

a) Ein Flichenbischel 2. Ordnung (H) (1, 3) hat als Grundkurve,
also als gemeinsame Durchdingungskurve aller Flidchen des Bii-
schels, eine Raumkurve 4. Ordnung 1. Art k!, Wenn das Fliachen-
biischel (H?)(1,3) ausschliesslich nur Regelflichen enthalt, besteht
seine Grundkurve aus zwei unpaaren Kurvenzweigen. Dieses Fla-
chenbiischel enthilt zwei Paare konjugiert-imaginarer Hauptpunkte
als Scheitel des diesem Biischel angehorigen Polartetraeders. Die
Mittelpunkte der Fldchen H? bilden als Polare der Fernebene be-
zuglich aller Flachen des Flichenbiischels (H2) (1, 3) eine Raumkurve
3. Ordnung o".

SATZ 1. Die den Flichen eines Fldchenbiischels 2. Ordnung
(H2) (1,3) zugeordneten Zentralkegel 7+ bilden ein Zentralkege!-
system | Z' mit dem Index 6.

Beweis. Legt man durch einen Raumpunkt P die Diameter d
der Flichen H2 des Fliachenbiischels (H?) (1, 3), erhdlt man einen
Kegel 3. Ordnung D?, den die Fernebene in einer Fernkurve 3. d.’
schneidet. Durch jede Erzeugende d dieses Kegels kann man zwel
asymptotischen Ebenen an die Flichen H2 des Flichenbiischels legen
und alle diese Ebenen hiillen einen Kegel ein. J eder dieser asympto-
tischen Ebenen ist je eine Zentralebene o zugeordnet, so dass alle
diese Ebenen  ein Ebenengewinde bilden. Es ist zu zeigen wie viele
der Erzeugenden d des Kegels D? den zugeordneten Zentralebenen
der entsprechenden Flichenbiischels (H?)(1,3) konjugiert sind.

Die dem Raumpunkt P zugeordneten Polarebenen 7 beziiglich
der Flichen des Flachenbiischels (H2)(1,3) bilden, wie bekannt,
ein Ebenenbiischel = (t). Die Fernebene schneidet das Flichenbi-
schel in einem Fernkurvenbiischel (h.?) (1,2) und das Polarebenen-
biischel 7 (t) in einem Ferngeradenbiischel p, (T.). Diese zwel Bil-
schel sind projektiv zugeordnet, so dass die Schnittpunkte ihrer
entsprechenden Elemente eine Fernkurve 3. Ordnung a,” bilden.
Die Punkte dieser Fernkurve a,’ sind die Beriihrpunkte der durch
den Punkt P an die entspiechenden Flichen des Flachenbiischels
(H?) (1,3) gelegten asymptotischen Ebenen. Jede asymptotische
Ebene « kann man als Verbindungsebene eines Diameters d mit
dem zugeordneten Berithrpunkt A, auffassen. Da man durch jeden
Diameter d zwei asymptotische Ebenen an die entsprechende Fli-
che H2? des Flachenbiischels (H?) (1, 3) legen kann, erhilt man eine
(1, 2)-deutige Zuordnung der Punkte der Fernkurven d,* und dy’.
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Mittels des Chaslesschen Korrespondenzprizips ergibt sich, dass
die durch den Punkt P an die Fliachen des Flichenbiischels (H?) (1, 3)
gelegten asymptotischen Ebenen einen Kegel 5. Klasse A5 bilden.
(@emy +ayne—s=m; 2:3+13—4=25;, wo (ar, ax) = (1,2) ist
und die Ordnungen der Fernkurven d,’ und a,* n; = 3, n2 = 3 sind;
s — 4 ist die Zahl der in der Zuordnung (1,2) sich selbst zugeord-
neten Fernpunkte D, und A, weil die quadratische Polare des
Punktes A, = T, die Fernkurve a,’ in diesem Punkte beriihrt und
sie in noch vier anderen Punkten schneidet, welche in der be-
schriebenen Zuordnung (1,2) sich selbst zugeordnet sind; m ist die
Klasse des erhaltenen Kegels).

Die Ferngeraden ., der Zentralebenen s, welche den diesen
Kegel A’ bildenden asymptotischen Ebenen a zugeordnet sind, ver-
binden die Punkte A, der Fernkurve ¢, mit den zugeordneten Po-
len C, der Ferngeraden der Ebenen des Kegels A% Da die Fern-
geraden der Ebenen des Kegels A" eine Fernkurve 5. Klasse G
umbhiillen, bilden die Pole C, dieser Ferngeraden beziiglich der Ab-
soluten eine Fernkurve 5. Ordnung c,”. Durch Verbinden der (1, 1)-
deutig zugeordneten Fernpunkte der Fernkurven e, und ¢’ erhalt
man eine Fernkurve 8. Klasse Z,%. Die Fernpunkte derjenigen Dia-
meter, welche den zu der Fernkurve C,° gehorigen Zentralebenen
konjugiert sind, sind die Pole der zugeordneten Ferngeraden der
Fernkurve - beziiglich der entsprechenden Fernkurven des Fern-
kurvenbiischels (h,?) (1,2) in welchem die Fernebene das Flidchen-
biischel (H?) (1, 3) schneidet. Es wird gezeigt, dass sie eine Fernkurve
12. Ordnung z,'” bilden.

Die Ordnung dieser durch die Pole Z, gebildeten Fernkurve
2,12 wird mittels des Chaslesschen Korrespondenzprinzips bewiesen,
indem beriicksichtigt wird, dass sich der Pol Z, der Ferngeraden C,
der Zentralebene . beziiglich der entsprechenden Fernkurve h,
auf der Ferngeraden «, derjenigen asymptotischen Ebene a befin-
det, welcher die Ebene . zugeordnet ist. Zwischen den Berlhr-
punkten A, der einen Raumpunkt P enthaltenden asymptotischen
Ebenen und den Polen Z, der Ferngeraden der entsprechenden
Zentralebenen besteht eine (1, 1)-deutige Zuordnung. Da die einen
Raumpunkt P enthaltenden asymptotischen Ebenen « einen Kegel
5. Klasse A" umhiillen, hat dieser Kegel mit der Absoluten zehn
Beriihrebenen gemein. Jede der Ferngeraden «, dieser gemein-
samen asymptotischen Ebenen ist auch die Ferngerade J, der
zugeordneten Zentralebene (. Wenn man, né@mlich, den Pol Cy
einer dieser Ferngeraden «, beziiglich der Absoluten aufsucht, be-
findet sich dieser im Beriihrpunkt C, der Ferngeraden «, mit der
Absoluten. Die Ferngerade [, der zugeordneten Zentralebene £
als Verbindungsgerade des Beriihrpunktes A, und des Pols C,
fallt mit der Ferngeraden «, der asymptotischen Ebene zusammen,
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also @, = ~v. Sucht man den Pol Z, einer solchen Ferngeraden
[, der Zentralebene Z=« beziiglich der Fernkurve h,2 der ent-
sprechenden Regelflidche H2 auf, wird der Pol Z, mit dem Bertihr-
punkt A, zusammenfallen. Daraus ergibt sich, dass es in der er-
withnten (1, 1)-deutigen Zuordnung zehn Punkte gibt, die sich selbst
zugeordnet sind. Aus der beschriebenen Zuordnung und nach dem
Chaslesschen Korrespondenzprinzip ergibt sich, dass die durch die
Pole Z, gebildete Fernkurve 2,12 12. Ordnung ist. (a2my + azng—
—s=m; 3-1+mny-1—10=75; nz = 12; wobei (ay, @) = (1,1) ist.
n; — 3 ist die Ordnung der Fernkurve a,”, s = 10 die Zahl der sich
selbst zugeordneten Punkte A4, und Z, und m = 5 die Klasse der
Fernkurve des Kegels A’

Verbindet man die Fernkurve 12. Ordnung z,%? mit dem ge-
wihlten Raumpunkt P, so erhidlt man einen Direktionskegel 12.
Ordnung Z'?, dessen Erzeugende z denjenigen Zentralebenen I
kojugiert sind, welche den asymptotischen Ebenen des Kegels A
zugeordnet sind. Nur jene Erzeugende des Kegels Z'” gehéren zu
den entsprechenden Zentralkegeln des Systems |Z', welche auch
zu dem Kegel D? gehéren. Obwohl die Kegel Z12 und D? 36 gemein-
same Erzeugende enthalten, beweisen wir doch, dass nur sechs
von ihnen den entsprechenden Zentralebenen konjugiert sind, bzw.
dass sie den Mittelpunkt und den Pol Z, derselben Fliche H2
enthalten.

Damit eine Erzeugende d des Kegels D* der zugeordneten Zen-
tralebene konjugiert sei, muss die Ferngerade C, der entsprechen-
den Zentralebene o mit der Ferngeraden p, der diesem Diameter d
entsprechenden Polarebene 7 zusammenfallen. Die Ferngeraden der
dem Punkt P zugeordneten Polarebenen bilden ein Ferngeradenbu-
schel p, (T) und die Ferngeraden I, der zugeordneten Zentralebe-
nen ¢ bilden eine Fernkurve 8. Klasse (. Betrachtet man niher
die Fernberiihrpunktkurve @}, so bemerkt man, dass der Punkt
A, =T, ein zweideutiger Punkt dieser Kurve ist. Die Ferngerade
C. der diesem Punkt A, =T, zugeordneten Zentralebene C ist eine
zweifache Beriihrgerade der Fernkurve -5 und ist von den Fern-
geraden p, der entsprechenden Polarebenen verschieden. Also ent-
hilt der Fernpunkt A, =T, acht Beriihrgerade der Fernkurve &b
von denen nur sechs mit den Ferngeraden p, der zugeordneten Po-
larebenen zusammenfallen, was bedeutet, dass der Index des Zen-
tralkegelsystems |Z!, das einem Flichenbiischel (H?)(1,3) zugeord-
net ist, gleich 6 ist.

SATZ 2. Die Striktionslinienfliche S'* in einem Regelflichen-
biischel 2. Ordnung (H?) (1, 3) ist 16. Ordnung.

Beweis. Jeder beliebig angenommene Raumpunkt P enthalt je
eine Fliche H? des Flichenbiischels (H?)(1,3) und je sechs Zentral-
kegel Z! des Systems | Z*|. Daraus ergibt sich, dass man die Punkte
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P einer beliebig angenommenen Geraden p durch eine (4, 12)-deutige
Zuordnung verbinden kann. Némlich, ein Punkt P der Geraden p
enthdlt eine Fliche H? des Flichenbiischels 2. Ordnung (H2) (1, 3),
welcher ein Zentralkegel Z! zugeordnet ist. Die Gerade p schneidet
den Kegel Z? in vier Punkten Z. Derselbe Punkt P enthilt sechs Zen-
tralkegel Z', denen sechs Flichen H? des Flichenbiischels (H2) (1,3)
zugeordnet sind. Die Gerade p schneidet diese Flichen in zwdlf
Punkten H. Wenn der Punkt P irgend ein Punkt der Geraden p ist,
dann sind diese Punkte Z und H verschieden. Befindet sich der
Punkt P auf der Striktionslinie einer Fliche H2 des Flichenbiichels
(H?) (1, 3), dann fallt ein Paar der zugeordneten Punkte Z und H im
Punkt P zusammen. Wenn der Punkt P die Gerade p durchliuft,
werden die zugeordneten Punkte Z und H durch eine (4,12) -deutige
Zuordnung verbunden. Wie bekannt, gibt diese Zuordnung auf
Grund des Chaslesschen Korrespondenzprinzips sechzehn sich selbst
zugeordnete zusammenfallende Punktepaare (Z, H). Da diese Punkte
die gemeinsamen Punkte der Flichen H? des Fliachenbiischels
(H?) (1, 3) und der entsprechenden Zentralkegel Z' des Systems | Z* |
sind, also die Punkte der Striktionslinien, schliesst man, dass die
Striktionslinienfldche in einem Fldchenbiischel 2. Ordnung (H?) (1, 3}
eine Fliache 16. Ordnung ist. Sie sei mit S'% bezeichnet.

Die Grundkurve 4. Ordnung k' des Regelflichenbiischels 2.
Ordnung (H?) (1, 3) ist eine sechsfache Kurve der Striktionslinien-
fliche S', weil jeder Punkt der Grundkurve k! alle Flichen des
Flidchenbiischels (H?) (1, 3) und je sechs Zentralkegel Z* des Systems
| Z*| enthilt. Dieser Punkt ist also mit den Striktionslinien von sechs
Flachen H? des Flichenbiischels (H?) (1, 3) inzident.

Die Fernkurve der Striktionslinienfliche S'% zerfillt in eine
imagindre Doppelkurve 2. Ordnung s,° und sechs Doppelgeraden,
welche die Fernerzeugenden dreier im Flichenbiischel (H2) (1, 3) sich
befindenden hyperbolischer Paraboloide sind. In der Einleitung (6.)
wurde gezeigt, dass die Striktionslinien in der Fernebene zwei
Paare konjugiert imagindrer Punkte enthalten. Legt man die ge-
meinsamen Berlihrgeraden der Fernkurve h,2 der Fliche H2Z und
der Absoluten, so sind die Beriihrpunkte auf der Fernkurve h,?
die Punkte der Fernkurve s,°. Da jede Fernkurve h,2 des Fernkur-
venbiischels (kh,”)(1,2) je vier Fernpunkte der Fernkurve s,2 ent-
hilt, schliesst man, dass die Fernkurve s,2 eine Fernkurve 2. Ord-
nung ist. Da jeder Fernpunkt dieser Fernkurve je zwei Erzeugende
eines im Fldchenbiischel (H?) (1,3) sich befindenden einschaligen
Hyperboloids enthilt, ist diese Fernkurve s,2 eine Doppelkurve der
Fliche S16,

Die Ordnung der Striktionslinienfliche S'% wird in einem Fli-
chenbiischel 2. Ordnung (H?) (1, 3) erhalten, wenn dieses ausschlies-
slich aus Regelflichen gebildet wird. Wegen des Erhaltungsprinzips
erhdlt man dasselbe Ergebnis, wenn das Flichenbiischel auch die
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ollgemeinen Flichen 2. Ordnung enthilt. In diesem Falle aber muss
die Striktionslinie einer allgemeinem Fldche 2. Ordnung als imagi-
nire Durchdringungskurve dieser Fliche 2. Ordnung mit der Fliche
St aufgefasst werden.

b) Man betrachte ein besonderes Fliachenbiischel 2. Ordnung
(H?) (1, 2), dessen Grundkurve k' in zwei sich doppelt schneidende
Kurven 2. Ordnung zerfillt. Jeder beliebig angenommene Raum-
punkt P enthilt je eine Fliche dieses Biischels und jede Ebene
beriihrt deren zwei. Eine Fliche des Biischels (H®)(1,2) zerféllt in
zwei Ebenen, welche die Grundkurven enthalten. Die Mittelpunkte
der Flichen dieses Flichenbiischels (H?)(1,2) bilden als Pole der
Fernebene beziiglich dieser Flichen eine Kurve 2. Ordnung o

Obwohl dieses Flachenbiischel (H?)(1,2) ausser den Regelfla-
schen auch die allgemeine Fliche enthilt, wird man beim Aufsuchen
der Striktionslinienflache so vorgehen, als ob alle Flichen als Regel-
flichen betrachtet wiirden. Deswegen muss auch hier die Striktions-
linie einer allgemeinen Flidche 2. Ordnung H? als imagindre Durch-
dringungskurve dieser Fliche H? mit der erhaltene Striktionslinien-
fliche aufgefasst werden.

SATZ 3. Der Index des Zentralkegelsystems |Z*!, das dem be-
sonderen Flichenbiischel 2. Ordnung (H2)(1,2) zugeordnet ist, ist
gleich 5.

Beweis. Analoge Uberlegungen wie beim Beweis des Satzes 1
werden ergeben, dass die durch einen beliebig angenommenen
Raumpunkt P an die Flichen eines besonderen Flachenbiischels
(H2) (1, 2) gelegten asymptotischen Ebenen einen Kegel 4. Klasse A'
bilden. Die entsprechenden Fernberiihrpunkte A, bilden dabei eine
Fernkurve 3. Ordnung a,®, die im Fernpunkt der Schnittgeraden
der im Biischel (H2)(1,2) sich befindenden in zwei Ebenen zerfal-
lenen Fliche einen Doppelpunkt enthdlt. Um die Ferngerade der
diesen asymptotischen Ebenen « des Kegels A* zugeordneten Zen-
tralebenen - zu erhalten, miissen die Pole C, der Ferngeraden ay
der asymptotischen Ebenen beziiglich der Absoluten aufgesucht wer-
den. Sie bilden eine Fernkurve 4. Ordnung ¢,t. Die Ferngeraden £,
der erwiihnten Zentralebenen ¢ hiillen als Verbindungsgerade der
(1,1) -deutig zugeordneten Fernpunkte A, und C, der Fernkurven
a,? und ¢,# eine Fernkurve 7. Klasse 0,7 ein. Durch die Anwendung
des Chaslesschen Korrespondenzprinzips erhélt man, wie vorhin,
dass die Pole Z, der Zentralebenenfernspuren (, beziiglich der ent-
sprechenden Fernkurven h,2 des Fernkurvenbiischels (h.”) (1,2) eine
Fernkurve z.° bilden. Verbindet man den Raumpunkt P mit den
Punkten dieser Fernkurve z,, erhilt man einen Kegel 9. Ordnung
79. Nur diejenigen Erzeugenden des Kegels Z” gehoren zu den Zen-
tralkegeln Z! des Systems |Z', welche die Diameter der entspre-
chenden Flichen H2 des Flichenbiischels (H?)(1,2) sind. Das sind
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also diejenige Erzeugenden z, welche auch zu dem Kegel D? gehi-
ren, der durch die den Punkt P enthaltenden Diameter gebildet
wird.

Da die Kegel D? und Z" achtzehn gemeinsame Erzeugende ent-
halten, konnte man schliessen, dass der Index des Zentralkegelsy-
stems Z*' 18 sein misste. Unter diesen gemeinsammen Erzeugenden
sind jedoch nur diejenigen zu nehmen, die zu dem entsprechenden
Zentralkegel Z' als Diameter derselben Fliache H” des Flichenbii-
schels (H?) (1, 2) gehoren.

Durch eine analoge Betrachtung wie beim Flichenbiischel (H?)
(1,3) wird gezeigt, dass der Index des einem Flidchenbiischel
(H%) (1, 2) zugeordneten Zentralkegelsystems Z' gleich 5 ist. Wenn
eine Erzeugende d des Kegels D auch eine Erzeugende z des zu-
geordneten Zentralkegels Z* ist, muss ihr Fernpunkt Z,= D, der
Ferngeraden [, der Zentralebene . konjugiert sein beziiglich der
zugeordneten Fliachenkurve h,”. Deswegen muss die Ferngerade
der Zentralebene C mit der Ferngeraden p, der zugeordneten Polar-
ebene &1 zusammenfallen. Obwohl die Fernkurve £, des dem Kegel
At zugeordneten Zentralebenengewindes {7 7. Klasse ist, enthilt das
Ferngeradenbischel p, (T,) des dem Punkt P zugeordneten Polarebe-
nenbuschels 7 (t) nur fiinf Ferngerade p,, die mit den Ferngeraden
Cu der entsprechenden Zentralebenen . zusammenfallen. Namlich,
von sieben den Fernpunkt A, =T, enthaltenden Ferngeraden {,
der Zentralebenen [ fallen zwei als Doppelgerade der Fernkurve
0,7 zusammen und sind von der Ferngeraden p, der entsprechenden
Polarebene z verschieden. Es verbleibt also, dass es fiinf Diameter
d gibt, die mit den zugeordneten Erzeugenden z der Zentralkegel
Z' des Zentralkegelsystems | Z! zusammenfallen.

SATZ 4. Die Striktionslinienfliche in einem Flidchenbiischel 2.
Ordnung (H?) (1, 2) ist 12. Ordnung S'.

Beweis. Analoge Betrachtungen wie beim Beweis des Satzes
2 ergeben bei einem Fliachenbiischel 2. Ordnung (H?) (1, 2), dass man
an einer beliebig angenommenen Gerade p eine (4,10) -deutige
Zuordnung erhidlt, welche, wie bekannt, vierzehn sich selbst zu-
geordnete Punkte enthidlt. Man muss beachten, dass ein Flédchen-
biischel (H?) (1, 2) eine in zwei Ebenen zerfallene Fliche enthilt und
deswegen von vierzehn Inzidenzpunkten zwei zu diesen Ebenen und
zwolf zu der Striktionslinienfliche S'? gehoren. Also ist die Strik-
tionslinienfldche S12 eines Fldchenbiischels (F?)(1,2) 12. Ordnung.

Die Fernkurve dieser Fliche S!? besteht aus vier Geraden, der
Fernerzeugenden zweier hyperbolischer Paraboloide als Doppelge-
raden und einer Fernkurve 2. Ordnung s,2, welche auch die Doppel-
kurve dieser Flache ist.

Die Kurven 2. Ordnung, welche die Grundkurve des Flidchen-
buschels 2. Ordnung (H?)(1,2) bilden, sind flinffache Kurven der
Striktionslinienfliche S!2.
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2. Die Striktionslinienfliche in den
Regelflichenscharen 2. Ordnung

Den Flichenbiischeln 2. Ordnung (H?) (1,n) sind die Flachen-
scharen 2. Ordnung (H?) (n,1) dual. Die Grundeigenschaft einer
Flichenschar 2. Ordnung (H?) (n, 1) ist, dass jeder beliebig angenom-
mene Raumpunkt Pn(n = 3,2,1) Flichen der Schar enthilt und
dass jede Ebene m deren eine beriihrt. Es besteht ein Ebenenge-
winde 4. Klasse, das von gemeinsamen Beriihrebenen dieser Fla-
chen gebildet wird. Die Mittelpunkte als Pole der Fernebene be-
ziiglich aller Flichen der Schar bilden einen gemeinsamen Diame-
ter d*. Die Fernebene schneidet die Flichenschar (H?) (n,1) in einer
Fernkurvenschar (h.”) (n, 2).

a) Die Flichenschar 2. Ordnung (H2) (3, 1) enthiilt vier Fléchen,
die in Kurven 2. Klasse ausgeartet sind und die sie enthaltende
Ebenen miissen als Doppelebenen betrachtet werden. Wenn die
Schar (H?2)(3,1) von lauter Regelfldchen gebildet wird, dann sind
diese Ebenen und das Beriihrebenengewinde 4. Klasse imaginar.
Um die Ordnung der Striktionslinienfldche in einer Regelfliachen-
schar 2. Ordnung (H?) (3, 1) zu erhalten, muss zuerst das zugeordnete
Zentralkegelsystem | Z* untersucht werden.

SATZ 5. Der Index des einer Flichenschar 2. Ordnung (H?)(3,1)
zugeordneten Zentralkegelsystems | Z4| ist 6.

Beweis. Um den Index des Zentrakegelsystems |Z*| zu finden
muss zuerst untersucht werden, ob der gemeinsame Diameter d*
zu einem Zentralkegel Z*' des Systems ' Z+| gehort. Diese Frage
kann beantwortet werden, indem zuerst festgestellt wird, wieviel-
mal die Ferngerade p, einer Polarebene 7 mit der Ferngeraden )
der zugeordneten Zentralebene & zusammenfillt.

Die durch den gemeinsamen Diameter d* an die Flachen der
Flichenschar 2. Ordnung (H?) (3,1) gelegten asymptotischen Ebenen
bilden ein Ebenenbiischel « (d*). Thre Beriihrpunkte A, bilden eine
Fernkurve 5. Ordnung, die aus zwei Ferngeraden, der Fernerzeugen-
den des hyperbolischen Paraboloids und einer Fernkurve 3. Ord-
nung a,’ besteht, welche im Fernpunkt D,* des Diameters d* einen
Doppelpunkt enthilt. Die Punkte dieser Fernkurve a,? sind durch
die dem Fernpunkt D,* zugeordneten Ferngeraden p, der Polar-
ebenen 7 beziiglich der Flichen der Flichenschar (H?)(3,1) in
Paare verbunden. Die dem Fernpunkt D,* als Pol zugeordneten
Polarebenen 7 bilden ein Ebenengewinde 3. Klasse a®, das auch die
Fernebene enthilt. Deswegen hiillen die Ferngeraden p, dieser Po-
larebenen eine Fernkurve 2. Klasse ein.

Die Ferngerade {, der einer asymptotischen Ebene a zugeord-
neten Zentralebene { erhdlt man, indem man den Berithrpunkt A;
der asymptotischen Ebene « mit dem Pol C, der Ferngeraden

10
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der asymptotischen Ebene «, beziiglich der Absoluten, verbindet.
Da die Ferngeraden «, der asymptotischen Ebenen ein Ferngeraden-
biischel «, (D,*) bilden, erzeugen die Pole C, dieser Ferngeraden
beziiglich der Absoluten eine Ferngerade c,. Man betrachte eine
Ferngerade «,. Der dieser Ferngeraden «, zugeordnete Pol C, be-
ziglich der Absoluten befindet sich auf der Ferngeraden c,, welche
die Polare des Fernpunktes D,* beziliglich der Absoluten ist. Die-
selbe Ferngerade , enthilt einen Beriihrpunkt A, dessen zugeord-
nete Polare p, die Ferngerade ¢, in einem Fernpunkt P, schneidet.
Fihrt man dies fur alle Ferngeraden «, des Buschels «a, (D.*) durch,
erhilt man auf der Ferngeraden c, eine (1,1) -deutige Zuordnung
der Punkte C, und P,. Wie bekannt, ergibt diese Zuordnung zwei
inzidente Punkte, was bedeutet, dass fiir den gemeinsamen Diame-
ter d* zweimal die Ferngerade p, der Polarebene mit der Fernge-
raden [, der zugeordneten Zentralebene zusammenfillt. Also, der
gemeinsame Diameter d* gehoért zu zwei Zentralkegeln Z' des Sy-
stems | Z!|.

Man lege durch einen beliebig angenommenen Raumpunkt P
und den gemeinsamen Diameter d* die Ebene ¢ = (d*, P). Schneidet
man mit dieser Ebene & das Zentralkegelsystem |Z!/, so bilden die
Erzeugenden z in dieser Ebene eine Kurve 6. Klasse. Jeder Punkt
des gemeinsamen Diameters d* enthidlt namlich vier Erzeugende z
des entsprechenden Zentralkegels Z!. Da die Gerade d* die gemein-
same Erzeugende z zweier im System Z! sich befindender Kegel
Z* ist, schliesst man dem Erheltungprinzip nach, dass die Erzeugen-
den z der Zentralkegel Z! des Systems |Z'| in der Ebene ¢ = (d*, P)
eine Kurve 6. Klasse umhiillen, was weiterhin bedeutet, dass jeder
in der Ebene o sich befindende Punkt P auf je sechs Zentralkegeln
Z4 liegt. Also, das Zentralkegelsystem |Z*|, das einer Flichenschar
2. Ordnung (H?) (3, 1) zugeordnet ist, hat den Index 6.

SATZ 6. Die Striktionslinienfliche einer Flichenschar 2. Ord-
nung (H?) (3, 1) ist 16. Ordnung.

Beweis. Die Ordnung der Striktionslinienfldche einer Flichen-
schar 2. Ordnung (H?) (3, 1) wird auch hier durch die Zahl der Inzi-
denzpunkte der Flichen H? der Flachenschar (H?) (3, 1) mit den ent-
sprechenden Zentralkegeln Z! des zugeordneten Systems 'Z*| auf
einer Geraden p erhalten. Man nehme eine Gerade p beliebig an.
Irgend ein Punkt P dieser Geraden enthilt drei Flichen der Fla-
chenschar (H2)(3,1), denen drei Zentralkegel des Systems |Z*| zu-
geordnet sind. Die Gerade p schneidet diese Kegel in zwolf Punkten
Z. Derselbe Punkt P enthilt sechs Zentralkegel des Systems |[Z!/,
denen sechs Flichen H? der Flichenschar (H?)(3.1) entsprechen.
Die Gerade p schneidet diese Flachen H? in zwolf Punkten H. Fiihrt
man dies flir alle Punktie P der Geraden p durch, so erhdlt man auf
der Geraden p eine (12, 12)-deutige Zuordnung der Punkte Z und H.

11
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Dem Chaslesschen Korrespondenzprinzip nach ergibt sich, dass in
dieser Zuordnung 24 Inzidenzpunkte enthalten sind. Dies misste
bedeuten, dass die Striktionslinienflache in eine Flachenschar
(H2) (3,1) die Ordnung 24 erhélt. Aber die Fliachenschar (H?)(3,1)
enthilt vier Flachen, die in Kurven 2. Klasse ausgeartet sind. Die
diese Kurven enthaltenden Ebenen sind als Doppelebenen aufzu-
fassen. In der beschriebenen Zuordnung ergeben sie vier Doppel-
inzidenzpunkte. Deswegen verbleibt, dass die Striktionslinienflache
S1 in einer Flichenschar (H?)(3,1) eine Flidche 16. Ordnung ist.

Eine Flachenschar (H?)(3,1) enthdlt ein hyperbolisches Para-
boloid, dessen Zentralkegel Z' ausgeartet ist. Deswegen schneidet
die Fernebene die Striktionslinienfliche S in zwei Doppelgeraden,
die die Fernerzeugenden des hyperbolischen Paraboloids sind, und
in einer imagindren Fernkurve 6. Ordnung, die eine Doppelkurve
der Fliche S ist.

Diese Betrachtungen sind fiir eine Fldchenschar (H?) (3, 1) durch-
gefithrt, welche aus lauter Regelflichen gebildet wird. Dasselbe
Ergebnis erhidlt man aber, wenn die Fliachenschar (H?)(3,1) auch
allgemeine Flachen 2. Ordnung enthilt. Dabei aber missen so wie
bei einem Flichenbiischel (H2)(1,3) die Striktionslinien der allge-
meinen Flichen 2. Ordnung als imaginire Durchdringungskurven
dieser Flichen mit der Fliche S aufgefasst werden.

b) Dem Flichenbiischel 2. Ordnung (H?) (1, 2) ist eine Flidchen-
schar 2. Ordnung (H?) (2, 1) dual, die also die Eigenschaft hat, dass
ein beliebig angenommener Raumpunkt P auf zwei Flichen der
Schar liegt und eine beliebige Ebene 7 deren eine beriihrt. Das
gemeinsame Beriihrebenengewinde 4, Klasse zerfillt in zwei Kegel
9. Klasse, die zwei gemeinsame Beriihrebenen enthalten. Diese ge-
meinsamen Beriihrebenen gehoren als ausgeartete Flidche der Fla-
chenschar (H2)(2,1) an, die noch zwei in Kurven 2. Klasse degene-
rierte Flichen enthalt.

SATZ 7. Der Index des Zentralkegelsystems Z', das einer
Flichenschar 2. Ordnung (H?) (2,1) zugeordnet ist, ist 5.

Beweis. Um den Index des Zentralkegelsystems |Z!'| in der
besonderen Flichenschar 2. Ordnung (H?)(2,1) zu erhalten, wird
zuerst gepriift, ob der gemeinsame Diameter d* die Erzeugende
eines zu dem System |Z!| gehorigen Zentralkegels ist. Hiezu wer-
den die dem Fernpunkt D,* des Diameters d* zugeordneten Polar-
ebenen 7 beziiglich der Flichen der Flidchenschar (H?) (2,1) gelegt.
Sie bilden, wie bekannt, einen Zylinder 2. Klasse, aber da die Fern-
ebene diesem Zylinder angehért, bilden ihre Ferngeraden p. ein
Ferngeradenbiischel p, (E,) mit dem Biischelscheitelpunkt im Fern-
punkt E, der Schnittgeraden zweier Ebenen, welche die zwei in
Kurven 2. Klasse ausgearteten Flichen der Schar (H?)(2,1) ent-
halten.

12
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Legt man durch den gemeinsamen Diameter d* die asympto-
tischen Ebenen « an die Flichen H? der Fléchenschar (H?) (2, 1),
bilden diese ein Ebenenbiischel «(d*). Die Beriihrpunkte A, dieser
Ebenen mit den entsprechenden Fldchen der Schar bilden eine
zerfallene Fernkurve 4. Ordnung, die aus den Fernerzeugenden des
hyperbolischen Paraboloids und einer Fernkurve 2. Ordnung a,
besteht.

Legt man durch jeden Fernpunkt A, der Fernkurve a,? die
Ferngerade , der zugeordneten Zentralebene £, so muss man unter-
suchen, wie viele dieser Ferngeraden -, mit der Ferngeraden p.
der entsprechenden Polarebene 7 zusammentallen. Die Pole C, der
Ferngeraden «, des Biischels a,(D.,") beziiglich der Abscluten
bilden eine Ferngerade c,, die die Polare des Fernpunktes D,
beziiglich der Absoluten ist. Da die Fernpunkte A, der Fernkurve
2. Ordnung «,? (1,1)-deutig den Fernpunkten C, der Ferngeraden
¢, zugeordnet sind, erhdlt man durch Verbinden der zugeordneten
Fernpunktepaare A, und C, als Ferngeraden [, der entsprechen-
den Zentralebenen { eine Fernkurve 3. Klasse {,*. Das Ferngeraden-
biischel p, (E,) der Polarebenen enthilt deswegen drei Ferngeraden
pu, welche mit den Ferngeraden C, der entsprechenden Zentral-
ebenen zusammenfallen. Zwei von diesen sind aber mit den Fern-
geraden der ausgearteten Fldchen identisch, so dass nur eine Fern-
gerade p, verbleibt, die mit der entsprechenden Ferngeraden Iy
susammenfillt. Auf Grund dessen schliesst man, dass der gemein-
same Diameter d* eine Erzeugende z eines Zentralkegels Z1 des
Systems | Z*| ist.

Um die Zahl der einen Raumpunkt P enthaltenden Zentral-
kegel Z' des Systems Z' zu erhalten, wird durch den Punkt P
und den gemeinsamen Diameter d* eine Ebene o0 = (d*, P) gelegt.
Da jeder Punkt des Diameters d* in der Ebene ¢ vier Erzeugende z
der entsprechenden Zentralkegel 7+ enthilt und da der Diameter d*
selbst zu einem Zentralkegel Z! des Systems | Z' gehort, erhilt man,
dass die Erzeugenden z in der Ebene ¢ eine Kurve 5. Klasse um-
hiillen. Der Punkt P enthilt also finf Kegel Z' des Systems |Z4i,
woraus sich ergibt, dass das Zentralkegelsystem 'Z4!, das einer
Flichenschar 2. Ordnung (H2) (2, 1) zugeordnet ist, den Index 5 hat.

SATZ 8. Die Striktionslinienfliche S!Z in einer besonderen
Flichenschar 2. Ordnung (H?) (2,1) ist 12. Ordnung.

Beweis. Analog wie vorher kann man die Punkte P einer be-
liebig angenommenen Gerade p mittels der Flichen H? einer Fli-
chenschar (H?)(2,1) und das zugeordnete Zentralkegelsystem |Z*i
durch eine (8, 10)-deutige Zuordnung der Punkte Z und H verbin-
den. Diese Zuordnung ergibt, wie bekannt, achzehn inzidente
Punkte. Es muss aber beachtet werden, dass die Flidchenschar
(H2) (2, 1) zwei Flidchen enthilt, die in Kurven 2. Klasse ausgeartet
sind und die diese Kurven enthaltenden Ebenen als Doppelebenen

13
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in dieser Zuordnung aufzufassen sind. Weiterhin enthilt die Fla-
chenschar (H?) (2, 1) eine Fliche, die aus zwei Ebenen besteht, wel-
che auch in der beschriebenen Inzidenz vorkommen. Deswegen
gehoren von den achtzehn Inzidenzpunkten nur zwolf zu der Strik-
tionslinienfliche, also ist diese 12. Ordnung.

Die Fernebene schneidet diese Flidche in zwei Doppelgeraden
die die Ferngeraden des hyperbolischen Paraboloids sind und in
einer Fernkurve 4. Ordnung s,!, die als Doppelkurve zu der Strik-
tionslinienfldche S'? gehort.

3. Die Striktionslinienfliche in dem
speziellen Regelflichensystem 2. Ordnung

Das spezielle Flichenbiischel 2. Ordnung (H?) (1, 1) hat die Eigen-
schaft, dass jeder beliebig angenommene Raumpunkt P eine Flache
2 desselben enthidlt und eine beliebig angenommene Ebene .
deren eine berithrt. Deswegen hat dieses Flichenbiischel (H?)(1,1)
auch die Eigenschatten einer Flichenschar. Alle Flichen dieses Fla-
chenbiischels (H?) (1, 1) sind Regelflichen und durchdringen sich in
einem windschiefen Vierkant. Das gemeinsame Bertihrebenenge-
winde zerfallt hier in vier Ebenenbiischel. Zwei Flichen dieses Fla-
chensystems (H?) (1, 1) sind in je zwei Ebenen ausgeartet. Die Pole
einer Ebene 7 beziiglich aller Flichen des Flichensystems 2. Ord-
nung (H?) (1, 1) bilden eine Gerade und die Polarebenen eines Punk-
tes P bilden ein Ebenenbiischel.

SATZ 9. Ein Zentralkegelsystem |Z4|, das einem Fldchensy-
stem 2. Ordnung (H2)(1,1) zugeordnet ist, hat den Index 4.

Beweis. Um den Index des einem speziellen Flichensystem
(H?) (1, 1) zugeordneten Zentralkegelsystems zu erhalten, wird man
analog wie bei einem Fliachenbiischel vorgehen,

Die Pole der Fernebene bezliglich aller Flichen H? des Fla-
chensystems (H?) (1,1) bilden eine Gerade d*, den gemeinsamen
Diameter aller dieser Flachen. Nimmt man einen Raumpunkt P
beliebig an, so bilden die den Punkt P enthaltenden Diameter d
der Flichen dieses Systems (H?)(1,1) ein Geradenbiischel d (P), das
in der Ebene &= (d*, P) liegt. Die Ebene o schneidet offenbar das
dem Flichenbiischel (H?) (1,1) zugeordnete System asymptotischer
Kegel | A2/ in einer Kurve 2. Klasse «>. Deswegen bestehen zwel
asymptotische Kegel des Systems | A2/, die den Punkt P enthalten.
Es gibt also zwei Erzeugende a dieser Kegel, die mit dem ent-
sprechenden Diameter d des Biischels d (P) zusammenfallen. Dem
Chaslesschen Korrespondenzprinzip nach erhilt man wegen dieser
Uberlegungen, dass in einem Flichensystem (H?)(1,1) die durch
den Punkt P an die Flichen dieses Systems gelegte asymptotische
Ebenen einen Kegel 3. Klasse A% umbhiillen. (az2my +ayne—s =
—m:;2:1+1-3—2=3).
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Um die Ferngeraden «, der den asymptotischen Ebenen des
Kegels A’ zugeordneten Zentralebenen [ zu bestimmen, miissen
die Pole C, der Ferngeraden «, des Kegels A” beziiglich der Abso-
luten umfasst werden. Sie bilden eine Fernkurve 3. Ordnung c.’.
Die Ferngeraden der Zentralebenen als Verbindungsgerade der
(1, 1)-deutig zugeordneten Fernpunkte A, und C, der Fernkurven
a,’ und ¢, hiillen offenbar eine Fernkurve 6. Klasse [,/ ein. Die
Pole Z, der Ferngeraden J, der Fernkurve % beziiglich der ent-
sprechenden Flichen des Flichensystems (H?)(1,1) befinden sich
auf den Ferngeraden o, der zugeordneten asymptotischen Ebenen
a und bilden eine Fernkurve 6. Ordnung z,". (e2n; + ans—s =
=m;1:3+1 n2—6=23; na=6).

Verbindet man die Fernkurve 6. Ordnung z,/ mit dem Punkt
P, erhilt man einen Kegel 6. Ordnung Z'. Die Ebene o= (d* P)
schneidet diesen Kegel Z' in sechs Erzeugenden, aber auf Grund
dieser Tatsache darf man doch nicht sogleich schliessen, dass das
dem Fliachensystem (H?)(1,1) zugeordnete Zentralkegelsystem |Z!|
den Index 6 hat.

Wenn eine Erzeugende z des Kegels Z auch eine Erzeugende
eines Zentralkegels Z! wird, muss sie beziiglich der entsprechenden
Fliiche H2? des Flichensystems (H?2) (1,1) der zugeordneten Zentral-
ebene konjugiert sein. Die dem Punkt P zugeordneten Polarebenen
bilden ein Ebenenbiischel =z (t), das die Fernebene in einem Fern-
geradenbiischel py (T.) schneidet. Da die Ferngeraden der dem
Punkt P zugeordneten Zentralebenen die Fernkurve 6. Klasse g
umhiillen, enthilt das Ferngeradenbiischel p, (T,) sechs Ferngerade
7, der Zentralebenen Z. Aber, so wie bei anderen Flichenbuscheln,
fallen zwei von ihnen zusammen und bilden eine zweifache Fern-
gerade, die nicht mit der Ferngeraden p, der zugeordneten Polar-
ebene identisch ist. Daraus ergibt sich dass der Kegel Z' nur vier
Erzeugende z enthilt, welche den zugeordneten Zentralebenen
konjugiert sind. Also, das Zentralkegelsystem Z! |, das einem Fli-
chensystem (H2) (1, 1) zugeordnet ist, hat den Index 4.

Auf Grund dessen und mittels eines auf dieselbe Weise wie
vorher durchgefiihrten Beweises kann folgender Satz bewiesen
werden.

SATYZ 10. Die Striktionslinienfliche S¥ in einem Flichensystem
2. Ordnung (H?)(1,1) ist 8. Ordnung.

Beweis. Analog wie vorher kénnen alle Punkte P einer belie-
big angenommenen Geraden p durch eine (4, 8)-deutige Zuordnung
der Punkte Z und H verbunden werden. Wie bekannt, ergibt das
zwolf Inzidenzpunkte. Man muss aber beachten, dass das Fldchen-
system (H2)(1,1) zwei Flichen enthilt, die in je zwei Ebenen aus-
arten. Vier von den erwihnten Inzidenzpunkten gehéren zu diesen
ausgearteten Flichen und nur acht Punkte verbleiben, die der
Striktionslinienfliche angehéren. Also, in einem Fldchensystem
(H?) (1,1) ist die Striktionslinienfliche S® eine Flache 8. Ordnung.
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Die Fernebene schneidet die Striktionslinienfliche S* in zwei
Doppelgeraden, die die Fernerzeugenden des hyperbolischen Para-
boloids sind und in einer imagindren Fernkurve 2. Ordnung S
die als Doppelkurve der Flache S® angehort.

Vergleicht man die erhaltenen Ergebnisse, bemerkt man, dass
das einem Flichenbiischel bzw. einer Flichenschar 2. Ordnung (H”)
zugeordnete Zentralkegelsystem |Z' den Index 6 hat und die zu-
geordnete Striktionslinienfliche S'% eine Flidche 16. Ordnung ist.
Enthalt das Biischel bzw. die Schar r (r = 1, 2) Flidchen, die in je
zwei Ebenen ausarten, verringert sich der Index des Zentralsy-
stems um r und die Ordnung der Striktionslinienfliche um 4r.
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PLOHA STRIKCIONIH LINIJA LINEARNOG SISTEMA
PRAVCASTIH PLOHA 2. REDA

Ljerka Dockal, Zagreb
Sadrzaj

Zadana je pravéasta ploha 2. reda H®. Njene strikcione linije
s;' i s+ promatraju se kao prodorne krivulje plohe H- i centralnog
stofca 4. reda Z! kojeg su izvodnice z konjugirani dijametri cen-
tralnih ravnina plohe H2 Opisuje li ploha H? linearni sistem ploha
2. reda (H?) (1,3) odnosno (H?)(3,1) pridruzeni centralni stosSci VA
Zine sistem stozaca 'Z* s indeksom 6, a strikcione linije tvore plohu
16. reda S16. Ako sistem ploha 2. reda sadrZi r (r = 1, 2) ploha koje
degeneriraju u par ravnina, indeks sistema stozaca Z' umanjuje
se za 7, a red plohe strikcionih linija za 4r.
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