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KONGRUENZ DER GEMEINLOTE VON ERZEUGENDEN
EINER RATIONALEN WINDSCHIEFEN REGELFLACHE n-TEN
GRADES

Ljerka Dockal, Zagreb

In einem System von oo! Erzeugenden einer rationalen wind-
schiefen Regelfliche n-ten Grades @ haben je zwei dieser Erzeu-
genden ein Gemeinlot, so dass alle o Gemeinlote der Erzeugenden
dieses Systems eine Kongruenz bilden.

Die Ordnung dieser Kongruenz ist gleich der Anzahl der Kon-
gruenzstrahlen, die durch einen Raumpunkt gehen. Fillt man die
Lote aus einem Punkt T auf die Erzeugenden der Fliche @, so
erzeugen diese Lote einen Kegel ¥ 2n-ter Ordnung, dessen Doppel-
erzeugende die Strahlen der erwihnten Kongruenz sind. Jedes Lot
aus dem Punkt T auf eine belielige Erzeugende a der Fliche @
wird dabei als Schnittgerade zweier Ebenen u und » betrachtet.
Die Ebene y enthdlt den Punkt T und die Erzeugende a, die Ebene
v wird durch den Punkt T senkrecht auf dieselbe Erzeugende gelegt.
Alle co! Ebenen (1 und » umbhiillen zwei Kegel n-ter Klasse, deren
entsprechende Ebenen sich in den Erzeugenden des Kegels ¥ 2n-ter
Ordnung schneiden. Die Anzahl (2n—1) (n—1) der Doppelerzeugen-
den dieses Kegels ergibt die Ordnung unserer Kongruenz.

Die Klasse dieser Kongruenz wird durch die Anzahl der Kon-
gruenzstrahlen in einer Ebene bestimmt. Um dies zu bestimmen
betrachten wir das Konoid K, das von allen Kongruenzstrahlen
gebildet wird die zu einer Ebene p parallel sind. Eine Ebene n
schneidet das Konoid K in einer Schnittkurve f und die Ebene o
in der Schnittgeraden r. Die Anzahl der eigentlichen Schnittpunkte
der Kurve f und der Geraden r zeigt wie viele der Kongruenzstrahlen
in der Ebene p liegen, bestimmt also die Klasse der Kongruenz.

Die konstruktive Behandlung dieser Uberlegungen wird am
zweckméssigsten in der Zentralprojektion durchgefithrt. Das Pro-
jektionszentrum O wird irgendwo in der Ebene p angenommen
die Bildebene n wird beliebig, aber verschieden von der Ebene 0
gewdhlt. Die Bildspur r und die Fluchtgerade r" der Ebene o werden
in diesem Falle in dieselbe Gerade r = r” projiziert. Die Spurpunkte
der Erzeugenden der Regelfliche @ erzeugen eine Kurve c¢ n-ter
Ordnung und die Fluchtpunkte dieser Erzeugenden bilden eine
Kurve c* die ebenfalls von der n-ten Ordnung ist.
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Um die Kongruenzstrahlen zu bestimmen die zu einer Geraden
der gewéhlten Ebene ¢ parallel sind, miissen wir durch jede zur
Geraden s senkrechte Erzeugende der Fliche @ eine Ebene legen,
die zur Geraden s parallel ist. Je zwei dieser Ebenen schneiden
sich in den zur Geraden s parallelen Schnittgeraden, die je zwei
Erzeugende der Fliche @ senkrecht schneiden, also in jenen Kon-
gruenzstrahlen, die zur Geraden s parallel sind.

Fithren wir dies konstruktiv durch, so miissen wir durch das
Projektionszentrum O eine Ebene ¢ senkrecht auf den Sehstrahl OS”
der Geraden s legen. Die Bildspur, die zuglech auch die Fluchtspur
der Ebene ¢ ist, schneidet die Fluchtkurve c¢* der Fliche @ in n
Punkten, so dass es n Erzeugende der Fliche @ gibt, die senkrecht
zur Geraden s sind.

Die Ebenen, die durch diese Erzeugenden parallel zur Geraden
s gelegt sind, haben n (n—1)/2 Schnittgeraden miteinander, woraus
sich ergibt, dass es in der Kongruenz n (n—1)/2 Kongruenzstrahlen
gibt, die zu einer Geraden s parallel sind.

Alle Geraden des Raums, die zur Ebene o parallel sind, haben
ihre Fluchtpunkte auf der Fluchtgeraden ™ der Ebene 0. Ordnen
wir jedem Fluchtpunkte der Ebene o die auf dem zugehérigen
Sehstrahl senkrechten Erzeugenden der Fliche @ zu, so besteht
zwischen den Punkten der linearen Punktreihe S5 8.5 oy St
auf der Geraden " und den Erzeugenden der Fliche ¢ eine (1,n) —
Zuordnung, durch die die Ebenen einer Torse 2n-ter Klasse gebildet
werden, denn stellt man zwischen den Elementen zweier rationalen
Elementenreihen von den Ordnungen 7, und n, eine (a,,a,) —
Zuordnung her so entsteht eine Elementenreihe p-ten Grades, wenn
P=mny.0,+tn,.0;,=1.n+n.1=2n ist, bzw. p-ter Klasse im
Falle der Torse.

Ist diese Zuordnung eine (1, n) — deutige, 50 bilden die den ein-
zelnen Elementen der Reihe n,-ter Ordnung entsprechenden Ele-
mentengruppen der Reihe n,~ter Ordnung eine Involution n-ten
Grades. Dabei kann man bemerken, dass zwischen den Elementen
der Reihe n,-ter Ordnung eine bessondere (n—1, n—1)-Zuordnung
besteht, die 2 (n—1) Doppelelemente hat. Da die erwdhnte Zuordnung
zwieschen der linearen Reihe S, S ..., Sy und den Erzeugenden
der Fldche eine (1, n)-deutige ist, sind die Erzeugenden der Fliche @
involutorisch zugeordnet und die entsprechenden Ebenen der Torse
sind auch involutorisch zugeordnet.

Die Schnittgeraden dieser involutorisch zugeordneten Ebenen
der Torse 2n-ter Klasse bilden eine Regelfldche g-ten Grades K.
Der Grad dieser Fliche ist gleich der Anzahl der Schnittpunkte
einer Geraden g allgemeiner Lage mit den Erzeugenden der Fliche
K. Ein beliebiger Punkt G der Geraden g enthdlt 2n Ebenen y der
Torse, denen 2n (n—1) Ebenen y derselben Torse zugeordnet sind.

Durch den Schnittpunkt G einer dieser Ebenen 7 mit der Geraden g,
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gehen ebenfalls 2n Ebenen ; der Torse, denen wieder 2n (n—1)
Ebenen y der Torse zugeordnet werden, von denen eine die Gerade
g im Punktg G trifft. Zufolge dieser Zuordnung sind die Punktreihen

G...und G... der Geraden g [2n (n—1), 2n (n-1)]-deutig zugeordnet.
Wenn von der Anzahl 2 .2n (n—1) der Doppelpunkte dieser Zu-
ordnung die 2 (n—1) Schnittpunkte der Doppelebenen der Torse mit
der Geraden g abgezogen werden, erhilt man die Anzahl jener
Punkte in denen die Schnittgeraden der involutorisch zugeordneten
Ebenen der Torse, also die Erzeugenden des Konoids K, die Gerade
g schneiden. Das Resultat wird durch 2 dividiert, damit nicht jede
Erzeugende wegen der Vertauschbarkeit der Elemente bei der
Involution zweimal erhalten wird. Aus diesen Uberlegungen ergibt
sich der Grad des Konoids K

g=[2-2n(n—1)—2m—1)]2=@2n—1) (n—1) 1)

Die Bildebene « schneidet das Konoid in einer Kurve f der
(2n—1) (n—1)-ten Ordnung. Die Spur r schneidet diese Kurve in
(2n-1) (n—1) Punkten von denen nur m = (2n-1) (n-1) — n (n-1)/2 =
= (n—1) (3n-2)/2 eigentliche Punkte sind und die Schnittpunkte
jener Kongruenzstrahlen ergeben, die in der Ebene enthalten sind,
deren Anzahl also die Klasse unserer Kongruenz darstellt. Die Zah!
g = (2n—1) (n—1) wird um n (n—1)/2 vermindert, weil sich auf dem
Konoid K so viele Kongruenzstrahlen befinden, die zur Gerade
r = " parallel sind und nicht in der Ebene ¢ liegen.

Die Kongruenz der Gemeinlote je zweier Erzeugenden eines
Systems der Erzeugenden des Drehhyperboloids wird hier ausfiihr-
lich untersucht.

Alle Kongruenzstrahlen, die eine Erzeugende des Hyperboloids
schneiden, bilden ein Pliickersches Konoid. Projiziert man das
Hyperboloid @ orthogonal auf eine Ebene, die senkrecht zu einer
beliebigen Erzeugenden a ist, so projiziert sich die Erzeugende a
in einen Punkt a’. Alle anderen Erzeugenden desselben Systems
werden in ein Strahlenbilischel mit dem Scheitel o projiziert,
wobei der Punkt o’ die orthogonale Projektion der zu a parallelen

Erzeugenden ‘« ist und zu der anderen Erzeugendenschar des Hyper-
boloids gehort. Die Gemeinlote der Erzeugenden desselben Systems
werden dann als Lote aus dem Punkt o’ auf die Geraden des

Biischels o projiziert. Die Fusspunkte dieser Lote liegen auf dem

Kreise mit dem Durchmesser a a’. Projizieren wir diese Fuss-
punkte auf die entsprechenden Erzeugenden zuriick, so bekommen
wir eine Ellipse e. Alle Projektionsstrahlen bilden dabei einen Dreh-
zylinder, der das Drehhyperboloid in einer Kurve vierter Ordnung
durchdringt. Diese Kurve wird in zwei Erzeugende a,d@ und eine
Kurve zweiter Ordnung zerfallen, die eine Ellipse sein muss, da
sie sich auf dem Drehzylinder schrig zur Basis befindet. Die Ge-
meinlote der Erzeugenden a und der iibrigen Erzeugenden desselben
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Systems sind demnach die Lote, die aus den Punkten der Ellipse e
auf die Erzeugende a gefillt werden, und das ist eine der bekannt-
esten Definitionen des Pliickerschen Konoids.

Auf Abb. 1. ist der Grund- und Aufriss eines Drehhyperboloids
® und eines Konoids K dargestellt, das von allen jenen Gemein-
loten gebildet wird, die die Erzeugende a mit den anderen Erzeugen-
den desselben Systems bildet. Die Ebene 7, ist mit der Kehlkreis-

Q=f -]

Abb. 1.

ebene des Hyperboloids identisch und die Ebene m, ist zur Er-
zeugenden a parallel. Die Erzeugende ist die Doppelgerade des Ko-
noids K, dessen Hhe h = c - ctg ¢ ist, wobei ¢ der Radius des Kehl-
kreises ¢ und ¢ der Neigungswinkel der Erzeugenden des Direktions-
kegels des Hyperboloids @ ist. Die Ellipse e wird dann in Aufriss
als die Strecke e” abgebildet, die das Bild des Hyperboloidmittel-
punktes M” enthilt und deren Endpunkte die Schnittpunkte der von
a” um die Distanz ¢ entfernten Geraden und der Umrisshyperbel h”
sind (a” ist dabei die Asymptote der Umrisshyperbel h”). Die Ebene
a, schneidet das Konoid K in der Geraden 1, die das Gemeinlot jener
Erzeugenden ist, die zur Ebene a2 parallel sind, und in einer Ellipse
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J. Die Scheitelpunkte dieser Ellipse befinden sich im Mittelpunkte M
des Hyperboloids @, im Spurpunkte A, der Erzeugenden ¢ und in
den Spurpunkten der Torsalgeraden des Konoids K. Die Léngen der
Halbachsen dieser Ellipse sind ¢/2 und c¢/2 sin ¢.

Im Falle ¢ <<45° ist der Kriimmungsradius der Ellipse f im
Punkte A, grosser als ¢, so dass die Ellipse f und der Kreis ¢ sich
im Punkte A, beriihren und sich noch in zwei anderen reellen
Punkten P, und @, schneiden. Diese Punkte sind die Spurpunkte
der Erzeugenden p und q des Konoids K, die auf dem Hyperboloid
@ ausser den Punkten P, und @, auch noch die Schnittpunkte mit
der Erzeugenden ¢ und der Ellipse e gemein haben. Die Erzeugenden
P und g haben mit dem Hyperboloid je drei Punkte, deswegen
befinden sie sich ganz auf dem Hyperboloid & und geh6ren nicht
zur selben Erzeugendenschar wie die Erzeugende a. Es folgt nun,
dass das Hyperboloid @ und das Konoid K sich in den Erzeugenden
o, p, q, und der Ellipse e durchdringen. Im Fall @ = 45° ist der
Kreis ¢ der Hyperoskulationskreis der Ellipse f im Punkte A, so
dass die Geraden p und ¢ zusammenfallen. Wenn @ > 45° ist, sind
die Geraden p und q konjugiert-imaginire Geraden zweiter Art.

Es ist evident, dass beim Drehhyperboloid die Kongruenz der
Gemeinlote je zweier Erzeugenden desselben Systems durch Rota-
tion des Pliickerschen Konoids K um die Achse o des Hyperboloids
O entsteht. Bei dieser Rotation erzeugt jeder Strahl des Konoids
K ein neues Drehhyperboloid und je zwei Strahlen des Konoids K,
die zum Konoidstrahl 1 in der Ebene 7, axialsymmetrisch liegen,
beschreiben dasselbe Hyperboloid. Von besonderer Bedeutung ist
in dieser Kongruenz das Hyperboloid @; das durch der Konoider-
zeugende ¢ beschrieben wird, die sich mit der Erzeugenden 1 in der
Mittelebene o des Konoids K befindet und eine Fallgerade dieser
Ebene ist.

Um zu bestimmen wie viele der Kongruenzstrahlen bzw. Ko-
noiderzeugenden bei der erwihnten Rotation einen Raumpunkt T
enthalten, k6nnen wir auch das Konoid K festhalten und den Punkt
T um die Achse o rotieren lassen. Die Rotationsebene des Punktes
T schneidet das Konoid K in einer Kurve dritter Ordnung k, die

mit dem Rotationskreis ¢ des Punktes T sechs Schnittpunkte hat,
die paarweise konjugiert-imaginir sein koénnen. Je zwei dieser
Schnittpunkte gehéren zu den erwédhnten axialsymmetrischen Er-
zeugenden, so dass bei der Drehung des Konoids K der in Ruhe
bleibende Punkt T nur von drei verschiedenen Kongruenzstrahlen
getroffen werden kann.

Die Realitit dieser Strahlen wird durch einige andere Uber-
legungen {iber diese Kongruenz bestimmt. Jede der zwei konjugiert-
-imagindren Erzeugenden erster Art des Konoids K ist ein Gemein-
lot der Erzeugenden a und einer der je zwei konjugiert-imaginéren
Erzeugendenpaare zweiter Art desselben Systems des Hyperboloids
P, so dass durch die Rotation des Konoids K um die Achse o nur
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alle reelle Gemeinlote von je zwei reellen und alle konjugiert-ima-
gindre Paare erster Art der Gemeinlote je einer reellen und zwei
konjugiert-imaginidren Erzeugenden zweiter Art des Hyperboloids
@ enthalten werden.

Um die Klasse dieser Kongruenz zu bestimmen, wird hier das
Konoid K betrachtet, das von allen Kongruenzstrahlen gebildet wird,
die zu einer beliebigen Ebene p parallel sind. Das konstruktive Ver-
fahren wird hier in der Zentralprojektion durchgefiihrt (Abb. 2).
Die Kehlkreisebene des Hyperboloids wird als Bildebene und der
Schnittpunkt der Hyperboloidachse mit der Ebene ¢ als Projektions-
zentrum angenommen. Die Ebene ¢ wird dabei in die Gerade r = 7"

Abb. 2.

projiziert, die Erzeugenden des Hyperboloids @ werden durch die
Geraden mit den Spurpunkten auf dem Kehlkreis ¢ und den Flucht-
punkten auf dem Fluchtkreis ¢* des Hyperboloids dargestellt. Die
Verbindungsgeraden des Hyperboloidmittelpunktes M mit den Spur-
und Fluchtpunkten der Erzeugenden bilden zwei kollokale Strahlen-
biischel deren entsprechenden Geraden zueinander senkrecht sind.

Jeder Kongruenzstrahl ist das Gemeinlot zweier Erzeugenden
des Hyperboloids. Da dieser zu der gewéhlten Ebene parallel sein
soll, werden wir jedem Fluchtpunkt S” der Ebene ¢ diejenigen zwei
Erzeugenden v und v des Hyperboloids @ zuordnen, die auf diesem
Sehstrahl OS” senkrecht stehen. Die Ebenen (S”u) und (S"v)
schneiden sich dann in einem Kongruenzstrahl, der zur Geraden s
parallel ist.

Alle Raumgeraden, die zur Ebene g parallel sind, hasen die
Fluchtpunkte auf der Fluchtgeraden r* der Ebene p. Zwischen der
linearen Fluchtpunktreihe S$,%, S,% ...,Sy* und den Erzeugenden
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Uy Vy, Uy Vo, ..., Un Uy des Hyperboloids besteht also eine einzwei-
deutige Zuordnung durch die nach den fritheren Darlegungen eine
Torse vierter Klasse erzeugt wird. Die Erzeugenden u, v, U, v,, - . -,
Un v, sind dabei involutorisch gepaart, zwar so dass das Involu-
tionszentrum der Fluchtpunkte im Punkte N”, dem Fluchtpunkte
aller Lote der Ebene p, sich befindet und die Spurpunkte das Invo-
lutionzentrum im Punkte P haben (A N* M P ist rechtwinklig und

MN":MP = c¢®:c). Die entsprechenden Ebenenpaare der Torse
(S;"uy) (S,%vy), ..., (Sa"un) (S* v,) sind auch involutorisch zugeord-
net. Je zwei dieser involutorisch gepaarten Ebenen schneiden sich in
einer Erzeugenden des Konoids K, das nach den fritheren Uber-
legungen und Formeln (1) vom dritten Grad ist.

Das Gemeinlot derjenigen Erzeugenden des Hyperboloids @
deren Spur- und Fluchtpunkte diametral entgegengesetzt sind, liegt
in der Kehlkreisebene so, dass es zu jeder Ebene o ein Erzeugenden-
paar gibt, dessen Gemeinlot zur Spur r parallel ist. Deswegen zer-
féllt die Schnittkurve dritter Ordnung, in der die Ebene m das
Konoid K schneidet, in die den Hyperboloidmittelpunkt M enthalt-
ende, zu r parallele Gerade I und in eine Kurve f zweiter Ordnung,
die eine Ellipse ist, da die anderen Erzeugenden des Konoids K
schrig zur Ebene x liegen und nur eigentliche Spurpunkte haben.
Je zwei Kongruenzstrahlen, deren Fluchtpunkte symmetrisch zur
Geraden MN” sind haben zur Geraden 1 symmetrische Spurpunkte,
so dass die Gerade [ eine Achse der Ellipse f ist. Die Scheitelpunkte
dieser Achse befinden sich im Hyperboloidmittelpunkt M und im
Spurpunkt I jener Konoiderzeugenden i, die zur Fallgeraden der
Ebene g parallel ist. Je zwei Kongruenzstrahlen, deren Fluchtpunkt-
sehstrahlen mit der Fluchtgeraden r* komplementire Winkel ein-
schliessen haben die Spurpunkte auf einer zu r parallelen Geraden,
so dass diese Kongruenzstrahlen incident sind. Diejenigen Kon-
gruenzstrahlen, deren Fluchtpunktsehstrahlen mit der Fluchtgeraden
" den Winkel 45° bilden, sind deswegen die Torsalgeraden des
Konoids K. Die diese Geraden enthaltenden und zur Ebene g
parallelen Ebenen sind Torsalebenen dieses Konoids. Die Spurpunkte
der Torsalgeraden sind die Scheitelpunkte der Hauptachse der
Ellipse f. Die Ebene 6 =[1,1i] | o ist die Mittelebene dieses Konoids.
Die Doppelgerade des Konoids K ist senkrecht zur Ebene ¢ | ¢ und
enthélt den Schnittpunkt I der Geraden ! und i, so dass sich der
Spurpunkt dieser Doppelgeraden im Punkte I und der Fluchtpunkt
im Punkte N” befindet. Aus den beschriebenen Eigenschaften ergibt
sich weiter, dass das Konoid K ein Pliickersches ist. Bezeichnen wir
mit » den Neigungswinkel des Lotes zur Ebene 0, mit ¢ den Nei-
gungswinkel des Direktionskegels des Hyperboloids @ und ist ¢ =,
so ist das Konoid K mit dem Konoid auf Abb. 1 identisch.

Die Spur r der Ebene o schneidet die Ellipse f in zwei Punkten,
so dass diese Kongruenz von der zweiten Klasse ist. Ist die Involu-
tion der Erzeugendenpaare elliptisch oder parabolisch, was zutrifft
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wenn ¥ = ¢ ist, so liegen in der Ebene o entweder zwei reelle
Erzeugende oder eine Torsalgerade, oder zwei konjugiert imaginire
Erzeugende erster Art des Konoids.

Im Falle einer parabolischen Involution also fiir @ = v, ist ein
Paar konjugiert-imaginire Erzeugenden erster Art des Konoids K
ein Paar der Gemeinlote einer reellen und eines konjugiert-imagi-
niren Erzeugendenpaares zweiter Art des Hyperboloids &. Denn
wird ein Konoid K mittels einer Ebene in zwei konjugiert-imagini-
ren Erzeugenden geschnitten, so bestimmen diese Geraden auf der
Fluchtgeraden 1 der Ebene g eine elliptisch involutorische Punkt-
reihe. Der elliptisch-involutorische Fluchtgeradenbiischel der Ebe-
nen, die auf den Sehstrahlen der elliptisch-involutorischen Punkt-
reihe senkrecht stehen hat seinen Scheitel in dem auf dem Flucht-
kreis des Hyperboloids liegenden Punkte N”. Die zweiten Schnitt-
punkte dieser Fluchtspuren bestimmen auf dem Fluchtkreis ¢ eine
elliptisch-involutorische Punktreihe, deren Doppelpunkte die Flucht-
punkte eines Paares konjugiert-imaginirer Erzeugenden zweiter
Art des Hyperboloids @ sind, die die entsprechenden konjugiert-
-imaginéren Konoiderzeugenden senkrecht schneiden. Diese Paare
von Erzeugenden des Konoids K und des Hyperboloids @ liegen in
einem Paar konjugiert-imaginirer Ebenen, deren reelle Achse die-
jenige Erzeugende des Hyperboloids @ ist, die den Schnittpunkt der
Schnittebene und der Konoidachse enthilt und zum System der
Erzeugenden des Hyperboloids @ gehort, das die Konoiddopel-
gerade nicht enthilt. Im Fall der elliptischen oder hyperbolischen
Involution der Erzeugendenschar des Hyperboloids @ befindet sich
der Scheitel N” des elliptischinvolutorischen Fluchtgeradenbiischels
der senkrechten Ebenen innerhalb bzw. ausserhalb des Fluchtkreises
c”, so dass das Paar konjugiert-imaginirer Doppelgeraden dieses
Fluchtgeradenbiischels den Fluchtkreis ¢” in zwei Paaren konju-
giert-imaginéirer Punkte schneidet, die die Fluchtpunkte jener zwei
Paare der konjugiert-imaginidren Hyperboloiderzeugenden zweiter
Art sind, welche die konjugiert-imaginire Konoiderzeugenden
senkrecht schneiden. Demnach sind die konjugiert-imaginiren Er-
zeugenden des Konoids K deren reeller Punkt nicht auf dem Hyper-
boloid @ liegt, die Gemeinlote je zweier Paare konjugiert-imagi-
narer Erzeugendenpaare zweiter Art des Hyperboloids @.

Im Falle der hyperbolischen Involution (Abb. 2a) der Erzeugen-
denpaare, also wenn » << ist, gibt es zwei reelle Doppelebenen y
und y der Torse, die ausserdem zur Ebene ¢ senkrechte Zentral-
ebenen des Hyperboloids @ sind. Die Fluchtpunkte G* und H” der
zu den Ebenen y und y senkrechten Kongruenzstrahlen g und h
bestimmen auf der Fluchtgeraden 1 das Intervall jener Flucht-
punkte, denen kein Paar reeller senkrechter Erzeugenden zugeord-
net werden kann, denn jedem in diesem Intervall sich befindenden
Fluchtpunkt ist ein Paar konjugiert-imaginirer Erzeugenden zweiter
Art des Hyperboloids @ zugeordnet.
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Wenn » << ¢ < 45° ist, gibt es Ebenen, die folgende Gemeinlote
enthalten:

a) zwei reelle Gemeinlote der reellen Erzeugendenie;s Hyper-
boloids @ (die Spur r schneidet die Strecke G T, bzw. H Ts);

b) ein reelles Gemeinlot der reellen Erzeugenden und ein reelles
Gemeinlot zweier konjugiert-imaginirer Erzeugenden zweiter Art
(die Spur r schneidet die Strecke G H) und

c) zwei konjugiert-imagindre Gemeinlote zweier Paare konju-
glert-imaginérer Erzeugenden zweiter Art (die Spur r schneidet die
Ellipse f in einen Paar konjugiert-imagindrer Punkte).

Wenn 45° <y ¢ ist, bleiben die Resultate denen in vorigen
Fall gleich, aber fiir » <45° <¢ gibt es die Ebenen, die folgendes
enthalten:

Abb. 2.a

a) zwei reelle Gemeinlote zweler Paare konjugiert-imagindrer
Erzeugenden zweiter Art (die Spur r schneidet die Strecke GT,
bzw. HT,),

b) ein reelles Gemeinlot zweier reellen und ein reelles Gemein-
lot zweier konjugiert-imaginiren Erzeugenden zweiter Art (die Spur
r schneidet die Strecke GH) und

¢) zwei konjugiert-imagindre Lote zweier Paare konjugiert-
-imaginérer Erzeugenden zweiter Art (die Spur r schneidet die
Ellipse f in einem Paar konjugiert-imagindrer Punkte).
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Um die Konstruktion eines reellen Gemeinlotes zweier konju-
giert-imagindren Erzeugenden zweiter Art auszufithren (Abb. 3.)
werden diese Erzeugenden durch zwei Sekanten bestimmt und
zwar durch die Gerade t in der Kehlkreisebene und die unendlich
ferne CGerade deren Zentralbild die Gerade t* ist. Die Projektionen
dieser Geraden sind zueinander senkrechte Gerade, deren Entfer-
nungen vom Hyperboloidmittelpunkt im Verhéltnis c:c" stehen.
Der Kehlkreis bzw. der Fluchtpunktkreis bestimmen auf diesen
Geraden je eine elliptischer Involution der konjugierten Punkte.
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Abb. 3.

Nehmen wir an, dass diese Sekanten t und t" zu einem System von
Erzeugenden eines hyperbolischen Paraboloides gehoren, welches
das Hyperbolid @ in einem Paar reeller und in einem Paar konju-
giert-imaginiren Erzeugenden zweiter Art durchdringt. Die anderen
Erzeugenden des Systems (¢, t") der Erzeugenden des hyperbolischen
Paraboloids sind auch Sekanten des gegebenen Paares konjugiert-
imagindrer Erzeugenden zweiter Art des Hyperboloids ¢ und haben
ihre Fluchtpunkte auf der Geraden M N”" wihrend die Spurpunkte
auf der Geraden MP liegen. Das andere System von Erzeugenden
dieses hyperbolischen Paraboloides besteht aus den Geraden, die
durch eine elliptische Involution miteinander verbunden sind und
die als Verbindungsgerade der entsprechenden Punkte auf den
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Geraden t und t” erscheinen. Die reellen Geraden, in denen sich das
Hyperboloid @ und das hyperbolische Paraboloid durchdringen,
sind die Geraden (A A" und (A A7), wihrend das konjugiert-imagi-
nire Paar der gemeinsamen Erzeugenden zum selben System gehort
wie die Erzeugende (A A"). Das Gemeinlot dieser Erzeugenden ist die
Gerade, die den Fluchtpunkt in dem zur Sekante t* antikonjugierten
Punkt I* hat wihrend der Spurpunkt sich im Punkt I auf der
Geraden MP befindet. Der Punkt I ist der Spurpunkt der reellen
Achse des Paares konjugiert-imaginirer Ebenen, die mit dem reellen
Punkt I* und dem Paar konjugiert imaginéarer Geraden zweiter Art
der gemeinsamen Hyperboloid- und Paraboloiderzeugenden gegeben
sind. Legen wir nun durch den Punkt I die Ebene so, dass ihre
Spuren r = 17| t* sind und bestimmen wir das Konoid K der Kon-
gruenzstrahlen, die zur Ebene ¢ parallel sind. Die Gerade i(II7)
wird dann eine Erzeugende dieses Konoids.

Nehmen wir ein Ebenenbiischel g, (v ist der Neigungswinkel des
Lotes der Ebene g, 0° < » < 180°) so an, dass die Achse dieses
Biischels das Projektionszentrum enthdlt und parallel zur Kehl-
kreisebene ist. Zu diesem Ebenenbiischel wollen wir das Biischel
der Pliickerschen Konoide K, zuordnen die durch die zur Ebene o,
parallelen Kongruenzstrahlen erzeugt sind. Diese Konoide enthalten
alle reellen Kongruenzstrahlen unserer Kongruenz, denn jeder Kon-
gruenzstrahl ist zu einer der Ebenen o, parallel. Dieser Kongruenz-
strahl kann ein Gemeinlot entweder zweier reellen oder zweier
konjugiert-imaginiren Erzeugenden zweiter Art des Hyperboloids
@ sein. In der Zentralprojektion wird das Konoidbiischel so pro-
jiziert, dass die Gerade 1 alle Nebenachsen der Ellipsen f, der
Konoide K, enthilt, die im Hyperboloidmittelpunkt M einen gemein-
samen Beriihrungspunkt haben. Die Doppelgeraden dieser Konoide
haben die Fluchtpunkte auf der Geraden, die den Hyperboloidmittel-
punkt M enthilt und senkrecht zur Geraden 1l steht. Sind die Flucht-
punkte der Doppelgeraden zweier Konoide K, zum Distationskreis
konjugiert, so schneiden diese Geraden die Gerade 1 im selben
Punkt, und daher haben die zugehoérigen Ellipsen dieser Konoide
dieselben Nebenachse.

Frither haben wir erwihnt, dass das Konoid K mit dem auf
Abb. 1. konstruierten Konoid identisch ist, wenn die Ebene o sen-
krecht auf einer Erzeugenden des Hyperboloids @ steht, also wenn
vy = ¢ ist.

Einige Beziehungen des Konoids K zu anderen Konoiden K,
ergeben wichtige Eigenschaften unserer Kongruenz.

Die Kehlkreisebene sz des Hyperboloids @ schneidet das Konoid
K in der Geraden ! und der Ellipse f mit der Gleichung

2
fry=a+ LY

- =1 (2)
sinZ »
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wenn der Koordinatenursprung im Hyperboloidmittelpunkt M ist,
d. h. im Scheitel der Nebenachse der Ellipse f. Jeder Kreis, der um
den Anfangspunkt beschrieben ist, schneidet die Ellipse f, in den
Spurpunkten derjenigen Konoiderzeugendenpaare die zur Ebene =
den gleichen Neigungswinkel haben. Derjenige dieser Kreise, der
die Ellipse f beriihrt, hat die Gleichung.

ey =2+ =1
wobei man r aus der Bedingung
2f 29 2f 29 _,
ax oy ay ox

bekommen kann. Es folgt, dass

2y—c
2.2y — Ci 21 =10
sin? y
ist. Hieraus und aus (2) ergibt sich
g ¢ (cos? v — sin’»)
= s 4 = .
2 cos?y 4 sin?y cos®y

so dass r = ¢/sin 2y ist.

Wenn der Neigungswinkel des Direktionskegels ¢ = 45° ist, dann
ist auch v = 45°, so dass der Halbmesser des die Ellipse f, beriihren-
den Kreises gleich der Nebenachse der Ellipse f,.¢ ist. Die Neben-
achse jeder Ellipse f, aus dem Konoidbiischel K, kann man durch
r ausdriicken, und zwar wird die Nebenhalbachse b = ¢/2 = rsiny -
. cos » und die Haupthalbachse @ = ¢/2 sin » = 7 cos ».

Die Hohe dieses Konoids ist demmach

h/2 =acosy = rcosZy.

Betrachtet man die Doppelgeraden aller Konoide K, dieses Biischels,
wird man bemerken, dass sie auch die Erzeugenden eines neuen
Pliickerschen Konoids & bilden. Die Doppelgerade dieses Konoids
Z enthilt den Hyperboloidmittelpunkt M und liegt in der Ebene 7.
Die Torsalgeraden des Konoids . sind die Doppelgeraden der Ko-
noide bei denen » = 45° bzw. 135° ist,
Projizieren wir dieses Konoidbiischel orthogonal auf eine Aufriss-
ebene (Abb. 4.) die die Hyperboloidachse enthilt und senkrecht auf
der Ebenenbiischelachse steht, so wird die Kurve der Kuspidalpunkte
der Konoide K, in eine Kurve projiziert, die folgende Gleichung in
Polarkoordinaten hat

o=rcos?y, (3)

Die Substitution & = gcosv, 2 = g siny. bzw.

22 cos?y = x? (1 — cos? »)
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oder
9

x2

cos? y = — =
b ok

ergibt mittels der Gleichung (3)
9 (2
x2 422 =72 (f%'—%)
x2 + 22,

so, dass in kartesischen Koordinaten diese Kurve folgende Gleich-
ung hat:

(@2 + 42 = r2zt.

Abb. 4.

Dies ist die bekannte Miingersche Doppeleilinie, die im Anfangs-
punkt einen vierfachen Punkt mit einer vierfachen Tangente hat [3].

Da zwischen den Punkten der Kuspidalpunktraumkurve und
deren Aufriss eine eineindeutige Zuordnung besteht, kann man auch
hieraus schliessen, dass diese Raumkurve von der sechsten Ord-
nung ist.

Die Hauptachsenscheitelpunktkurve der Ellipsen f, des Konoid-
biischels K, hat in Polarkoordinaten die Gleichung

o2 = a® + b2, @)

wobei a(y) =x =7rcosy, b(y) =y =rcosysiny ist.
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Setzen wir dies in die Gleichung (4) ein, so erhalten wir
o® = 12 cos? ¥ (2 — cos?v) .
In kartesischen Koordinaten lautet diese Gleichung

22+ 9% = 22 (22— 27
oder
r2 (22 — y?) = xt.

In der Literatur ist diese Kurve als die Geronsche Lemniskate
bekannt [1].

Die Torsalgeradenfliche T des Konoidbiischels kann als Regel-
fliche der Verbindungsgeraden der Kuspidalpunkte der Konoide
K, mit den zugehérigen Hauptachsenscheitelpunkten der Ellipsen
f, erhalten werden.

Diese Regelfliche ist vom sechsten Grade, da sie durch die
eineindeutig zugeordneten Punktepaare einer Kurve sechster und
einer Kurve vierter Ordnung entstand, die drei gemeinsame Punkte
haben, von denen einer ein Doppelpunkt ist. Denn, wie bekannt,
zwei algebraische Kurven der Ordnungen 7, und n,, deren Punkten
eineindeutig zugeordnet sind erzeugen eine Regelflaiche von der
Ordnung n, + n, und wenn diese Kurven s gemeinsame Punkte
haben, dann ist der Grad dieser Fliache n, +n,—s.

Nach Abb. 1. ist es klar, dass der Hauptachsenscheitelpunkt
diejenige Strecke auf der Torsalgeraden halbiert, die durch den
Kuspidalpunkt und durch den zweitem Spurpunkt begrenzt wird.
Die Torsalgeradenfliche T ist von der sechsten Ordnung, so dass die
Ebene m, diese Fliche in einer Kurve u sechster Ordnung schneidet.
Diese Kurve ist durch die zweiten Spurpunkte der Torsalgeraden
erzeugt. Die Gleichung dieser Kurve in Polarkoordinaten lautet

o =rcosy /4—3 cos? v .

Diese Kurve hat ihren Doppelpunkt im Anfangspunkt und die
Riickkehrpunkte in den Punkten fiir die cosy» = £ l/2/3 ist, also
in den zweiten Spurpunkten der Torsalgeraden die zu den Kuspidal-
punkten der Konoide gehoren, fiir welche », = 35° 15" 15", bzw. v, =
= (180°—vy,) gilt. Diese Kurve ist ein Spezialfall einer schiefen
Astroide, wenn die Leitgeraden zusammenfallen. Nach Loria wird
diese Kurve Parastroide genannt [3]. Die vorher erwihnte Doppelei-
linie ist eine Fusspunktkurve dieser Parastroide. Lassen wir diesen
Konoidbiischel um die Achse des Hyperboloids @ rotieren, so
beschreiben die Kuspidalpunkte dieser Konoide Kreise welche die
Aufrissebene 7, in Punkten der Kurve w schneiden so, dass diese
Kurve auch die Meridiankurve der Drehfliche £ ist, die der geome-
trische Ort aller Kuspidalpunkte unserer Kongruenz ist.

Wir haben vorher bemerkt, dass die reellen Erzeugenden der
Konoide K, alle reelle Kongruenzstrahlen umfassen und zwar so,
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dass durch die Rotation dieses Konoidbiischels um die Achse des
Hyperboloids diese reellen Kongruenzstrahlen untereinander rotie-
ren. Durch diese Rotation ergibt sich, dass in unserer Kongruenz
oo? Pliickersche Konoide enthalten sind. Die Doppelgeraden dieser
Konoide bilden die Systeme der Erzeugenden von co! Drehhyper-
boloiden, die mit dem Hyperboloid @ koaxial sind. Je zwei von ool
dieser Hyperboloide, deren Erzeugende komplementire Neigungs-
winkel haben, beriihren sich im Kehlkreis. Es ergibt sich weiter,
dass die Kongruenzstrahlen die Gemeinlote nicht nur je zweier
Erzeugenden eines Systems der Erzeugenden des Hyperboloids @
sind, sondern auch je eines Systems aller Hyperboloide die durch
Rotation der Doppelgeraden des Konoidbiischels K, erzeugt werden.
Die Erzeugenden aller co? Pliickerschen Konoide erzeugen oo! Dreh-
hyperboloide und liefern uns die zweiten Systeme der Erzeugenden
der Hyperboloide, die durch die Konoiddoppelgeraden erzeugt sind.

Durch genaue Betrachtung der Abb. 1. und 4. erkennt man dass
der Punkt T innerhalb der Fliche £ drei reelle Kongruenzstrahlen,
und der Punkt T ausserhalb dieser Fliche einen reellen und zwei
konjugiert imaginire Strahlen enthélt. Wenn der Punkt T sich auf
der Fliche Q befindet, dann fallen in ihm je zwei Kongruenzstrahlen
zusammen, so dass dieser Punkt eine Torsalgerade und einen reellen
Kongruenzstrahl enthilt. Ausserdem héingen die Eigenschaften
dieser Kongruenzstrahlen von der Lage des Punktes I in dem Bezug
zu dem Hyperboloid @; ab, das die Erzeugende i des Konoids K
beschreibt (auf der Abb. 4. sind das Hyperboloid @, fiir » = 30°
und das zugehorige Hyperboloid @; dargestellt).

1. Es sei der Neigungswinkel des Direktionskegels des Hyper-
boloids ¢ < 45°

a) Wenn der Punkt T innerhalb der Fliche £ und ausserhalb
des Hyperboloids @; sich befindet, enthilt er drei reelle Gemeinlote
der reellen Erzeugenden.

b) Befindet sich T innerhalb £, und innerhalb @; enthiélt er
zwei reelle Gemeinlote der reellen Erzeugenden, und ein reelles
Gemeinlot eines Paares konjugiert-imaginédrer Erzeugenden zweiter
Art.

c) Ist T ausserhalb 2, und ausserhalb @; so enth&lt er ein reelles
Gemeinlot der reellen Erzeugenden und zwei konjugiert-imaginére
Gemeinlote zweier Paare konjugiert-imaginirer Erzeugenden zwei-
ter Art.

d) Ist T ausserhalb £ und innerhalb @;, so enthilt er ein reelles
Gemeinlot eines Paares konjugiert-imaginirer Erzeugenden zweiter
Art und zwei konjugiert-imaginidre Gemeinlote zweier Paare konju-
giert-imaginirer Erzeugenden zweiter Art.

e) Ist endlich T ausserhalb £ und auf der @, so enthilt er ein
reelles Gemeinlot zweier reellen Erzeugenden, zwei konjugiert-
imagindre Gemeinlote einer reellen und eines Paares konjugiert-
imaginédrer Erzeugenden zweiter Art.
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2. Es sei ¢ > 45°.

a) Ist T innerhalb £ und ausserhalb @;, so enthilt er ein reelles
Gemeinlot zweier reellen Erzeugenden, und zwei reelle Gemeinlote
zweier Paare konjugiert-imagindrer Erzeugenden zweiter Art.

Die anderen Resultate bleiben denen im vorigen Fall gleich.

Eine Bemerkung: der Punkt T wird als ausserhalb des Hyper-
boloides @ betrachtet, wenn seine Entfernung von der Hyperbo-
loidachse grosser als der Halbmesser des Kreises in dem die durch
den Punkt T senkrecht zur Achse o gelegte Ebene das Hyperboloid
@ schneidet.

Die Hyperboloidachse o kann in dieser Kongruenz auch als ein
ausgeartetes Hyperboloid betrachtet werden das durch die Doppel-
gerade des Konoids K, beschreiben wird oder auch als ein aus-
geartetes Hyperboloid, das durch die Konoiderzeugende ¢ in der
Mittelebene des Konoids K¢ beschrieben wird.

Der Mittelpunkt M des Hyperboloids & ist ein singuldrer Punkt
in dieser Kongruenz, denn er enth#lt ein Kongruenzstrahlenbiischel,
das in der Kehlkreisebene liegt und als ein ausgeartetes Pliicker-
sches Konoid K, betrachtet werden kann. In der uneigentlichen
Ebene gibt es oc® Paare isotroper Kongruenzstrahlen, die in den
Pliickerschen Konoiden dieser Kongruenz enthalten sind.
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KONGRUENCIJA NAJKRACIH TRANSVERZALA JEDNOG SISTEMA
IZVODNICA VITOPERE RACIONALNE PRAVCASTE PLOHE
n-TOG STUPNJA

Ljerka Dotkal, Zagreb
Sadriaj

Sistem od co! izvodnica neke racionalne vitopere pravéaste plohe
n-tog stupnja ima co? najkraéih transverzala po dviju od tih izvod-
nica i one ¢ine kongruenciju.

Ako iz bilo koje tatke prostora spustimo okomice na izvodnice
plohe @, one ¢ine stozac ¥ 2n-tog reda, a dvostruke izvodnice tog
stoSca su zrake spomenute kongruencije. Stozac ¥ ima (2n—1) (n—1)
dvostrukih izvodnica, pa je to ujedno i red na§e kongruencije.






